序 
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第 一 版 《工程 控制 论 》 原 是 用 英文 写 的 ， 出 版 于 一 九 五 四 年 四 ， 俄 文 版 是 一 九 五 六 
年 5, 德 文 版 是 一 九 五 七 年 所 ,中 训 版 是 一 九 五 八 年 由。 现在 回顾 这 个 时 代 :, 心 同 隔世 ! 在 
这 二 十 多 年 中 ， 我 们 的 国家 和 整个 世界 都 经 历 也 天 地 翻 履 的 变化 。 我 国人 民 经 受 了 这 一 
伟大 时 代 的 革命 锻炼 , 正 走 上 新 的 长 征 ,为 实现 四 个 现代 化 而 奋斗 . 《工程 控制 论 》 这 一 新 
版 的 作者 们 , 正 是 在 这 一 时 期 锯 炼 成 长 起 来 的 中 国 青 年 控制 玩 沦 科学 家 们 ， 他 们 ,尤其 是 
宋 健 同 志 , 带 头 组 织 并 亲自 写作 定稿, 完成 了 工作 量 的 绝 大 部 分 。 是 新 版 的 创造 者 。 有 他 
们 这 一 代 人 ， 使 我 更 感到 实现 四 个 现代 化 有 了 保障 。 对 这 一 新 版 。 我 是 没有 做 什么 工作 
的 ,但 为 了 表达 对 他 们 的 敬意 。 同时 也 算是 对 我 国 二 十 多 年 来 信 大 变革 的 纪念 , 纪念 我 们 
这 一 侦 共 同 的 经 质 , 我 要 为 宋 健 等 同志 创造 的 新 有 版 写 一 篇 序 。 = 

序 的 总 题目 ,就 是 如 何 加 速 实 再 党 申 央 号 召 \ 金 国人 民 所 向 往 的 农业 工业 \ 国 防 和 科 
学 技术 现代 化 。 实现 四 个 现代 化 就 必须 发 展 生产 力 ; 而 发 展 先 产 力 的 一 个 重要 方面 就 是 
推选 技术 革命 。 所 以 ,我 就 从 技术 革命 讲 想 ,最 后 说 到 本 书 的 题目 : не. 


(—) 


вже, 首先 要 提 一 下 其 它 避 几 个 有 关 的 词汇， . 

二 十 世纪 现代 科学 技术 的 伟大 成 就 ， 正在 对 由 产 以 及 整个 社会 产生 着 巨大 的 冲击 . 
有 人 常常 用 “新 的 工业 革命 第 二 次 工业 草 命 "、“ 第 三 次 工业 革命 "、“ 科 学 技术 革命 "等 
等 词 条 来 表达 现代 科学 技术 伟大 成 就 的 社会 意义 ， 但 是 ,我 们 在 使 用 这 些 词 名 时 不 应 包 
视 这 些 词汇 的 背景 

这 就 有 必要 加 六 到 本 世纪 四 十 年 代 末 ,对 这 些 提 法 的 来 历 作 一 矢 考 察 ， 
”控制 论 的 黄 基 人 м. 维 纳 在 一 九 四 七 年 十 月 这 样 说 过 : “如 果 我 说 , 第 一 次 工业 革命 
是 革 * 了 明暗 的 魔鬼 的 磨 房 的 命 , 是 人 手 由 于 和 机 器 竞争 而 贬值 ; ……; 那么 现在 的 工业 革 
命 便 在 于 人 脑 的 贬值 ， 至 少 人 及 所 起 的 较 简单 的 较 具有 常规 性 质 的 判断 作用 将 要 贬 
值 “5. 因 此 ,。 维 纳 是 第 一 个 把 控制 论 引 起 的 自动 化 同 “第 二 次 工业 革命 "联系 起 来 的 人 .此 
后 ,J. 2. 贝尔 纳 在 一 九 五 四 年 也 提出 自动 化 是 一 次 “新 的 工业 革命 ”, 他 说 : “我 们 有 理 
由 提 到 一 次 新 的 工业 革命 ,因为 我 们 引用 了 电子 装置 所 能 提供 的 控制 因素 、 判 断 因 素 和 精 
密 因素 , 还 有 进行 工业 操作 的 速度 大 大 增加 了 。 巨型 的 自动 化 生产 线 ， 甚 至 完全 自动 化 
的 工厂 都 有 了 ……” nH， 贝 尔 纳 同 时 提出 了 “科学 技术 革命 ”这 个 名 词 , 他 说 : “二 十 世纪 
新 的 革命 性 特征 不 可 能 局 限于 科学 , 它 甚至 于 更 寄托 在 下 列 事实 ,就 是 只 有 在 今天 科学 才 
做 到 控制 工业 和 农业 ， 这 场 革命 或 许可 以 更 公 多 地 叫 作 第 一 次 科学 -技术 革命 Е 
АВИА ААА ЛА, 资本 主义 国家 的 学 者 日 渐 增 多 地 采用 这 两 个 词 。 而 尤 以 “第 二 次 工业 革 
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命 ” 这 个 词 更 为 流行 . 

苏联 学 术 界 在 一 九 五 五 年 以 前 的 一 段 时 阐 内 ,曾经 把 “第 二 次 工业 革命 "和 “科学 技术 
革命 "作为 美化 资本 主义 的 概念 而 加 以 拒绝 ;六 十 年 代 初 ,态度 发 生 转 变 , 开 始 接受 这 两 个 
概念 ;到 了 七 十 年 代 ，“ 科 学 技术 革命 ”已 经 成 为 今天 苏联 学 术 界 普遍 接受 的 概念 了 中; 虽 
然 对 “第 二 次 工业 革命 * 这 个 概念 还 有 争论 ， 怕 把 窑 作为 尖 个 新 概念 接受 下 来 也 已 成 为 事 
实 . 

当然 ， 概 念 上 的 紊乱 也 是 存在 的 : 诸如 一 面 讲 “自动 化 是 新 的 工业 革命 "“ 计 算 机 在 
工业 上 的 应 用 正在 引起 第 二 次 工业 革命 ”< 第 二 次 工业 革命 在 本 世纪 早期 始 于 美国 , 它 指 
在 例 行 的 重复 性 的 工作 中 ， 用 自动 控制 和 逻辑 装置 代替 天 的 智力 和 神经 系统 ”, 然 后 又 说 
什么 < 空间 时 代 是 芽 业 革命 的 第 三 阶 色 .= 一面 讲 “ 现 伐 只 有 在 苏联 才 发 生 新 的 工业 革命 "， 
另外 又 讲 “不 论 在 社会 主义 国家 还 是 在 发 达 的 资 未 主义 图 家 都 正在 发 生 新 的 工业 章 命 即 
第 填 次 工业 革命 "等 等 、 在 “科学 技术 革命 "问题 上 的 说 续 也 很 类 似 ; НУЮ 
工业 革命 即 科学 技术 革命 ,又 讲 “ 科 学 技术 革命 作为 一 外 过 程 , 接 其 内 容 和 本 质 是 不 同 于 
工业 革命 的 的 还 说 “科学 技 宁 毕 命 是 第 二 次 工业 革命 的 先驱 *.“ 科 学 技术 革命 即 答 理 工艺 
过 程 的 革命 “科学 技术 革命 是 由 于 科学 起 着 优先 作用 市 实现 的 现代 社 营 生产 力 的 根本 
变革 ”等 等 ， 其 实 科 学 技术 革命 这 个 词 就 谷 易 各 械 念 土 完全 不 同 的 科学 革命 混 捕 ;科学 革 
命 是 指 人 类 认识 客观 世界 的 重大 飞跃 ， 在 自然 料 学 镇 壤 里 的 料 学 昔 命 包 经 由 库 是 四 作 了 
详细 的 阐述 。 所 以 科学 革命 只 是 认识 几 观 世界 ,还 采 是 改造 客观 世界 * 它们 有 联系 、 和 但 又 
是 不 相同 的 . 

苏联 学 术 界 对 待 “第 二 次 工业 革命 ”和 “科学 技术 革命 "这 两 个 概念 的 态度 ,为 什么 有 
一 个 曲折 的 过 程 ? 这 也 是 一 个 值得 思考 的 问题 ， 一 九 七 二 年 ,苏联 《哲学 问题 》 杂志 在 第 
十 二 期 的 社论 中 宣称 “科学 技术 革命 "使 “生产 的 梢 互 关系 ”,“ 社 会 的 状态 ”和 “社会 的 结 
构 * 等 等 “发 生 了 根本 的 变化 *,“ 现 代 世 界 发 生 的 深刻 变化 ”迫使 大 们 对 马 询 主义 基本 原理 
做 “这 样 或 那样 的 修正 "0， 从 这 个 观点 атнын, жа 
是 要 修正 马克 轩 主 义 基本 原理 . 

科学 的 社会 科学 ,应 该 把 它 所 有 的 概念 同 马克 аз хазаж лжи 
(и. хів тл" РРНК" БИЕННАЛЕ, А 
是 科学 的 社会 科学 工作 者 的 任务 ， 而 且 也 是 自然 科学 技术 工作 者 的 任务 ， 为 此 就 有 必要 
回 到 "产业 革命" 或 所 谓 " 第 一 次 工业 革命 "这 个 何 题 上 来 .， | 


Е > 


“最 先 提出 “产业 奉命 ”概念 的 是 恩格斯 . живи, ВЕ Л РЕЦ ра 
命 ”和 概念。 也 有 英国 资产 阶级 经 济 历史 学 家 托 因 比 的 “产业 革命 ” ш, а, ИЖ 
马克 思 主 义 的 “ 沪 业 革命 ”概念 才 是 真正 科学 的 概念 . 恩格斯 在 一 八 四 五 年 出 版 的 《美国 
工人 阶 豚 状况 》 一 书 中 , 关于 “产业 革命 ”的 论述 ,是 科学 的 社会 科学 对 “产业 革命 " 概 谷 的 
Вж. ЮН: “英国 工人 阶级 的 历史 是 从 十 八 世纪 后 半期 ;从 蒸汽 梳 和 棉花 加 工 
机 的 发 明 开 始 的 。 大 家 知道 ,这 些 发 骨 推动 了 产业 革命 ,产业 草 命 闻 时 又 引起 了 市 民 社 会 


A 
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д жи . 
Е и Е 
意 以 ,就 旬 政 治 革命 对 于 法 图 ,哲学 革命 对 于 德国 一 梓 ,，…… 但 这 个 产业 革命 的 最 重要 的 
产物 是 奖 国 无 产 阶级 

“什么 是 < 技术 革命 * 电 ?首先 给 予 “技术 革命" 峰 侈 以 精确 化 定义 的 是 毛 主席 ， 毛 主席 
在 天 十 年 代 就 使 用 过 技术 革命 这 个 词 , 它 往往 是 和 技术 革新 并 列 的 .但 毛 主 席 没 有 净 久 在 


该 料 -- 般 的 认识 上 ,后 来 他 进一步 发 展 和 总 结 了 历史 上 生产 力 发 展 的 规律 阐明 了 技术 蔷 


命 这 一 业 念 ,指出 :“ 对 每 一 具体 技术 改革 说 来 , 称 为 技术 革新 就 可 以 了 ,不 必 再 说 转 术 革 


命 。 技 术 革 命 指 历史 上 重大 技术 改革 ,和 如 用 菩 汽 栅 代 替 手 工 ,后 来 又 发 有 明 电 为 现在 又 
.发明 原 子 能 之 类 .* 毛 主席 举 出 了 三 个 技术 革命 的 格子 ;其 中 两 个 是 历史 上 的 ,一 个 是 现代 
的 . 把 它们 作为 技术 革 合 的 典型 加 以 研究 ， 会 给 我 们 什么 启发 ? ЕВА И 


义 和 现 实意 义 是 什么 呢 ? 
蒸汽 机 技术 革命 同 十 作 世 纪 工 业 革命 既 有 联系 又 有 区 别 . 在 工场 手工 业 时 其 ,一 六 


- 八 八 年 英 辆 大 托马斯 ， 萨 弗 里 发 明了 科 用 燕 汽 冷 覆 产生 的 真空 和 燕 汽 压力 工作 的 抽水 用 


蒸汽 泵 ; 两 年 之 后 法 图 人 巴 本 证 实 了 德国 人 菜 伯 尼 效 提出 的 蒸汽 可 在 汽 包 中 推动 活塞 的 
原理 ;一 七 一 二 年 英国 人 托马斯 ， 纽 柯 门 做 成 用 蒸汽 和 空气 压力 工作 的 一 种 蒸汽 泵 ,用 于 
人 矿井 抽水 。 但 是 ,这 些 蒸汽 机 并 没有 引起 正业 节 命 ,相反 地 , 正 是 由 于 创造 了 工具 机 , 才 使 
蒸汽 机 的 革命 成 为 必要 四 ,一 七 六 四 年 出 现 珍妮 急 纱 机 , 一 七 六 七 年 出 现 水 力 纺 纱 机 ,一 
龙 八 百年 出 现 骤 机 ， 这 一 系列 工具 机 的 发 明 促使 甩 特 实现 了 若 汽 机 的 革命 一 七 六 四 年 


- 想 在 格 粒 斯 哥 大 学 修理 纽 柯 门 机 器 的 模型 时 产生 了 站 的 伟大 发 明 ， 一 七 六 办 年 他 获得 第 


一 种 蒸汽 机 专利 ,一 七 八 四 年 获得 第 二 种 燕 汽 机 专利 ,一 七 人 五 年 燕 汽机 开始 用 来 发 动 针 


эи, 一 七 八 六 年 建成 博尔顿 瓦特 蒸汽 机 工厂 .。. 


: -全 等 的 榴 汽 机 是 大 工业 普遍 应 用 的 第 一 个 动力 机 ， 它 取代 了 在 生产 过 程 中 作为 动力 
提供 考 的 从 一 台 燕 汽 枢 推动 许多 省 工具 机 ,形成 有 组 织 的 机 器 体系 ,这 就 是 工厂 人 制度 的 


ЧЕ. 从 一 七 八 六 年 双 一 八 @ 品 年 ;瓦特 的 工厂 共生 产 了 五 百 和 多 人 台 蒸 汽机 ,大 火 加 速 了 工 
二 革 作 的 步伐 ,工场 手工 业 时 代 的 退 绥 的 发 展 进程 变 成 了 和 步 产 中 的 真正 狂 磊 时 期 ""” , 菩 
- 汽 术 成 为 大 工业 迅速 发 展 的 推动 力 ,“ 推 动力 一 旦 产生 ; 它 就 扩展 到 开业 活动 的 二 切 部 门 
: 焉 去 …:, 当 工业 中 机 械 能 的 巨大 都 义 栓 实践 上 得 到 证 明 以 后 ,人 们 便 用 一 切 办 法 来 全 面 
地 利用 这 种 能 量 ”2。 所 以 是 敬 汽 机 技术 革命 导致 了 工业 革命 或 产业 革命 . 


我 门 机 看 万 主席 举 的 技术 革 旬 的 第 二 个 傅 子 :电力 的 发 明 利 应 用 。 一 八 三 一 年 法 拉 — 


:第 对 电磁 定律 的 发 现 , 为 电力 的 发 明黄 定 了 基础 一 八 七 八 年 ,爱迪生 发 明 能 在 商业 上 上 车 | 
ШВУ ВА, ЭЕ ЛАЗ КАСТАР ЕНЬО 0: 次 年 ,爱迪生 制 成 ， 
ЕЗИ ГАЗЕТЕ АРОН Е. ЗаКаБаяБ ВВТ | 


未 有 的 干净 明亮 的 照明 工具 的 需要 ,很 快 出 现 了 一 个 完全 新 型 的 工业 一 一 电力 工业 . 一 


-小 八 二 年 受 迪 生 的 发 电厂 和 供电 系统 在 纽约 迁 转 ; 同一 年 在 慕尼黑 电气 展览 会 上 ,法国 


物理 学 家 马赛 尔 . 德 普 勒 展 出 了 他 在 米 斯 巴 替 杏 慕尼黑 之 间架 设 的 第 一 条 实验 性 输电 线 
路 ,从 此 开始 了 交流 电 远 距离 传输 技术 的 类 发 展 .电力 的 发 明 从 照明 开始 ;从 由 于 它 解决 


“了 了 动力 的 分 配 、 传 输 和 转换 问题 ,所 以 很 快 在 大 工业 中 得 到 普遍 应 用 。 蕊 克 油 在 他 逝世 前 


夕 , 莹 下 极为 喜悦 的 心情 密切 注视 着 电力 的 发 明 。 在 一 八 八 三 年 , 恩 桥 斯 针对 电力 的 发 明 = 


ди Е 


说 :“ 这 实际 上 是 一 次 巨大 的 革命 燕 汽 机 教 我 们 把 热 变 成 机 械 运动 ;而 电 的 利用 将 为 我 
们 开辟 一 条 道路 ,使 一 切 形式 的 能 一 一 热 . 机 械 运 动 . 电 \ 磁 ,光一 一 到 相 转 化 ,并 在 工业 上 
加 以 利用 。 循环 完成 了 。 德 普 勒 的 最 新 发 现 ,在 于 能 够 把 高 压 电 流 在 能 量 损失 较 小 的 情 
况 下 通过 普通 电线 输送 到 迄今 连 想 也 不 敢 想 的 远 距 离 ， 并 在 那 一 端 加 以 利用 :一 一 这 件 事 
:还 只 是 处 于 萌芽 状态 一 一 ,这 一 发 现 使 工业 几乎 彻底 摆脱 地 方 条 件 所 规定 的 一 切 界 限 , 并 
且 使 极 遥 远 的 水 力 的 利用 成 为 可 能 、 如 果 在 最 初 它 只 是 对 城市 有 利 ， 那 末 到 最 后 它 终 将 
威 为 宵 除 城乡 对 立 的 最 强 有 力 的 杠杆 。 但 是 非常 明显 的 是 ,生产力 将 因此 得 到 极 大 的 发 
ж ， 以 至 于 资产 阶级 对 生产 力 的 管理 愈 来 愈 不 能 胜任 ”24.， 实践 证 实 了 恩格斯 的 科学 预 
见 ,“ 电 力 工业 是 最 能 代表 最 新 的 技术 成 就 和 十 九 世 纪 末 、 二 十 世纪 和 初 的 资本 主义 的 一 个 
суш 了 > 而且 直到 今天 也 仍然 是 如 此 是 电力 技术 革命 推进 了 资本 主义 转 入 垄断 阶 
段 , 出 现 了 资本 帝国 主义 , 即 帝 国 主义 . 
г. - 藻 汽 机 和 电力 这 两 个 历史 上 的 技术 革命 例子 。 使 我 们 把 科学 按 术 的 发 展 作为 一 种 社 
会 过 程 、 社 会 现象 来 研究 , 从 它 的 发 展 规律 , 能 够 找到 一 条 线索 : 生产 力 的 发 展 史 是 以 技 
术 革 命 划 分 阶段 的 。 这 是 毛 主席 关于 技术 革命 的 重要 论述 对 我 们 的 启示 。 


0) 


:生产 力 始终 处 在 发 展 过 程 中 。 而 这 种 发 展 过 程 又 首先 是 从 生产 技术 的 改革 开始 的 . 
生产 力 的 发 展 水 平 取决 于 生产 技术 的 高 低 ， 生产 力 的 发 展 同一 切 事物 一 样 ， 总 是 采取 两 
种 状态 , 即 相对 稳定 的 发 展 状态 和 飞 脆 变动 的 发 展 状态 , НИЯ, 即 生产 力 的 发 展 星 现 
一 种 阶段 性 “由 粗 策 的 石器 过 湾 到 弓箭 ， 与 此 相 联系 ， 从 狩猎 生活 过 流 到 帅 养 动物 和 原 
` 始 畜牧 ;由 石器 过 渡 到 金属 工具 (铁人 其、 铁 锋 创 等 等 ), 与 此 相 适 应 ,过 渡 到 种 植 植物 和 耕作 
业 ; 加 工 材 料 的 金属 工具 进一步 改良 ,过 渡 到 冶 铁 风 箱 , 过 渡 到 陶器 生产 , 与 此 相 适 应 , 手 
:工业 得 到 发 展 , 手工 业 脱离 农业 , 独立 手工 业 生产 以 及 后 来 的 王 场 手工 业 生 产 得 到 发 展 ; 
` 从 手工 业 生产 工具 过 渡 到 机 器 , 手工 业 - 工 场 手工 业 生产 转变 为 机 器 工业 ; 进而 过 渡 到 机 
器 制 , 出 现 现代 大 机 器 工业 , 一 一 这 就 是 人 类 由 十 社 会 生产 力 发 展 的 一 个 大 致 的 、 远 不 完 
备 的 情景 "9. 这 是 对 生产 力 发 展 阶段 性 的 最 形象 描述 .在 这 一 幅 生 产 力 发 展 的 大 致 情景 
中 , 每 当 生产 力 出 现 一 次 飞跃 变动 , 就 意 际 着 某 一 技术 革命 被 引进 到 了 社会 生产 之 中 . 革 
. 命 就 是 量变 到 质变 的 飞跃 ， 每 一 技术 革命 的 本 身 就 是 经 过 一 个 时 期 实践 经 验 的 累积 ， 有 
时 还 要 既 历 很 长 的 列 育 时 期 ,然后 才 显示 出 来 ， 它 一 出 现 又 立即 影响 了 整个 社会 生产 , 引 
起 生产 力 的 飞跃 发 展 。 人 类 社会 生产 力 和 整个 社会 的 发 展 就 是 这 样 波浪 式 地 前 进 。 技术 
革命 是 那些 引起 生产 力 飞 蜂 发 展 的 技术 变革 ， 不 是 生产 力 持续 发 展 的 一 般 撤 术 改 放 或 
- ЖА. 
技术 、 技 术 革命 属于 劳动 过 程 或 生产 过 程 "";“ 生 产 过 程 可 能 扩大 的 比例 不 是 任意 规 
定 的 , 而 是 技术 上 规定 的 "*。 技 术 甘 命 力 是 生产 力 发 生 飞 跃 变 化 的 技术 根源 , 而 生产 力 
. 的 飞 峰 发 展 又 必然 推动 社会 历史 的 阶段 性 变化 。 是 燕 汽机 技术 革命 带 来 了 产业 革命 这 一 
生产 力 的 飞跃 变化 ,推进 了 自由 资本 主义 的 兴起 ;而 电力 技术 革命 却 加 速 了 资本 主义 的 历 
史 进 程 ， 促 使 它 进入 鸡 断 资本 主义 。 这 就 是 毛 主席 提出 技术 革命 这 一 科学 概念 的 伟大 而 
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深远 的 涵义 。 同 时 ,我们 也 看 到 ，“ 技 术 革命 ”一 词 比 前 几 节 中 介绍 的 其 它 几 个 词汇 更 精 
确 ,更 有 利于 讨论 研究 问题 . 

为 了 极 大 地 提高 我 国 社会 生产 力 ， 我 们 应 该 深入 研究 当前 出 现 的 几 项 技术 革命 的 涵 
义 ,探索 正在 酝酿 .即将 出 现 的 技术 革命 ,能 动 地 推进 技术 革命 ,加 速 我 国 四 个 现代 化 的 建 
я. | 


四) 


我 们 先 讨 论 核能 技术 革命 . | 

核能 按 术 是 本 世纪 初 物理 科学 的 化 大 产物 . 一 九 〇 九 年 ， 受 因 斯 坦 发 现 了 质 能 等 效 
.性 原理 ， 预 示 了 原子 核反应 所 用 放 的 能 量 比 化 学 反应 释放 的 能 量 大 几 百 万 倍 的 可 能 性 . 
此 后 ,科学 家 为 敲 开 核能 宝库 的 大 门 进行 了 不 懈 的 努力 .一 九 三 二 年 恰 德 威 克 发 现 中 子 ， 
找到 了 分 裂 原 于 核 的 钥匙 ;一 九 三 八 年 末 , ТНЕУ НН, 发 现 了 铀 原 
子 核 的 可 弹 变 性 ;次 年 一 月 二 十 七 日 , 在 美国 华 三 顿 举 行 的 物理 学 家 会 议 上 , 波 尔 和 费 米 
会 绍 了 上 述 发 现 的 重大 意义 , 费 米 普 先 提出 了 链 式 肥 应 的 理论 ; 一 九 四 二 年 十 二 月 二 日 ， 
费 米 存 芝加哥 大 学 建成 第 一 个 原 于 反应堆， 首次 用 实验 证 明 : 在 可 异 变 的 铀 核 中 能 够 产 
生 自 维持 的 链 式 反应 ,从 而 迎 来 了 核能 技术 的 黎明 . 

核能 是 一 种 十 分 集中 的 新 能 源 。 АЛИТ НЕЕ НА еа, 全 世 
` 界 有 丰富 的 铀 储量 ,在 煤 \ 石 油 、 天 然 气 日 益 枯竭 的 情况 下 ;原子核 的 裂变 能 是 一 个 有 广阔 
前 途 的 新 能 源 ; 一 座 一 百 万 千 皇 的 核电 站 正常 运行 一 年 ,节省 的 矿物 炊 料 相当 于 一 百 四 十 
五 万 哮 石 油 或 二 百 三 十 六 万 吨 煤 或 十 六 点 五 亿 立 方 米 天 然 气 ; 所 一 九 七 六 年 国外 统计 资 
: 料 , “核电 站 的 每 千瓦 小 时 电 总 平均 费用 已 低 于 烧 煤 和 石油 的 火力 发 电 。 正 如 燕 汽机 出 现 
时 的 情形 一 样 , 当 核能 的 巨大 意义 在 实践 中 得 到 证 明之 后 ,人 们 就 会 全 力 以 赴 把 这 种 现代 
生产 力 发 展 的 车 大 推动 力 扩 展开 来 。 家 一 九 五 九 年 出 现 第 一 座 商用 核电 站 以 来 ， 新 兴 的 
` 核能 电力 上 宇 业 正在 迅速 发 展 , 截 至 一 九 七 八 年 六 月 天 日 耳 ,全 世界 已 建成 运行 的 电功率 在 
三 万 千 天 以 上 的 核电 站 已 达 二 百 零 七 座 , 总 电功率 约 达 一 亿 零 八 百 万 于 瓦 ; 侈 世界 正在 建 
设 的 核电 站 有 二 百 一 十 九 座 , 总 电功率 达 一 亿 万 证 六 百 万 千瓦 ;正在 计划 建设 的 械 电 站 有 
一 百 二 十 三 座 * 总 电功率 达 一 亿 二 千 四 百 万 二 现 ， 狐 计 到 公元 二 后 年 ,条 世界 核电 站 的 装 
机 容量 将 达 征 三 至 十 六 亿 千 瓦 , 反 时 将 占 人 金 世界 总 竣 获 量 的 百 分 之 四 十 五 . 。 ， .; 

幸 答 发 现 核 裂变 前 ,科学 家 就 了 解 到 ,包括 太阳 在 内 的 恒 旦 鞭 持续 发 射 的 巨大 能 量 来 
自 轻 元 素 的 核 聚 变 . 但 这 种 核 聚 变 反 应 是 在 一 个 极 高 的 温度 和 压力 环境 中 维持 的 ，、 人 工 
创造 这 样 一 个 环境 现在 还 做 不 到 .比较 容易 二 点 的 是 所 的 聚变 ， 而 地 球 海洋 里 就 有 极 大 
量 的 气 ; 一 升 海水 中 就 可 以 提取 约 33 а ра НОТ, 这 一 点 气 的 聚变 能 量 就 等 于 三 百 升 的 汽 
油 ! 但 就 是 策 聚 变 也 不 是 轻而易举 的 ， 在 一 九 四 五 年 六 月 填 五 日 首次 裂变 原子 弹 爆 炸 实 
яв, В ИЖЕ “氢弹 ”爆炸 ， 现 在 人 们 正 向 可 控制 聚变 反 
有 可 能 在 本 世纪 来 实现 ， 这 样 仅 海 水 中 的 名 所 
авт. | 5 


(五 ) 
对 现代 生产 发 生 深 远 影响 的 第 二 项 技术 革命 是 电子 数字 计算 机 
惹 汽机 和 电力 实现 了 生产 过 程 的 机 械 化 ， 而 监督 与 调整 生产 过 程 的 工作 仍 需 人 工 来 
完成 。 工 人 要 不 断 照 料 机 器 的 动作 , 用 眼 、 耳 和 神经 系统 来 直接 获取 生产 过 程 的 信息 , 然 
后 由 大 脑 对 这 些 信息 进行 处 理 , 作 出 要 不 要 改变 机 器 运行 状况 的 决定 ,并 通过 手 对 机 器 的 
直接 调整 来 执行 这 一 决定 。 本 世纪 初 以 来 ， 产 生 了 能 对 各 种 物理 量 进行 精确 测量 的 感受 
器 件 , 也 产生 了 各 种 执行 机 构 。 获取 机 器 生产 状况 的 信息 的 工作 ,就 由 感受 器 件 取代 了 人 
的 器 官 ; 控制 决定 的 执行 , 由 执行 机 构 取 代 了 手 对 贝 器 的 直接 调整 .. (НВ, РУНЫ ИВ 
由 人 直接 作出 ,整个 生产 过 程 还 需 人 的 直接 参与 。 这 衬 一 种 状况 影响 着 生产 率 进 一 步 发 
展 . 对 一 些 日 益 精密 化 .快速 化 的 现代 工业 过 程 (如 化 学 工程 过 程 ),. 不 王 控制 已 完全 不 能 
脏 任 ,因为 在 这 种 情况 下 人 的 思维 在 速度 、 再 靠 性 和 耐力 方面 都 显得 不 蚁 ;五 寸 年 代 出 现 
了 模 氢 式 自 动 控 销 设备 ;在 一 些 不 太 复 杂 的 儒 产 过 程 中 实现 了 自动 控制 . “但 是 ;这 种 设备 
一 般 不 能 用 隆 复 杂 的 现代 化 工业 过 程 ,不 能 进行 数据 处 理 , 也 不 能 用 于 整个 工厂 或 车 疗 的 
全 盘 自 动 化 .电子 计 咎 机 的 出 现 并 应 用 于 二 业 生产 , 才 使 自动 控制 技术 产 虫 了 革 厨 .第 、 
电子 数字 计算 机 具有 计算 精确 的 特点 ,和 数字 化 感受 回 何 .数字 化 执行 机 构 结 各, 能 够 实 
更 工业 生产 过 程 的 精密 控制 ; 第 二 ; 电子 数字 计算 机 隔 有 很 厌 的 计算 能 力 ,可 以 根 据 生产 
-过程 运 行 状况 的 政变 而 自动 改变 调 书 参数 ; 可 以 证 算出 生产 过 程 的 发 展 趋 势 ; 藉 便 决 定 应 
当 预 先 调整 那些 操作 条 件 ， 所 以 计算 机 能 够 对 复杂 的 工业 生产 过 程 实现 良机 折 嵌 ?第 三 ， 
计算 机 不 俊 能 对 生产 过 程 进行 最 优 控制 ,而 且 能 对 包括 曲 受 器 件 、 执 行 机 构 和 计 革 机 本 身 
在 内 的 全 部 生产 设备 进行 监督 控制 . 有 以 计算 机 能 够 实现 总 个 企业 和 企业 体系 生产 过 和 
ВЕН. 
有 关于 过 程 的 信息 ,是 调节 与 控制 这 个 过 程 的 各 有 。 人 和 人 需要 交换 信息 ， 人 和 机 器 也 
需要 交换 信息 ,任何 社会 实践 过 程 都 需要 处 理 信息 、 人 处 理 信息 的 能 力 ; 直 民 注 哆 着 机 调 
- 节 与 控制 事物 的 能 力 。 电 子 计算 机 作为 最 具 普 遍 亲 尖 的 信和 意 自 动 化 处 理气 备 久 除了 用 于 
生产 过 程 的 数字 自动 化 控制 外 , 还 广泛 用 于 军事 技术 .科学 研究 天 气 预 报 \ 变 通 运 输 、 组 
- 织 管 理 、 信 息 管理 、 财 政 贸 易 和 日 常生 活 等 领域 , 并 成 为 现代 北 社 会 一 种 最 富有 代表 性 的 
装备 。 据 一 九 七 六 年 年 底 的 统计 数字 ,每 百 万 就 业 人 口 〈 不 包括 农业 ) 所 拥有 的 通用 电子 
-数字 计算 机 ,美国 是 一 千 信 百 余 台 , 且 本 \ 西 德 是 八 百 余 售 .这 个 数字 还 在 迅速 增长 中 
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ОАЕ ИЗЕБЕЛ НН АЕ РО ВАНО БЕК СВЕЖ. Я 
天 技术 , 是 把 航天 应 用 于 生产 、 科 学 技术 和 军事 的 一 大 类 新 技术 的 总 称 , НАА 
年 代 姓 生 的 重大 技术 成 就 。 航 天 技术 短 短 二 十 余年 的 发 展 历史 ， 不 仅 融 现 出 在 军事 上 的 
重要 性 ,而 且 显 示 出 了 它 在 社会 生产 和 科学 技术 范围 内 的 巨大 应 用 潜力 . 

航天 技术 首先 把 作为 社会 生产 过 程 一 般 条 件 的 通信 手段 提高 到 了 一 个 全 新 的 发 展 水 
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平 ,实现 了 一 种 理想 的 天 上 中 恕 站 一 一 通信 卫星 。 利用 卫星 通信 ,不 需要 数 设 电缆 或 微波 
接力 站 。 极 少 受 大 气 干扰 ,作用 范围 广 , 可 知性 高 ,而 且 通信 容量 大 。 一 颗 通信 卫 显 的 通信 
能 为 与 一 百 条 越 洋 海底 电 绕 相当 ， 利用 卫星 通信 ， 实现 了 电视 对 广大 用 户 的 直接 广 播 ; 利 
用 卫星 通信 :可 以 把 大 范围 内 的 信息 处 理 设备 沟通 形成 信息 网 络 。 

+ 航天 技术 实现 了 气象 观测 方式 的 革命 . 气 代 卫星 能 够 在 全 球 范围 内 对 海洋 、 大 陆 和 
АННЫ МН БЕНИН, ЕЭ с КЕ ИИ 
图 进行 精确 探测 ;能 够 连续 监视 大 片 地 区 的 天 气 现象 并 对 研究 台风 一 类 灾害 性 天 气 现象 
有 很 大 的 作用 . 航天 按 术 还 能 用 于 监视 地 之 的 活动 现象 Беан 
ВЯ. 9 

.< 运输 业 是 一 个 物质 生产 的 领域”， жа. 幸运 的 导航 技术 与 社会 生产 的 发 展 紧密 相 
关 。 航 天 技术 提供 了 一 种 理想 的 天 上 无 线 电导 航 合 一 一 导航 卫星 ,从 天 上 宣 接 给 飞机 ;: 般 
舶 .潜艇 传送 导航 信号 ,大 大 提高 了 导航 系统 的 经 济 性 、. 可 靠 性 和 精确 性 . 卫星 导航 技术 的 
最 新 发 展 * 将 可 以 提供 全 球 性 的 ,连续 性 的 \ 高 精度 的 导航 业务 , 定位 误 莽 不 超过 十 米 。 测 
ЗЕЕ 3 厦 米 , 比 地 面 无 线 电导 航 提 高 近 一 百倍 ! :， 

航天 技术 提供 了 一 种 经 济 、 有 效 的 自然 资源 大 面 可 普 查 手 芭 . 地 球 资 源 卫 图 可 以 用 
于 土壤 资源 的 调查 、 规 划 和 开发 ， 农作物 长 势 和 病害 预报 ， 信物 资源 普查 , 水文 勘测 ,林业 、 
牧 业 资源 管理 ,海洋 资源 调查 ,等 等 ， 

航天 技术 还 开辟 了 “天 上 生产 ”的 远景 . 例如 ， 在 赤道 同步 卫星 轨道 上 ,太阳 产生 的 能 
量 密 滚 率 的 为 每 分 钟 每 平方 厘米 二 卡 , 而 且 不 受 地 球 妓 夜 和 天 气 变化 的 影响 ,我 们 可 以 设 
想 在 未 来 利用 这 种 环境 在 天 上 建设 大 型 太阳 能 电站 持续 泊 电 ， 然 后 通过 大 功率 繁 波 器 伞 
园 歇 成 微波 能 量 ,定向 发 射 回 地 面 接收 站 ,再 转换 成 工业 和 民用 所 需 的 电力 。 - 

: 出 筷 能 天 搜 术 的 最 新 发 展 、 在 党 世纪 六 十 年 代 将 出 现 一 种 先进 的 可 往返 使 用 的 航天 
运 瞄 工具 二 必 航 天 飞机 ， 航 天 飞机 焰 取 代 先 前 一 痰 要 用 的 卫星 运 织 火箭 ; НЕ 
道上 运行 的 通信 卫星 ,导航 卫星 ,地 球 资源 卫星 .气象 匡 旺 和 科学 卫 是 进行 纺 修 服务 ;将 能 
把 已 在 轨道 上 完成 了 任务 的 有 效 载荷 取 回 地 画 , 以 便 修 复 使 用 或 供 波 选 释 术 用 ;将 能 为 航 
天 技术 提供 经 济 的 “天 上 实验 室 “; 将 能 使 利用 ЕЛЕНЫ ЖЕН. і 
航天 КЕИ ВЕНСАН ОВЕ — МАА. 7 

ВКО РЕБЕКА ВЕНЕВ Е НОНИ ИЯ. 从 根本 上 说 . 这 是 由 于 
航天 具有 极其 深刻 的 认识 论 意 义 。 任何 知 识 的 来 源 ; -在 于 人 的 肉体 感官 对 客观 外 腊 的 感 
党 .加 此 ;任何 技术 的 发 展 都 与 人 类 眼界 扩大 的 程度 相关 .= 航 灭 技术 握 供 了 一 个 极其 优 
ННЯ, 其 天 上 素 发 展 我 们 对 地 球 , 大 气 层 和 多 个 自 热 界 的 认识 , 使 人 的 限界 有 -- 个 - 飞 ， 
路 的 入 大、 在 航天 技术 出 现 之 前 ; 坟 扁 限 在 地 球 上 5 服 界 很 小 ,对 范围 梭 其 这 镁 的 陆地 \ 海 - 
洋 、 大 钢 慨 进行 一 天 系统 的 考察 ,所 需要 的 时 间 是 十 分 长 的 ; 刘 范 围 根 大 胸 区 起 广 、 洲 际 性 ， 
其 芝 爹 珠 福 的 自然 现象 ,根本 无 法 直接 观察 ;' 对 环境 条 件 恶 劣 地 区 的 自然 现象 , 难以 深入 
考察 ;对 一 些 迅 速 强化 的 自然 现象 ,人 也 铅 笃 连续 驳 谋 的 能 为.. 航天 技术 从 根本 上 政变 了 
КИЕ, АВТЕК, ДЕСЕ ВО р н ВОМ РУЗЕ НАН, ЕР 
ану рза дааа Н рЧ ЗЕ ГАНА, РОВС ВАВ АО РЧ 
банана лтан, РИА Е” ЗЕ НЕРВЕН. 
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航天 技术 给 我 们 提供 了 多 种 多 样 的 天 上 观察 站 ， 以 发 展 我 们 对 自然 界 的 认识 : 利用 极地 
轨道 卫星 ， 可 以 在 十 多 天 内 普查 全 球 一 次 ; 利用 赤道 同步 轨道 卫星 ， 可 以 连续 不 断 监视 
地 面 自然 现象 ;利用 太阳 同步 轨道 卫星 ,可 以 在 太阳 光照 基本 一 致 的 条 件 下 对 自然 特征 进 
行 对 比 研 究 。 航天 遥感 技术 还 扩展 了 人 对 地 表 、 漳 面 和 大 气 层 辐射 的 电磁 诈 谱 的 识别 范 
围 ,使 一 些 表现 在 可 见 光 区 域 以 外 的 自然 现象 成 为 可 以 观察 的 . 航天 技术 极 大 地 延伸 了 
人 的 眼力 。 以 天 文 观察 为 例 , 最 近 发 现 的 发 射 X- 光 和 :7 射线 的 星 源 和 与 其 相关 的 一 系列 
所 谓 高 能 天 文学 现象， 没有 天 文 卫星 这 个 工具 是 不 可 设想 的 .又 如 从 地 球 用 光学 望远镜 
观察 火星 表面 只 能 辨认 出 尺度 大 于 三 百 公 时 的 特征 ;而 飞 往 火 星 的 航天 探测 器 ;能 在 几 千 
公里 的 近 距 离 拍摄 火星 照片 并 传 回 地 球 ， 使 分 辩 能 力 一 下 提高 了 一 百倍 ! 环绕 火星 的 航 
天 探测 器 进一步 把 这 一 能 力 提高 到 一 千 售 以上; 而 在 火星 表面 软 着 陆 的 航天 探测 器 则 能 
对 其 表面 进行 直接 探测 ， 并 将 结果 传 回 地 球 . 各 种 各 样 的 行星 探测 器 使 人 的 服 力 一 下 
ЯЕ ГР ЕВЕ! | 

ИАН, ВЕРНЕТ ЗОНЕ ТЕ 
丰富 的 科学 技术 ， 如 此 丰富 的 知识 宝库 ， Злин, ЛАВ 
同 ,我 们 对 字 害 的 认识 必然 会 有 一 个 《天 1 


EE) 


.除了 以 上 所 说 的 三 项 当代 技术 蕴 命 ,核能 技术 东 命 、 电 子 计算 机 技术 革命 和 航天 技术 
革命 之 外 > 我 们 还 看 到 现代 科学 技术 航 重 大 突破 下 大 酸 着 另外 几 项 技术 蕴 合 .例如 扩 光 
技术 的 发 展 将 会 导致 新 的 技术 蕴 命 ,开创 光 于 学 ,光子 技术 和 光 手 工业 吕 .; ХИТ 
的 发 展 也 将 会 导致 新 的 技术 革命 ,开创 按 人 的 计划 。 创造 新 的 生物 种 属 , ПЕК 
管 搭 育 生物 种 属 。 还 可 能 有 其 他 技术 革命 . 五 \ 六 项 技术 革命 同时 并 进 ， пк, лж 
та АЗ ЕЖУ . 

但 所 有 这 些 科学 技术 的 发 展 ， 所 有 这 些 技术 蕴 全 六 直 按 与 控制 论 联 在 一 起 . иір 
ожа атра ЕЯ: ЕН ЕЖЕ ИННА ЛОЗАНЕ ЖЕ 
命 分 不 开 的 . 可 以 预言 ， 控 制 论 的 进一步 发 展 也 必 将 同 我 们 以 上 论述 的 技术 革命 的 进 一 
步 疾 展 紧 密 相配 合 ， 让 我 们 看 一 看 几 十 年 来 的 历史 : 

с 呈 光 网 四 年 那 一 台 名 叫 MARK-1 的 大 型 急电 器 式 计算 机 ， 一 九 四 五 年 宾夕法尼亚 
大 学 那 台 采 用 电 了 于 管 代替 继电器 的 ENIAC 电子 计算 机 ,都 出 现在 控制 论 完 全 形成 之 前 。 
但 是 ,用 痊 鲜 的 开关 装置 和 用 二 进 制作 为 电子 计算 机 设计 的 最 合适 基础 ,完全 是 受 囊 于 从 
一 思 妈 二 年 前 后 开始 的 控制 论 思想 的 发 展 :. 人 的 神经 系统 在 做 计算 工作 时 ,作为 计算 元 . 
件 的 神经 元 二 神 经 细胞 ， 实 质 上 可 以 腹 作 只 具有 两 种 动作 状态 的 替 续 器 ;工程 入 制 论 出 
现 以 后 , 书 日 益 深 刻 地 被 应 用 于 指导 电子 计算 机 的 设计 ,; 例如 ,能 鳅 记 住 主题 并 把 以 后 接 
受 的 信息 同 这 个 主题 联系 起 来 的 逢 能 线 端 ,能够 识别 语言 波形 \ 完 全 按照 癌 音 来 操作 的 计 
第 机 ,能够 直接 把 图 象 转 变 为 数字 信息 存储 ,处理 的 计算 灿 , 以 及 具有 一 定 入 学 习 、 自 组 织 
功能 的 以 电子 计算 机 为 心脏 的 机 器 智能 等 等 都 是 按照 控制 论 原理 来 特 新 电子 计算 机 体 
系 结 构 的 一 些 新 发 展 . 工程 控制 论 正在 推动 电子 计算 机 技术 革命 的 深信， 这 样 一 个 现实 
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已 经 来 到 了 人 类 的 面前 : 由 电子 计算 机 和 机 器 智能 装备 起 来 的 人 ， 已 经 成 为 更 有 作为， 更 
高 超 的 人 ! 

“工程 控制 论 在 其 成 形 的 时 候 ， 试 把 设计 稳定 与 制导 系统 这 类 工程 实践 作为 主要 研究 
对 象 ." 虽然 ,作为 现代 火箭 技术 和 航天 技术 萌芽 的 V-2 火箭 在 控制 论 诞生 之 前 好 凡 年 就 
出 现 了 , ал, 同 应 用 工程 榨 制 论 所 实现 的 高 精度 、 高 可 靠 狂 的 制导 技术 比较 起 来 ，V-? 
的 机电 式 制导 系统 实在 是 太原 始 了 .法 本 斯 德国 向 伦敦 发 射 了 二 千 枚 这 种 射程 三 百 公里 
的 火箭 ,具有 一 干 二 百 三 十 枚 落 入 市 区 ;这 其 中 又 仅 只 有 半数 落 在 距 上 县 标 中 心 十 三 公里 的 
范围 之 内 。 而 现代 制导 技术 可 以 达到 这 样 的 成 就 ， 射程 一 万 公里 的 洲际 导弹 弹头 落 点 贺 
公 算 偏差 在 三 十 米 以 内 ;“ 海 盗号 ”航天 飞行 器 在 远 距 地 球 七 干 万 公里 之 透 的 火 是 实现 了 
准确 的 软 菠 陆 。 各 种 人 造 地 球 卫 星 行星 探测 器 ,运载 火 和 以 及 航天 飞机 , 都 及 高 度 自动 
化 机 器 .航天 遥测 \ 航 天 遥控 、 航 天 遥感 ,还 有 航天 测控 信 Веи, 都 是 工程 控制 
论 在 航天 技术 革命 发 展 过 程 中 建立 的 里 程 牧 . 

.高 精度 高 可 靠 性 自动 调节 、 自动 控制 和 自动 监测 系统 。 对 核能 技术 的 发 展 极 具 重 要 
性 .在 核 蝶 站 发 展 的 早期 ,一 般 采 用 常规 的 机 电 自 动 控制 技术 和 仪表 .一 九 六 三 年 ,在 核 
纪 站 调节 ;控制 与 监测 工作 中 首次 引用 了 电子 计算 机 控制 , 并 获得 了 很 大 成 功 ; 到 六 十 年 
代 末期 ,电子 计算 机 控制 已 在 核电 站 上 广泛 应 用 。 全 而 采用 电 才 计 算 机 监 禄 和 控制 ,是 当 
前 核电 站 技术 发 展 的 显著 特征 。 现 代 电 力 网 建设 ， 要 求 核电 站 在 运行 过 程 中 能 随 电 网 负 
荷 的 变动 而 自动 调整 功率 输出 ， 只 有 应 用 多 变量 最 优 控制 以 及 能 预测 控制 变量 的 前 馈 控 
制 等 现代 控制 理论 ,才能 实现 这 个 目标 ， 

控制 论 的 对 象 是 系统 。 所 谓 系统 ， 是 由 相互 制约 的 备 个 部 分 组 织 威 的 其 有 一 定 功 能 
的 整体 ， 一 个 蒸汽 机 自动 调节 器 是 一 个 系统 ,一 部 自动 机 器 是 一 个 系统 > 一 个 生物 体 是 一 
企 系 统 , 一 条 生产 线 是 个 系统 ,一 个 企业 是 个 系统 ,一 个 企业 体系 是 个 系统 ,一 项 科学 枝 术 
玉 程 野人 系统 ,一 个 电力 调节 网 是 个 系 绕 ,一 个 铁路 调度 网 是 个 系统 ;还 有 ,一 个 经 济 协作 
区 是 全 系统 ,一 个 社会 组 织 也 是 一 个 系统 -有 人 少 系 统 。 有 大 系统 ， 也 将 把 一 个 国家 作为 对 
象 的 巨 系统 ;有 工程 的 系统 ,有 生物 体 的 系统 ,也 有 荆 非 工程 的 也 非 生 物 的 系统 。 为 了 突 
现 系 统 息 身 的 稳定 和 功能 ;系统 需要 了 得、 使 用 、 保 持 和 传递 能 量 . 材料 和 信息 ， 也 需要 对 
系统 的 各 个 构成 部 分 进行 组 织 ， 生 物 系统 的 组 织 是 一 种 包 组 织 ， 能 够 根据 环境 的 某 些 变 
化 来 重新 组 织 自已 的 运动 的 工程 系统 是 自动 控制 系统 ， о 

在 工程 系统 的 实践 经 验 基础 上 ， 本 世纪 六 十 年 代 兴起 一 类 新 的 工程 技术 ， 即 系统 工 
程 中 ,系统 工程 已 从 工程 的 系统 推广 应 用 到 了 非 工程 的 系统 ,从 工程 系统 工程 发 展 到 了 经 
济 系 绕 工 程 和 社会 系统 工程 〈 简 称 社会 工程 ) 捉 ， 系 绕 工 程 是 各 类 系统 的 组 织 和 管理 技 
术 。 各 类 系统 工程 的 共同 理论 基础 是 运筹 学 ， 但 控 身 论 研究 系统 各 个 构成 部 分 如 何 进行 
组 织 ;以 便 实现 系统 的 物 定 和 有 有 目的 的 行动 -所以 系统 工程 与 深交 有 关 . :这 就 扩大 了 
н | 

男 一 方面 也 还 有 这 样 的 情况 : 由 于 机 梳 自 动 调节 与 控制 技术 的 发 展 ， 本 世纪 四 十 年 
代 末 正 式 形成 了 控制 论 科学 . :控制 论 原 理 己 成功 地 应 用 于 工程 系统 3 生物 系统 和 高 级 神 
经 系统 ,五 十 年 代 诞 生 了 工程 控制 论 和 生物 控制 论 : : 六 十 年 代 ,现代 控制 论 发 展 形成 的 大 
系统 理论 ,已 把 控制 论 的 方法 推广 到 了 既 非 工程 又 非 生物 的 系统 一 一 经 济 系 统 , 从 而 正在 
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出 现 一 个 新 的 控制 论 分 支 一 一 经 济 控 制 论 。 面 临 这 样 一 种 发 展 形势 ， 入 们 自然 妥 问 ,控制 
论 方法 能 否 对 比 大 系统 更 大 的 巨 系统 即 社会 系统 发 挥 效 用 ? 

维 纳 在 一 九 四 八 年 曾经 说 过 ， 那 种 认为 控制 褒 的 新 恩 想 会 发 生 某 种 社会 效用 的 想法 
是 “ 谱 伪 的 希望 ",“ 把 自然 科学 中 的 方法 推广 到 人 类 学 * 社 会 学 、 经 济 学 方面 去 , В 
在 社会 领域 里 取得 同样 程度 的 胜利 ”, 这 是 一 种 “过 分 的 乐观 ”?， 控 制 论 的 现代 发 展 园 上 明 
维 纳 一 九 四 八 年 的 驶 点 是 过 于 保守 的 。 把 一 些 工程 技术 方法 推广 应 用 到 社会 领域 也 不 是 
“过 分 的 乐观 ”, 而 是 现实 。 运 筹 学 已 用 于 经 济 科学 ,并 将 应 用 于 更 大 的 社会 领域 。 ，. 

ВЕЖИЯМЕ, 在 社会 主义 条 件 下 ,“ 社 会 生产 内 部 的 无 政府 状态 将 为 有 计划 的 自 
ЮНИ", 充分 利用 社会 主义 经 证 规律 的 钢 节 作用 ,能 够 组 织 自 觉 运 转 的 经 济 
系统 ,这 样 的 系 绕 实质 上 也 是 一 种 自动 系统 ;充分 利用 社会 主义 建设 的 客观 法 则 和 统计 规 
律 的 调节 作用 ,如 思 格 斯 所 预言 , 可 以 实 蚤 社会 生产 的 有 计划 的 自觉 的 组 织 ”, 实 质 上 这 
就 是 一 种 巨型 的 系统 ,所 以 , 控制 论 所 研究 的 系统 的 运动 形式 , 在 高 级 形态 的 系统 一 一 社 
会 系统 中 ,也 是 存在 的 . 因此 ,没有 理由 认为 控制 论 的 社会 应 用 是 一 种 “ 虚 们 的 大 这 "， 这 
是 一 种 已 经 奢 得 见 里 光 的 真实 的 希望 .在 社会 主 吕 条 件 下 ,一 门 新 的 科学 终 将 诞生 ,这 就 
是 社会 控制 论 。 这样 一 门 科学 不 会 在 资本 主义 制度 下 出 现 , 因为,“ 资 产 阶 航 社 会 的 症结 
正 是 在 于 ,对 生产 自 始 就 不 存在 有 意识 的 社会 调节 ”4 | 
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作为 技术 料 学 的 控制 论 , УТНЕЖ е Ф ООНА УВЕ, ВЕНЕ 
会 研究 更 有 深刻 的 意义 ， 比 起 相对 论 和 量子 论 对 社会 的 作用 省 过 之 光 丰 及、 我们 可 以 毫 
不 含糊 地 说 从 科学 班 论 的 稚 伐 来 君 , 二 十 世 邢 上 半 时 的 三 大 伟 绩 是 相对 论 : 量 子 论 和 榨 制 
论 四 ,也 许可 以 称 它们 为 三 项 科学 革命 ,是 人 类 认识 客观 世界 的 三 大 飞跃 . .但 我 们 比较 这 
三 大 理论 * 也 看 到 它们 ,特别 是 前 两 者 与 后 者 的 区 秘 ， 相 对 论 是 处 理 宏观 物质 运动 的 莽 础 
恒 论 ,量子 力学 过 处 理 微 观 物质 运动 的 基础 理论 ， 它 好 将 一 个 共同 点 ,都 是 研究 物质 运动 
的 ;还 有 一 个 共同 点 , 都 是 基础 理论 , 即 入 们 实践 的 基本 总 结 , ИОН М 
是 以 此 为 依据 的 。 控 制 论 风 不 然 ; 它 的 研究 对 象 似乎 不 是 物质 运动 , 币 且 好 象 也 迹 没 有 深 
人 到 可 以 称 为 基础 理论 ， 这 就 发 人 深 恩 了 ， 相对 论 和 量子 力学 的 典型 可 以 引导 我 们 设想 
控制 论 的 进一步 发 展 的 方向 | 

ЯНАМЕМЬМУЕЛЬКЛЕ :从 控制 论 上 述 的 形成 和 发 展 米 看 ， 它 是 原始 于 
技术 的 , 即 从 解决 生产 实践 问题 开始 的 . .工程 榨 制 论 首先 建立 ,是 控制 工程 系统 的 技术 的 
总 结 ; 妈 从 工程 技术 提 烷 到 工程 技术 的 怠 论 , 即 团 术 料 学 。 有 了 这 样 一 门 技术 科学 一 一 工 
程控 制 论 , 就 奶 前 面 讲 到 的 ,我 们 又 发 更 生物 生命 混 得 中 的 一 些 问 题 也 可 不 用 同 料 的 观点 
来 考察 ， 从 而 建立 了 生物 控制 论 。 再 进而 发 展 到 经 济 控制 论 以 及 社会 榨 制 论 。 现在 我 们 
和 如果 把 这 四 门 技 术科 学 加 在 一 起 称 为 控制 论 ;这 样 形 不 的 所 谓 控 制 论 还 是 一 个 混合 物 , 没 
有 有 陪 离 英 本 来 技术 科学 的 面目; 特性 的 内 容 多 些 , 普 遍 存 在 的 共性 内 容 不 够 突出 ， 能 不 能 
更 集中 研究 “控制 ”的 共性 问题 ， 从 而 把 控制 论 提 高 到 辟 正 的 一 门 基础 科学 呢 ? 能 不 能 把 
工程 控制 论 \ 生 物 控制 论 \ 经 济 榨 制 论 、 社 会 控制 论 等 等 作为 是 由 这 门 基础 科学 理论 控制 
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论 派生 出 来 的 技术 科学 呢 ? о 
理论 控制 论 的 对 象 是 不 是 物质 的 运动 ? 因为 世界 是 由 运动 着 的 物质 构成 的 ， 控 制 论 
的 对 象 自 然 还 是 客观 世界 ,所 以 控制 论 的 研究 对 象 最 终 还 得 联系 到 物质 , 只 不 过 不 是 物质 
运动 本 身 而 是 代表 物质 运动 的 事物 因素 之 间 的 关系 。 有 些 关系 是 直接 的 ; 有 些 关 条 不 直 
接 , 要 通过 信息 通道 , 表现 为 信息 。 此 外 , 为 了 控制 , 即使 受 控 对 象 按 我 们 的 预定 要 求 行 
事 , 我 们 还 加 人 若干 控制 量 和 控制 量 与 事物 因素 以 及 信息 之 间 的 关系 。 事 物 因 素 、 信 息 和 
控制 量 形 成 一 个 相互 关联 体系 ， 表 现 为 可 以 用 数学 表达 的 一 系列 关系 ,我们 要 注意 关联 
必须 以 数学 形式 定 下 来 ,也 就 是 要 定量 ,不 然 就 没有 控制 论 ， 理论 控制 论 的 任务 就 是 根据 
这 些 定量 的 关系 预见 整个 系统 的 行为 。 有 些 问 题 在 控制 论 中 是 有 决定 性 意义 的 : 如 系统 
的 能 控 性 问题 和 能 观测 狂 问 题 的 普遍 理论 . | 
如 果 这 就 是 我 们 要 建立 的 基础 科学 理论 控制 论 ， 那 我 们 可 以 从 这 一 新 版 《工程 控制 
论 》 看 到 , 我 们 达到 的 离 我 们 的 目标 还 有 一 定 距离 , 深度 还 很 差 .。 要 真正 建立 这 门 基础 科 
学 ,还 有 待 于 今后 控制 论 专 业 工作 者 们 的 努力 。 为 了 实现 我 国 的 社会 主义 现代 化 ,为 了 促 
进 当前 的 和 即将 到 来 的 各 项 技术 革命 ,我 认为 这 一 努力 是 很 有 意义 的 . 
在 写 这 篇 序 的 过 程 中 ， 王 寿 云 同 志 帮 助 我 检阅 并 整理 了 很 多 资料 ， 付 出 了 辛勤 的 劳 
动 ,我 在 此 对 他 表示 感谢 。 
钱学森 
写 于 一 九 七 八 年 十 二 月 二 十 四 中 
修改 于 一 九 七 九 年 十 一 月 二 十 九 日 
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‚ 旱 在 一 九 六 三 年 ， 为 了 适应 我 国 科学 技术 发 展 的 需要 。 应 广大 读者 的 要 求 , ВРА 
志 委 托 我 们 对 《工程 控制 论 》 作 补充 修订 ， 在 他 的 喜 接 指导 下 , 我 们 用 了 两 年 多 的 时 间 对 
原 书 进行 子 修订 ， 以 求 反映 原 节 英 文 版 出 版 以 后 千年 中 这 门 技 术科 学 的 主要 透 展 一 -- 九 
大 六 年 春 , 初 稿 完成 后 不 久 就 看 到 ,当时 要 出 版 它 是 完全 不 可 能 的 ;以 后 那 几 年 情况 更 复 
杂 , 几 经 周折 之 后 ,几乎 全 部 插图 和 部 分 原稿 都 委 掉 了 。. 在 这 里 , 应 该 次 心 感谢 王 考 云 同 
志 ,: 他 竞 能 把 未 委 尽 的 原稿 妥善 保 在 了 十 多 年 ， 使 和 们 有 可 能 在 粉 下 “四人帮 "之 后 ,重新 
整理 书稿 ;并 在 较 短 的 时 间 内 完成 了 这 一 工作 ， 

“从 《工程 控制 论 》 的 初版 到 现在 已 过 了 二 十 五 年 . 在 这 二 十 五 年 中 ，。 工程 控制 论 这 门 
技术 科学 在 研究 的 范围 和 深度 方面 都 有 了 巨大 的 发 展 .但 是 ， 原 书 中 所 阐明 的 基本 理论 和 
观点 至 今 仍然 是 这 门 学 科 的 理论 基础 ,这 就 是 为 什么 原 书 的 中 \ 英 : 德 , 俄 等 各 种 文 版 至 今 
还 不 断 为 条 界 各 国 科 学 技术 工作 者 所 引证 和 参考 的 原因 .因此 ,在 修订 过 程 中 ,我 们 保留 
ЛЕ РНЕ Е ЕН ЕАН, НАС ЭКЗ. 
ЗА РАНО НЕЕ ВЕРОНЕ ВЕ АЗ О ФЕВ ЛЕА 
天 来 说 是 尖 件 非常 困难 的 事 .- 还 由 于 我 们 本 身 水 平和 条 件 的 限制 > 增补 内 容 的 迎 择 不 能 
不 带 有 片面 性 。 这 是 首先 应 该 申明 的 。 

“与 原 书 比较 ,完全 新 增加 的 有 五 章 (第 八 、 十 二 ,起 七 * 二 十 和 二 十 一 章 ) :此 外 : 原 将 
各 剖 节 中 响 增 加 了 新 的 内 容 ， 有 的 则 大 部 分 总 新 写 的 、 对 基 些 章 书 的 次 序 中 作 了 柱 应 的 
调整 .例如 在 第 二 章 中 增加 了 状态 空间 的 表示 开 论 ; 它 不 仅 对 系统 的 精细 研究 提供 了 新 : 
的 工具 ,还 为 从 党 微分 克 程 到 偏 微分 方程 的 过 流 撮 供 了 桥梁 , 因此 状态 空间 的 理论 近 十 年 
ЖЕЛЕЗЕ. 在 本 版 中 增加 的 新 音 有 最 优 控制 理论 《第 八 章 和 第 万 章 类 部 分 号 : 它 是 、 
近 二 十 年 来 有 重大 发 展 的 部 分 之 一 ,这 种 理论 的 抽象 和 所 得 到 的 新 的 结果 已 在 工程 实践 
的 广泛 应 用 申 被 证 明 是 成 功 的 。 各 种 类 型 的 最 仿 尼 设计 问题 都 以 这 种 强 谊 的 抽象 作为 基 
础 ;在 这 两 章 中 我 们 善 重 介绍 非 古 典 最 优 控制 间 题 。 在 和 古典 变 分 法 的 对 照 之 下 可 以 看 
到 ， 无 论 是 命题 和 讨论 问题 的 方法 都 大 大 地 前 进 丁 ， 更 接近 于 解决 实际 阿 题 中 的 主要 予 : 
М. 可 以 说 ， 这 是 近 二 十 年 来 工程 控制 论 这 门 学 科 中 进展 最 大 的 理论 之 一 ,新 增加 的 第 
十 二 章 ， 是 关于 分 布 参 数 系统 的 理论 ， 这 些 理论 主要 是 六 十 年 代 以 后 发 展 起 来 的 在 自 
然 界 和 社会 现象 的 各 种 过 程 中 ,有 相当 大 的 部 分 是 由 储 微分 方程 接 述 的 二 十 年 前 初期 
的 工程 控制 论 对 售 微 分 方程 描述 的 过 程 玫 乎 尚未 舰 到 。 现 在 ;情况 已 有 了 很 大 的 变化 ,处 
理 这 类 闭 题 的 理论 基础 已 经 建立 起 来 了 ,虽然 完善 的 程度 还 远 远 不 够 ,特别 是 能 直接 为 工 
程 计算 所 应 用 的 结果 还 不 多 。 由 于 分 布 参 数 系统 本 身 的 状态 空间 是 无 穷 维 的 ， 在 这 里 使 
用 泛 二 分 析 中 的 观点 和 方法 ,可 以 建立 简单 清晰 的 概念 ,能 使 相当 复杂 的 问题 蛤 热 开 良 .， 
第 十 七 章 中 扼要 介绍 了 与 计算 机 技术 有 关 的 几 个 间 题 ， 评 算 机 的 广泛 应 用 对 控制 沦 
的 发 展 具有 划时代 的 意义 ,然而 作为 普遍 的 理论 目前 仍 处 于 探索 阶段 ;我 们 只 能 限于 介绍 - 
这 方面 的 基础 理论 和 几 个 典型 问题 , 并 将 这 些 内 容 都 归纳 在 “逻辑 控制 和 有 限 自动 机 > 这 
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个 标题 之 下 。 这 样 作 有 时 是 勉强 的 ,如 人 工 智能 简直 应 该 是 一 门 新 的 学 科 , 遗憾 的 是 一 种 
统一 的 理论 模型 还 没有 形成 ， 第 二 十 章 是 信息 论 > 容 或 许 不 宜 直接 列 人 工程 控制 论 的 范 
卫 , 但 是 近年 来 信息 处 理 和 过 程控 制 色 密切 到 难 解难 分 的 程度 ,以 至 于 有 融合 的 趋势 ， 因 
此 , 遵照 钱学森 同志 的 提议 , 增加 了 这 一 章 。 最 后 一 章 是 大 系统 ,这 也 是 工程 控制 论 这 个 
学 科 中 最 新 的 一 章 。 它 的 出 现 标 志 着 工程 控制 论 已 从 研究 局 部 的 过 程 过 湾 到 研究 大 范围 
内 的 蒂 有 全 局 性 的 问题 , 例如 对 社会 经 济 发 展 、 交 通 运 输 、 企 业经 弗 以 挛 于 人 口 发 展 等 过 
程 进 行 定量 找 述 和 控制 。 大 系统 的 出 现 为 各 类 系统 工程 提供 了 新 的 观点 和 方法 .由 于 大 
系统 的 理论 远 不 够 成 熟 ,目前 我 们 只 能 潢 足 于 简明 它 的 基本 特点 ,应 用 范围 和 介绍 有 代表 
性 的 几 种 理论 模型 ,作为 对 大 系统 研究 的 一 个 导言 ， 

:除了 这 些 新 增加 的 春季 外 ， 对 原 书 的 某 些 名 词 和 名 称 还 作 了 修改 以 适应 十 多 年 来 逐 
步 形 成 了 的 用 语 习惯 . 如 原 书 第 十 八 章 * 误 差 的 控制 改 为 “ 宛 余 技术 和 容错 系统 ( 现 为 
第 十 九 章 ); 原 第 十 七 章 改 为 “ 自 镇 定 和 自 适 应 系统 "等 等 。 同 样 ， 这 些 章 的 内 容 也 略 有 增 
加 . Е 和 、 = 
天 过 这 样 一 番 增 订 ， 书 的 内 容 位 已 超出 一 般 工 程 体系 的 范围 了 ， 这 也 是 控制 论 近 年 
Жана: 发 端 于 工程 体系 ,继而 用 于 生物 现象 , 后 又 用 于 经 济 的 发 展 过 程 , 现在 更 
进而 用 于 社会 二 动 过 程 ， 将 来 再 来 增订 这 本 书 恐 怕 不 行 了 ,要 么 写 通论 的 控制 论 , 要 女 写 
专 论 的 工程 控制 论 、 生 物 控制 论 或 经 济 控制 论 以 及 社会 控制 论 。 这 是 工程 控制 论 这 门 学 
科目 前 的 发 展 趋势 ， 这 也 符合 一 切 事物 都 有 一 个 发 生 、 成 长 和 误 亡 的 状 证 过 程 这 样 一 个 
客观 规律 . | 

， 在 本 书 第 一 版 的 序言 中 , 原 书 作 者 曾 指 出 ， 工程 榨 制 论 是 一 门 拷 术 科学 ,不 不 是 工程 技 
术 。 它 的 目的 是 综合 自动 控制 方面 的 技术 成 果 , 提 粽 出 一 般 性 的 理论 ,并 指 册 进一步 发 展 
的 方向 ， 从 而 对 自动 控制 技术 的 发 展 起 指导 作用 。 原 序 中 的 这 一 段 话 明确 地 指出 了 理论 
来 自 实践 , 反 过 来 又 会 指导 实践 这 一 客观 规律 ,说 明理 论 和 实践 是 密切 联系 着 的 ， 但 又 是 
有 区 别 的 ;懂得 理论 的 并 不 一 定 会 实践 ,有 实践 经 验 的 并 不 一 定 知道 理论 . 在 俱 订 版 出 版 
时 ,我 们 觉得 还 应 该 补充 两 点 。 第 一 , 工程 控制 论 毕 况 是 一 般 竹 的 理论 , 如 果 没 有 工程 技 
术 的 实际 知识 和 实践 经 验 ,就 缺少 完全 理解 和 彻底 掌握 工程 控制 论 的 基础 3 因而 就 不 能 应 
用 一 般 的 理论 去 其 体 解决 工程 技术 中 的 实际 问题 .无论 学 习 工 程控 制 论 的 读者 或 者 是 研 
帘 工 作者 。 都 至 少 应 该 熟 习 一 个 具体 领域 中 的 工程 实际 何 题 ;这 样 才能 对 这 一 学 科 中 的 基 
本 命题 方法 和 结论 有 深刻 的 理解 .. 第 二 ,一 种 理论 是 否 正 确 ,是 否 有 生命 力 ,是 否 值 得 深 
刘 地 去 研究 它 , 不 仅 票 看 它 的 推理 是 否 正 多 ,或 者 说 从 形式 逻辑 上 看 它 是 否 成 立 ， 更 重要 
的 是 乔 它 的 前 提 是 否 正 确 ,命题 本 身 是 否 反映 了 工程 实践 中 的 客观 需要 ,是 否 抓 住 了 主要 
矛盾 ;. 近 二 十 多 年 来 , 在 工程 控制 论 的 发 展 过 程 中 , 有 不 少 理论 或 方法 被 实 路 所 淘 沃 ; 另 
一 些 则 被 工程 实践 证 明 是 正确 的 ,有 用 的 ,从 而 得 到 了 更 广泛 的 应 用 和 理论 上 的 进一步 提 
ВЕ. 工程 实践 是 检验 任何 技术 科学 理论 的 最 后 标准 . 所以， 我 们 在 学 习 和 研究 工程 控制 
论 时 ,首先 要 注意 的 是 某 一 理论 的 前 提 , 命 题 的 客观 含义 和 所 得 到 的 结论 对 工程 实战 的 意 
义 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 工 程控 制 论 包 含 的 内 容 必 将 随 工 程 技术 的 发 展 而 发 展 。 本 书 修订 
版 所 增添 的 新 内 容 也 豪 无 例外 地 将 受到 各 观 实践 的 检验 、 修 改 和 发 展 . 

这 本 者 的 修订 工作 实际 土 是 由 一 个 集体 完成 的 ， 协助 修订 和 编写 个 别 章节 的 有 于 景 
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元 同志 (第 十 二 章 ), 林 金 、 郭 孝 宽 同志 (第 十 三 章 7 和 唐 志 强 同志 《第 十 四 、 十 五 章 ). 早期 
协助 整理 材料 的 有 王 玲 娟 \ 刘 德 风 、 徐 信 华 和 靳 元 甲 等 同志 。 全书 手 稿 的 整理 校对 这 一 村 
杂 的 任务 是 由 于 景 元 和 唐 志 强 同志 完成 的 ， 


中 国 科 学 院 戴 汝 为 、 涂 序 彦 、 韩 京 清 、. 毕 大 川 和 福州 大 学 项 国 波 等 同志 都 为 本 书 提供 
了 宝贵 材料 ， 有 些 是 他 们 本 人 的 研究 成 果 . 北京 大 学 黄 琳 同 志 阅 读 过 有 关 章 节 并 提出 过 
宝贵 意见 .所 有 这 些 对 丰富 本 书 内 容 , 提 高 修订 工作 质量 都 大 有 神 益 ， 

王 簿 兰 同 志 在 整 理 插图 和 各 章 参考 文献 的 同时 还 编 了 一 个 与 本 书 内 容 有 关 的 部 分 中 
文 文献 目录 ， 附 在 本 书 的 最 后 ， 以 期 引起 读者 注意 研究 我 国 控制 论 科 学 工作 者 们 的 著作 
和 贡献 。 由 于 条 件 所 限 。 这 个 且 录 一 定 是 不 完全 的 ， 仅 对 应 收 而 未 被 收入 的 文献 作者 至 
Ж. | 

在 整个 修订 工作 过 程 中 ,我 们 得 到 了 柴 志 、 北 金涛 、 何 午 山 等 领导 同志 的 热情 支持 ,这 
种 支持 一 直 在 鼓励 着 我 们 ,也 是 我 们 能 够 完成 这 一 工作 的 必要 条 件 ， 

我 们 谨 向 上 述 所 有 同志 致 以 衷心 的 感谢 . 

对 修订 工作 中 的 缺点 和 错误 ,欢迎 读者 批评 指正 ， 

ж 健 
写 于 一 九 七 八 年 十 一 月 廿 二 日 
修改 于 一 九 七 九 年 十 二 月 十 七 日 
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弹道 摄 动 理论 是 用 来 计算 炮弹 、 火 箭 等 在 标准 弹道 附近 的 运动 状态 的 。 标准 弹道 是 
一 条 有 着 特定 的 初始 条 件 、 飞 行程 序 ` 大 气 状 态 以 及 额定 的 结构 参数 的 确定 性 弹道 、 如果 
实际 情况 与 这 些 特定 的 条 件 有 差别 ， 例 如 飞行 器 在 飞行 过 程 中 受到 随机 的 风 的 扰动 而 偏 
离 了 标准 弹道 ,这 时 ,实际 的 弹道 就 不 同 于 标准 弹道 了 ， 但 是 ,如 果 扰 动作 用 都 很 小 , 则 受 
扰 弹 道 (实际 弹道 ) 还 是 在 标准 弹道 的 附近 ， 而 且 两 者 之 间 的 差别 也 是 很 小 的 ， 标 准 弹道 
可 以 认为 是 已 知 的 ,可 由 精确 的 计算 得 到 ,所 以 实际 弹道 与 标准 弹道 相当 接近 这 一 事实 就 
成 为 实际 弹道 的 微分 方程 线性 化 的 依据 ， 经 过 线性 化 处 理 后 ， 受 扰 系统 的 运动 方程 就 成 
为 变 系数 的 线性 微分 方程 ， 系 数 随 时 间 变 化 是 由 于 飞行 器 本 身 的 状态 和 所 处 的 环境 是 随 
时 间 变 化 的 原故 . 

应 用 弹道 摄 动 理 论 的 本 来 县 的 只 是 计算 飞行 器 弹道 相对 于 标准 弹道 的 微小 修正 量 
(这 种 修正 是 由 于 飞行 器 的 重量 与 标准 值 之 间 的 误差 。 大气 状态 的 改变 , 风 的 扰动 作用 等 
因素 引起 的 ). 但 是 ， 由 于 现代 的 大 型 快速 电子 计算 机 的 出 现 ， 完 全 可 以 分 别 地 直接 计算 
每 一 条 受 扰 弹道 ,所 以 弹道 摄 动 理论 在 弹道 计算 问题 上 的 用 处 也 就 随 之 消失 了 ， 然 而 , 变 
系数 线性 控制 系统 的 设计 问题 却 恰好 可 以 应 用 弹道 拔 动 理论 .在 这 一 章 里 ， 我 们 将 要 通 
过 远程 导弹 制导 问题 的 讨论 来 说 明 这 种 理论 。 德 瑞 尼 克 (Drenick) 曾经 研究 过 这 个 问 
题写 ， 但 是 ,我 们 的 讨论 将 是 更 完善 的 ,除了 要 谈 到 这 样 一 类 飞行 器 的 制导 问题 外 pa, 还 要 
把 这 个 问题 的 讨论 推广 成 为 设计 一 
类 高 精度 变 系数 线性 控制 系统 的 一 
Барт, 最 后 ， 将 摄 动 理论 和 控 
制 理论 相 结 合 ， 用 于 弹道 火箭 惯性 
制导 系统 的 设计 中 . 
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为 了 使 讨论 不 过 分 复杂 ， 我 们 
假设 火箭 在 旋转 着 的 地 球 的 赤道 平 
面 内 运动 , 如 图 13.1-1 所 示 。 在 未 
道 平面 内 的 运动 因为 不 会 受到 柯 氏 
(Coriolis》 力 的 作用 , 所 以 就 可 以 保 
` 持平 面 运动 。 我 们 所 选取 的 坐标 系 
统 对 于 旋转 的 地 球 来 说 是 固定 的 ， 图 ви 
也 就 是 说 ,坐标 系统 也 是 以 地 球 自转 的 角速度 0 转动 着 的 。 在 任何 一 个 时 刻 *。 火 箭 在 赤 
道 平面 内 的 位 置 总 可 以 用 + 和 6 两 个 量 来 确定 , 这 里 , > 是 向 径 , 也 就 是 从 火箭 到 地 心 的 
距离 ,6 是 到 发 射 点 的 角度 ， 也 就 是 火箭 所 在 的 位 置 与 发 射 点 之 间 的 经 度 差 。 设 是 地 
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球 的 半径 ， & 是 地 面 上 的 引力 加 速度 ， 其 中 不 包含 地 球 自转 的 离心 力 的 因素 ,， 设 R 和 @ 
分 别 是 火箭 的 每 单位 质量 平均 爱 到 的 推力 与 空气 动力 的 径 向 (е5 向 ) 分 量 和 切 向 ( 垂 
直 于 半径 的 方向 ) 分 量 ， 于 是 ,火箭 的 重心 的 运动 方程 就 是 | 


И ， „м (13.1-1) 
ит +0) —# (7) 
49 
г; 79-270 + 0), | 
Я ХАН УТ, 方程 《13.1-17 的 右 端 的 第 二 项 中 就 必须 取 十 号 ,如 果 , 火 箭 从 东 
向 西 飞行 ,就 取 一 号 ， 
RK 和 8 这 两 个 力 都 是 由 推力 9， 升力 L 和 阻力 D 组 成 的 。 设 下 是 火箭 对 于 а 而 言 的 瞬 
时 重量 (也 就 是 火箭 的 瞬时 质量 与 e 的 乘积 ); 了 是 空气 对 于 火箭 的 相对 速度 的 大 小 。 我 
们 引进 下 列 公式 定义 的 三 个 参数 2， А, 和 人 可 以 使 讨论 更 方便 些 : 


х= 58 д 18 д De (13.1-2) 
и? Wy” му“ 


假设 实际 的 风速 ,是 水 平方 向 的 ， 而 且 也 在 赤道 平面 之 内 , 如 果 是 迎风 ， 就 取 正 号 ; 反 
之 ,如 果 风 向 和 火箭 的 飞行 方向 相同 ,ww 就 取 负 号 ， 我 们 把 ww 看 作 只 是 高 度 + 的 函数 。 如 
Ж о, 是 径 向 速度 , ve 是 切 向 速度 ， 也 就 是 说 


y, 叶子 
И (13.1-3) 
vo == "6, 


相对 的 空气 速度 了 就 可 以 这 样 计 算 : 
И == 92 + (00 + и», (13.1-4) 
如 果 p 是 推力 方向 与 水 平方 向 之 间 的 角度 ， 那么 ,单位 质量 上 所 受 的 推力 和 空气 动力 的 径 
向 分 量 R 和 切 向 分 量 8@ 就 是 
R= Bsn8 + (ve НА mv,A, 
Ө = Усов — vAh — (vet А, 
如 果 NN 是 对 于 重心 的 力矩 被 火 第 对 于 重心 的 转动 惯量 除 得 的 商 数 , 那 么 , 角 加 速度 的 
方程 就 是 


(13.1-5) 


48 — 40 м. (13.1-6) 


为 了 完全 确定 火箭 的 运动 状态 ， 必须 用 时 间 函 数 的 形式 把 升力 ,阻力 D 和 对 于 重心 . 
的 力矩 亚 表 示 出 来 ， 按照 空 气动 力学 的 习惯 ,我 们 用 升力 系数 Cr 和 阻力 系数 Cp Жал 
ІЖ Р; 


І = 2.0024 Ci, 


1 я (13.1-7) 
р = 94 Ср» 


pot пуль сн i 
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其 中 , о 是 空气 的 密度 ,是 高 度 " 的 函数 。 4 是 一 个 固定 的 特征 面积 ,譬如 说 ,可 以 设 火 箭 
的 尾翼 面积 是 4。 在 我 们 所 考虑 的 这 个 问题 里 ,既然 火箭 只 在 赤道 平面 内 运动 ,从 空气 动 
力学 计算 的 角度 来 看 ,火箭 的 运动 状态 是 由 冲 角 “决定 的 ( 冲 角 就 是 推力 的 作用 线 与 空气 
的 相对 速度 向 量 之 间 的 角度 (图 13.1~1)). 然而 ,对 于 火箭 的 运动 的 控制 是 通过 升降 舵 角 
7 的 控制 来 执行 的 . 所 以 ,能 够 影响 Cr 和 С 的 参数 就 是 和 7， 此 外 ,这 些 空气 动力 学 
的 系数 还 是 雷诺 (Reynold) 数 Re 和 马赫 (Mach) 数 М 的 函数 。 如果 а 是 空气 的 音速 , 马 
赫 数 就 是 


M 2 (13.1-8) 


а 也 是 高 度 * 的 函数 ， 如 果 ! 是 火 第 的 一 个 特征 长 度 ,4 是 空气 的 粘 狂 系数 ,雷诺 数 
就 是 


Re == РР. 
и 


粘性 系数 也 是 高 度 + 的 函数 。 这 样 ,我 们 就 有 
С, = С, (а, т, М, Ве), 
Co 一 Сь(а, т, М, Ве). 
我 们 再 假定 , 推力 作用 线 通 过 火箭 的 重心 ;因此 , 推力 就 不 产生 力矩 。 不 难 想到 在 火 
箭 发 动机 工作 的 飞行 过 程 中 ,火箭 的 角度 运动 (转动 ) 一 定 很 慢 , 所 以 喷射 阻尼 力矩 是 可 以 
忽略 不 计 的 因此 У УЕ 70—670, mm 也 可 以 按照 下 列 公 
式 用 系数 с.ж 


(13.1-9) 


《13.1-10) 


т 一 РС | (13.1-11) 


力矩 系数 С. 也 是 四 个 变数 a, у, МЯ Re 的 函数 ， 
С„ == С„(а, у, М, Ве), (13.1-12) 
如 果 了 是 火箭 对 于 重心 的 瞬时 的 模 向 转动 惯量 ,方程 (13.1-6) 里 的 NN 就 是 


т 
Ме. . ° (31-13) 


利用 以 上 引入 的 符号 ,运动 的 微分 方程 组 可 以 写成 以 下 形式 : 
47. = y,, 
йг 
49 。 ve 


3 


4 г 
dp _ 
ух В, 


| 2 2 | 
Mor убав + (о Нид фид + (22 + оў # (=) Е, 
аг ` r oN\r 

-es ~ Boosp — wrA— (во + w)A— 2, (#8 + о) + ==" = С, 
дг га ғ 


а ов — 4— (ve + w)A— 20, +0)}+N-H. (13.1- 14) 
# r 


~ 
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这 个 方程 组 是 六 个 未 知 函数 +，90， В, о, и 和 有 的 一 阶 方程 组 。 如 果 要 解 这 个 方程 组 ， 
就 必须 先知 道 开始 时 (: = 0) 这 些 未 知 函数 的 初始 值 ; 而 且 ， 推 力 S, 重量 WW 和 转动 惯量 
I 在 每 一 时 刻 : 的 瞬时 值 也 必须 事先 给 定 。 如 果 要 确定 各 个 空气 动力 升降 舵 角 y 的 运 
动 也 要 用 一 个 时 间 函 数 >( 纪 事先 给 定 。 大 气 的 状态 也 必须 知道 , 即 风速 w, 吕 度 о, 空气 
的 粘性 系数 上 以 及 音速 * 都 必须 是 高 度 ”的 已 知 的 函数 。 冲 角 “不 能 预先 给 定 ， 它 必须 
根据 角度 8 和 相对 的 空气 速度 向 量 V 来 计算 . | 

我 们 将 取 标 准 大 气 状态 和 弹 体 、 发 动机 的 额定 参数 作为 式 (13.1-14) 的 参数 ， 利 用 
这 些 具体 的 数据 ,只 要 给 定 了 升降 舵 角 度 > 的 运动 规律 y == у (г), 我 们 就 可 以 把 方程 组 
(13.1-14) 积分 ,从 而 把 火箭 的 飞行 路 线 (弹道 ) 计算 出 来 。 计算 工作 可 以 用 计算 机 完成 . 
这 样 计算 出 来 的 飞行 路 线 ,是 二 个 标准 的 火箭 在 标准 的 大 气 状态 下 的 飞行 路 线 , 这 也 就 是 
标准 飞行 路 线 或 标准 弹道 . | 

标准 弹道 的 最 重要 的 特性 就 是 它 的 射程 所谓 射程 就 是 发 射 点 和 着 陆 点 之 间 的 距 
离 。 所 谓 火 第 的 制导 问题 就 是 要 算出 火箭 发 动机 合适 的 关机 时 间 并 且 找 出 飞行 过 程 中 天 
降 舵 角度 的 合适 的 运动 规律 , 使 得 射程 正好 是 我 们 所 需要 的 数值 。 对 于 标准 火箭 在 标准 
大 气 中 的 制导 问题 ,可 以 在 火箭 发 射 之 前 用 数学 方法 完全 解决 ,因为 计算 这 条 标准 弹道 所 
需要 的 全 部 资料 都 是 已 知 的 或 者 是 预先 给 定 了 的 . 
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实际 的 大 气 的 特性 并 不 一 定 与 所 说 的 标准 大 气 状态 相符 合 。 每 一 个 高 度 上 的 风速 都 
随 气候 条 件 变 化 ;温度 工 也 是 随时 间 变 化 的 。 因 此 ,我 们 可 以 想到 ,由 于 大 气 条 件 的 不 同 ， 
实际 的 飞行 弹道 与 标准 弹道 一 定 也 有 些 差别 。 实 际 的 火箭 在 重 最 以 及 发 动机 性 能 等 方面 
与 理想 的 标准 火箭 也 总 会 有 些 差别 ,因此 ,如 果 升 降 舵 角度 т 仍然 采用 原来 给 定 的 动作 程 
ЈЕ, 那么 , 实际 的 飞行 弹道 就 会 与 标准 弹道 不 同 。 所 以 ,实际 的 火箭 的 制导 问题 就 是 要 适 
当地 随时 修正 升降 舵 角度 的 动作 程序 ,设法 使 实际 的 射程 与 标准 弹道 的 射程 相同 ,准确 无 
误 地 在 标准 着 陆 点 着 陆 。 因 为 火箭 的 速度 非常 高 ， 这 样 一 个 制导 问题 就 不 能 用 普通 的 方 
法 来 解决 ， 在 普通 的 制导 问题 (譬如 汽车 或 轮船 的 驾驶 间 题 ) 中 ,因为 速度 相当 低 , 惯 性 作 
用 相当 小 ,所 以 只 要 随时 根据 位 置 的 偏差 改正 运动 路 线 就 可 以 使 总 的 运动 路 线 符 合 要 求 ， 
完全 不 需要 考虑 惯性 的 影响 。 但 是 ,对 于 像 火 箭 这 样 的 高 速度 飞行 器 的 情形 来 说 ,就 不 能 
只 根据 运动 学 的 考虑 来 进行 操纵 ,因为 惯性 作用 相当 大 , 所 以 , 必须 邯 虑 系统 的 动力 学 的 
效应 才能 使 路 线 符合 要 求 , 对 于 这 种 情形 ,制导 问题 就 必须 依靠 高 速 的 自动 计算 系统 来 解 
决 ,对 于 每 一 个 离开 标准 情况 的 偏差 ,这 个 计算 系统 都 能 在 一 段 几 乎 等 于 零 的 时 间 内 发 生 
反应 ,同时 发 出 修正 运动 状态 的 信号 。 我 们 把 实现 这 种 制导 的 控制 系统 称 为 制导 系统 。 


一 般 性 的 制导 问题 实在 是 非常 困难 的 。 但 是 ,我 们 可 以 相信 离开 标准 状态 的 偏差 总 


是 很 小 的 ,因为 ,标准 弹道 毕竟 是 一 条 最 有 代表 性 的 平均 弹道 .这 个 事实 使 我 们 立刻 想到 ， 
作为 初步 近似 只 要 考虑 仿 差 的 一 阶 量 就 驶 了。 这 个 “线性 化 ”的 作法 就 是 弹道 摄 动 理论 的 
基础 。 经 过 线性 化 以 后 ,新 的 方程 组 (当然 是 线性 方程 组 ) 的 系数 都 只 是 根据 标准 弹道 的 
参数 计算 出 来 的 ,一 般 说 来 ,这 些 系数 都 是 随时 间 变 化 的 。 我 们 关于 远程 火 篆 的 制导 问题 
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所 作 的 讨论 也 就 是 这 一 类 控制 系统 设计 的 一 个 例子 。 这 个 例子 的 特定 的 设计 要 求 ， 就 是 
设法 消除 射程 的 误差 。 这 里 ,被 控制 的 “输入 ”就 是 升降 舵 角度 的 修正 动作 。 在 以 下 的 讨 
论 中 我 们 就 通过 具体 的 情况 来 说 明 这 些 概念 . 
本 章 我 们 用 符号 上 的 横 线 “表示 标准 弹道 的 各 个 状态 分 量 , 用 6 符号 表示 相同 时 间 
上 各 个 状态 分 量 的 偏差 。 所 以 实际 的 飞行 路 线 的 各 个 状态 分 量 就 是 
rr 一 上 十 5f， 0=6O+60, 8 一 5 十 068， 
оо =з 0, + би, во = од + бу, В = 8-68, 
实际 的 大 气 状 态 与 标准 大 气 状态 之 间 的 偏差 是 用 密度 偏差 82， 温 度 偏差 5T 和 风速 偏差 
би 来 表示 的 ,所 以 
Р == р + 60, ТэТ+6Т, ючю + бш, | (13.2-2) 
如 果 我 们 假设 在 任何 一 个 高 度 上 空气 的 化 学 成 分 都 与 标准 大 气 在 这 个 高 度 上 的 成 分 相 
同 , ВА, 只 要 知道 gp 和 әт 也 就 可 以 计算 出 压力 偏差 (如果 需要 的 话 )。 假 设 实际 的 火 
箭 与 标准 火箭 之 间 只 有 重量 偏差 6W 和 转动 惯量 偏差 51, 也 就 是 说 
Иж И И, Гаї 1, (13.2-3) 
还 假设 推力 5 与 标准 值 完全 相同 。 此 外 ,火箭 的 尾 惨 面积 4 以 及 方程 (13.1-10) 和 
(13.1-12) 所 表示 的 空气 动力 特性 也 都 假定 是 不 变 的 . 
把 方程 (13.2-1),(13.2-2) Ж (13.2-3) 代 人 方程 (13.1-14) ， 然 后 ， 再 从 每 一 个 方程 
里 三 去 相应 的 标准 飞行 路 线 的 方程 ， 根 据 线 性 化 的 原则 只 保留 各 个 偏差 的 一 阶 量 。 我 们 
就 得 到 下 列 方程 


(13.2-1) 


SF == 58, | 13.2-4 
д, =" 20 《 ) 


467. — ағ + в6В + а,би, + або + абу | адо + 86 Т 十 азби + аби” 


аг 
2 — бг + 6,58 + 660, + Ьиз + уду + 6580 + OT + Буби + boW , 
$ 
2 = cl0r + c238 + сабо, + с4буо 十 csB7 十 со + c787 十 сади + суди 
$ 


+ соб 1. (13. 2- 5) 
方程 中 的 系数 а, 51, ci 都 是 式 (13.1-14) 所 定义 的 函数 下, G ,五 在 标准 弹道 上 计算 的 偏 


导数 。 例 如 __ 
)， “(加 0 
чи). 9—09) «= 


(25), (20), 5 (132-6) 
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这 些 系数 的 详细 表达 式 见 本 章 附录 ,。 . 

方程 (13.2-4) 和 (13.2-5) 是 六 个 偏差 量 的 变 系数 线性 微分 方程 组 ， 如 果 已 知 大 气 
状态 的 偏差 20, ӘТ 和 ди, 并 且 给 定 57 ,5W 和 51, 则 从 这 个 方程 组 里 我 们 可 以 解 出 sr， 
6, 58, д0, био 和 58. ЗА, 制导 问题 的 提 法 和 这 个 问题 是 不 同 的 ,在 制导 系统 的 设计 里 
要 求 根 据 弹 体 运 动 的 状态 参数 来 确定 控制 函数 ау (升降 舵 的 修正 程序 ) 使 射程 偏差 为 
零 。 正 如 德 瑞 尼克 所 建议 的 ， 这 个 制导 问题 可 以 用 布 利 斯 〈Bliss) 的 伴随 函数 法 来 解 
Вия. А 
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设 у С) (7 = 1,2,..., п) 是 由 下 列 s 阶 线性 微分 方程 组 确定 的 防 数 : 
41 ауу У, 1 к= 1,2,..., п, (13.3-1) 
i=1 
其 中 а, 是 给 定 的 系数 ,它们 可 以 是 时 间 * АЖ, У, Со) 是 “驱动 ”函数 (输入 )， 现 在 我 
们 再 引进 一 组 新 的 函数 2 (人 人 一 1, 2,556, 2#), 它 们 满足 下 列 齐 次 方程 组 : 
Чи Dai 0, 1= 1, 2,57, (13.3-2) 
ј=1 
这 样 一 组 函数 д, (0) КЕ — у) 的 伴随 函数 。 方 程 (13.3-2) ЖЖ (13.3-1) 的 
伴随 方程 ， 用 А, 乘 方程 (13.3-1), у ВЕ (13.3-2), 然后 再 对 于 i 把 这 些 方程 加 
起 来 ,我 们 就 得 出 : 
-> Ау У) > (andiys — Andiyi) = > МУ, 


= 


显然 ,双重 和 符号 后 面 的 两 项 刚好 互相 对 消 , 所 以 ,我们 就 得 到 


Р > му, = > МҮ, | (13.3-3) 
把 这 个 方程 从 时 刻 — 4 积分 到 时 刻 一 ,我们 有 
> м. = > му, + “(5 ну, 4. (13.3-4) 
布 利 斯 称 这 个 方程 为 基本 公式 . Е 


对 于 我 们 所 讨论 的 远程 导弹 问题 , y, 就 是 那些 摄 动量 
| : У == ду, у2= 60, уз = 08, 
уз == 00, ys боб, у == 88. (13.3-5) 
根据 方程 (13.2-4) Ж (13.2-5), 这 时 伴随 函数 满足 下 列 方程 组 : 


— 4% — 


— #6 2, + 212 + 6.45 + св 
42 #2 
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十 2244 + 6.45 十 C206， 
一 一 一 4 十 а. 十 2.45 十 23465 
二 А + 4444 + 2.45 十 C446， 


з. (13.3-6) 


各 个 输入 Yi 为 

Ү, = Ү,= Ү, = 0 | (13.3-7) 
和 . 

У. == asby 十 4560 + аб Т + аби + аи, 

У; = 6567 + Ёр + boT + Бә + 66%, 

Ув == сзбү + с,50 + c787 + саш + 656" + сад, (13.5-8) 


13.4 ”射程 控制 基本 方程 


方程 (13.3-6) 并 不 能 完全 确定 4 函数。 如果 要 完全 确定 1 ВАЗ, 就 必须 给 出 在 某 *… 
个 一 定时 刻 的 一 组 А 值 。 至 于 应 该 在 哪 一 个 时 刻 选取 一 组 4 的 值 并 且 究 竞 等 于 什么 数 
值 ， 这 个 间 题 是 与 特定 的 控制 系统 设计 
的 要 求 有 关 的 。 在 我 们 的 制导 问题 中 ， 
我 们 的 设计 要 求 射程 偏差 是 零 ， 或者， 
作为 一 次 近似 ， 要 求 射 程 偏差 的 一 阶 量 
为 零 . 所 以 ， 我 们 屹 兴 趣 的 量 就 是 00, 
СКАНЫ 80). 以 后 , 我 们 用 下 
“ЛЕНТЕ. РЯ 
以 看 到 : 射程 偏差 为 零 的 条 件 足 以 完全 
确定 所 有 的 72. 

如 果 2, 是 实际 的 火箭 落地 时 刘 , 五 
是 标准 弹道 的 落地 时 刻 , 于 是 ,可 以 用 一 阶 偏差 5 近似 地 代表 绝对 偏差 A， 

=, +81), | | (13.4-1) 


同样 
г. = г, | Or2, 
0, = 0, + 60,. 
当 用 一 阶 偏差 近似 地 表示 全 偏差 ,用 (а. ), 表示 : 时 刻 的 等 时 偏差 , 则 有 
6; = (2), а, + (вт), 
80, = точь + (50). (13.4-3) 


然而 ,因为 不 论 什么 弹道 的 落地 点 都 在 地 球 表面 上 , 即 r; = 7: = го, МИД гт 一 定 是 零 。 
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从 方程 组 (13.4-3) 中 消去 54 就 得 


80, == Е 1 (2) ёг + 20| ЕГ (13.4-4) 
因此 ,如 果 让 各 个 % 函数 在 标准 落地 时 刻 : ВНЕ 
д= = 1 (19), дет, | (13.4-5) 


rr ле, 
1 一 44 一 15 一 46 一 10. 


于 是 射程 偏差 就 是 
6 ， 
60; = >; 8 == [бу 十 1,50 + А58 + Абу, + А5800 + А658 =. (13. 4 一 6) 
і= 1 


如 果 标 准 弹道 已 经 确定 ， 则 方程 组 (13.3-6) 的 各 个 系数 就 都 是 已 知 的 时 间 函 数 。 方 
程 组 (13.3-6) 加 上 终点 条 件 〈13.4-5) 唯一 地 完全 确定 伴随 函数 4 可 以 用 计算 机 从 
4 一 五 开始 把 方程 组 (13.3-6) 进行 “ 倒 向 ”积分 (在 逆转 了 的 时 间 内 )。 伴随 函数 确定 后 ， 
我 们 就 可 以 利用 式 (13.3~4) 来 描述 制导 问题 的 设计 要 求 : 

59: 一 0 一 [15y + 4.80 + 2308 十 148or + дзбов + А861, 


+ | ГАУ, + 45У, + АУ]. (13.4-7) 
这 就 是 射程 控制 的 基本 方程 ， 
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对 于 远程 飞 航 式 地 地 导弹 来 说 ,从 1 0 8]: = а ЕЯ, Ме=н 
以 后 到 落地 时 刻 为 止 是 请 翔 豚 。 在 前 面 我 们 曾经 假设 推力 8 与 标准 值 完全 相同 ， 这 点 对 
于 飞 航 式 导 弹 的 冲压 式 发 动机 ， 在 采取 适当 形式 的 推力 控制 条 件 下 是 可 能 的 ， 发 动机 工 
作 的 时 间 对 应 于 一 定 的 射程 而 言 也 是 固定 不 变 的 , 即 我 们 准确 地 按时 间 г 一 五 关闭 发 动 
机 。 在 助 推 段 可 以 不 采用 弹道 控制 ,也 可 以 采用 弹道 控制 ,我 们 将 区 别 这 两 种 情况 来 讨论 
制导 系统 的 设计 问题 以 满足 基本 方程 (13.4-7). 

第 一 种 情况 : 我 们 只 控制 滑翔 段 的 弹道 ， 即 我 们 选择 开 降 能 在 滑翔 黄 的 机 动 规律 ， 使 
基本 方程 (13.4-7) 在 任意 干扰 规律 作用 下 得 到 满足 。 由 于 助 推 眉 的 弹道 是 不 控制 的 , 所 
以 在 一 般 情 况 下 式 (13.4~7) 中 的 第 一 项 [4187 十 4,80 + 2368 + А480, 十 As6ve 十 обв, 
自然 是 不 等 于 零 的 , 但 是 我 们 的 制导 问题 并 没有 必要 要 求 基本 方程 (13.4~7) 中 的 两 项 都 
分 别 为 零 。 我 们 只 要 求 在 任意 干扰 规律 作用 下 这 两 项 的 总 和 为 零 就 足够 了 。 当 发 动机 在 
! 一 五 关机 以 后 ,根据 实际 测 得 的 弹道 参数 和 事先 存储 的 标准 弹道 参数 , 我 们 立即 可 以 从 
制导 计算 机 里 得 到 

[А187 + 2,80 + 4368 + Аво, + 45600 + 45861, 一 天。 (13.5-1) 
对 应 助 推 段 的 不 同 干扰 情 况 来 讲 玉 当然 是 变化 的 ,但 是 只 4 要 发 动机 一 关机 ,天 就 是 一 个 确 
定 的 数 。 所 以 从 这 个 意义 上 讲 对 于 滑翔 段 入 是 一 个 常 值 。 这 样 的 常 值 偏差 我 们 很 容易 在 
滑 朔 段 用 一 个 常 值 的 升降 能 偏 角 来 消除 掉 ， 现在 来 看 基本 方程 (13.4-7) 的 第 二 项 ， 考虑 
式 (13.3-8)， 并 引入 符号 
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ds = hast 1565 + 45665 
de жә 44а + Аб + А6 
4; == аз hsby + Асу, 
ds = дав + Nsbs + Аса» 
р == — (дла, + 456, + с) — всё 1 (13.5-2) 


бу = бу, + бу». (13.5-3) 

于 是 有 | 
Is ?, 

Е | [AY, 十 45Y5 十 4: У. | 41 == | dsby1dt 


һ 


+ |; [455үз + 2,80 + 2,8Т + 280 — 2] 4#. (13.5-4) 


ЕВЕ, 其 中 常 值 部 分 571 用 以 消除 助 推 外 干扰 的 影响 к, 
这 样 就 可 以 确定 
К 


f ад _ 


现在 我 们 讨论 如 何 确定 Ву, 来 消除 渭 翔 段 干 扰 的 影响 ， 对 于 滑翔 段 5W 和 51 是 常 值 性 
质 的 干扰 , 警 如 说 ,在 燃料 箱 内 装 有 被 面 传感器 ,发 动机 关机 后 就 可 以 确定 剩余 的 燃料 量 ， 
这 样 , 只 要 一 关机 , 6W , 51 也 就 确定 下 来 了 。 然 而 , 大 气 状态 的 偏差 量 др, 67 和 ди 就 
不同 了 ,只 有 随时 随地 加 以 测量 才能 得 到 这 些 量 的 数据 ， 它 们 的 变化 可 以 是 任意 的 ,事前 
无 法 确定 它们 的 规律 . 因此 , 要 求 式 (13.5-4) 中 右 端 第 二 项 积分 在 任意 干扰 规律 下 等 于 
堆 的 条 件 就 是 被 积 函数 必须 在 整个 时 间 区 间 上 恒 等 于 零 亦 即 
ds672 + 2,50 十 ,8Т + ви =). (13.5-6) 

方程 组 (13.2-5) 可 以 改写 成 | 

ау 十 аР + а,8Т + азби = 4, 

ву + bedp + ВТ + bdw = В, 

с58ү - сёр + с8Т + саби =з С, . ， (13.5-7) 


Ву: = 一 (135- 5) 


其 
А = = бо, — аідт 一 0208 — азбо, 一 адио 一 а6 И’, 
$ .. 


В = = бед — 967 — 5.58 — byBy, — вби — byBW , 
г. М . 


С = 88 一 ci6r 一 с,08 — сзбь, — св 一 сИ 一 сбТ. (13.5-8) 
$ . ， А 


， 如 果 弹 上 的 测速 定位 系统 和 制导 计算 机 随时 测量 和 计算 .4, В, С Е, тА, БХ 
器 又 能 把 sp, 57 和 5w 这 三 个 量 中 的 某 一 个 随时 加 以 测量 , 利用 这 些 测 量 的 结果 根据 
方程 组 (13.5-7) 中 的 两 个 方程 就 可 以 把 其 余 两 个 大 气 情 况 偏差 量 用 5y:z 和 已 知 的 时 间 函 
数 表示 出 来 ( 璧 如 说 , 弹 上 仪器 随时 把 温度 偏差 57 测量 出 来 ,再 从 测 得 的 三 个 撤 4, В, С 
НВА 和 B 两 个 量 , 最 后 , 利用 方程 组 (13.5-7) 的 前 两 个 方程 就 可 以 把 sx 和 ди 用 已 
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知 的 时 间 函 数 和 ду 表示 出 来 )。 这 个 作法 的 实质 也 就 是 借助 于 火 入 本 身 来 确定 0р, оТ 
和 5w。 这 样 定 出 sp, ЭТ 和 ёо 以 后 ,把 这 些 量 代入 方程 (13.5-6) 就 得 出 5y: 的 方程 ， 


ү, 一 二 [D — 4,80 — 4,8Т — 4,80], (13.5-9) 
5 、 


在 式 (13.5-5) 所 确定 的 常 值 syv 上 再 县 加 按 式 (13.5-9) 确定 的 升降 舵 机 动 规律 572, 我， 
们 就 可 以 满足 基本 方程 (13.4-7)。 前 面 已 经 讲 过 , 这 些 а, р < 和 4, B,C,D 中 有 一 部 
分 是 可 以 预先 根据 标准 弹道 计算 出 来 的 ， 而 另 一 部 分 则 是 根据 对 于 火箭 的 位 置 和 速度 的 
测量 得 出 的 。 如 果 在 实际 飞行 中 使 升降 舵 就 按照 sy: 十 бу, 的 规律 运动 ,那么 ,尽管 实际 
“ 飞 行情 况 与 标准 情况 之 间 有 各 种 偏差 ,火箭 还 是 在 规定 的 地 点 着 陆 , 这 样 就 达到 了 预定 的 
Ай: 射程 偏差 等 于 零 . 

如 果 对 助 推 让 的 弹道 也 加 以 控制 ， 就 可 以 做 到 使 基本 方程 (13.4-7) 的 两 项 分 别 为 零 ， 
不 难看 出 , АННЕ ВЕНЕРЕ (13.59) 所 确定 的 规律 机 动 ， 控 制 整 
条 弹道 , 两 项 分 别 为 零 的 要 求 就 满足 了 .我 们 同样 可 以 对 式 С13.4-7) 的 第 一 项 应 用 布 利 
斯 基本 公式 , 取 起 飞 时 刻 为 积分 的 下 限 ,发 动机 关机 时 刻 为 积分 上 限 ,于 是 

L4167 + 4.00 十 А398 十 Адо, + А5дов + А6881, 

= [4165г + 4190 十 1388 十 А480, 十 дбуе 十 дб В] -~ 


十 人 Гау, + У, + Уи. (13.5-10) 


在 :一 0 时 , 显然 弹道 参数 偏差 5r, 50,… 等 均 为 零 。 所 以 式 (13.4-7) 中 右边 的 第 一 项 
等 于 零 和 式 (13.5-10) 右边 的 第 二 项 等 于 零 是 等 效 的 。 而 式 (13.5-10) 右边 的 第 二 项 的 
形式 完全 类 似 于 式 (13.4-7) 右边 的 第 二 项 。 ВЕНЕВ. 
都 用 式 (13.1-14) 方程 组 撕 述 ,只 是 在 滑翔 段 的 推力 用 5 = 0 代入 就 可 以 了 , 所 以 它们 的 
摄 动 方 程 和 伴随 方程 也 都 完全 一 样 。 在 计算 助 推 眉 伴随 函数 时 所 用 的 终点 条 件 就 是 用 衫 
翔 段 伴随 方程 由 : 一天“ 倒 积 ” 到 “一 五 时 刻 的 值 МС), 2(2D) ，*…* Xlz)， 所 以 把 式 
《13.5-10) 代入 式 〈13.4-7) 得 到 一 个 统一 的 积分 形式 ; 


和 в ` 
[2187 + 4290 + 4388 - А80, + А5800 + А688], = 人 [МУ st hsYs+ hoY 14. (13.5-11) 


1 函数 仍 由 式 (13.3~6) 和 (13.4-5) 确定 ,积分 从 : 一 五 时 刻 开始 一 直 " 倒 积 ? 到 :一 0 为 
止 。 由 被 积 函数 在 全 弹道 恒 等 于 零 的 条 件 导出 了 全 弹道 控制 的 统一 规律 。 只 要 注意 在 助 
推 段 计算 D 时 需要 代入 5W 和 21 的 瞬时 偏差 值 . 
我 们 还 可 以 进一步 看 到 : 在 导出 射程 控制 基本 方程 式 (13.4-7) 时 ,积分 的 下 限 ( 弹 道 
的 起 控 时 刻 ) 并 没有 必要 一 定 要 求 是 发 动机 的 关机 时 刻 五 , СЛОВЕ В ВОН ВЕНЕ 
意 时 刻 ?7, 于 是 ,基本 方程 可 以 有 以 下 形式 : 
B03 => 0 = [2187 + 4200 + А80 十 143o + Nsbve + L186], 


i ， 
十 |. [24Y， 十 15Y5 十 Ув | 4+. (13.5-12) 


当然 ,必须 考虑 到 升降 舵 的 偏转 角 是 有 限制 的 , 所 以 起 控 时 刻 ? 不 能 太 晚 否则 起 控 以 前 
的 干扰 积累 造成 的 偏差 太 大 , 有 可 能 超过 控制 机 构 的 最 大 可 能 限制 , 基本 方程 (13.5-12) 
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的 要 求 就 不 能 满足 了 . 例如 ， ПИ: 
令 2 Б 
[у | < м... 
82! <= Mioy 
|8Т| < Мак 
[Зи | = M sw, 
law | Ма", о, | 
1911] “Ми, . - _ (35-13) 
则 应 有 | <. 
дән. 4+ 4,80 + обр + иди, + Аудио 十 24901,4] 


< нвн + 人 十 Me + (Аца; + Nsby + ль » М» 
“x sign( hoy 十 ЬЬ + двс) + Ае „м “el 4: 


у 4М 4 |. Е ИН Е (135-14) 


ЖЕ, МХ (13.5-11) 我 们 也 可 以 进一步 君 到 : 5 《13, 5=11) 的 积分 БВ 9] 以 是 
全 弹道 的 任 章 时刻。 如 果 把 (А1, 243, А, №, 45, 6) 看 作 十 一 个 六 维 向 最 ， 而 运动 状态 
《6r， 80, 28, 6,85, 56) 是 另 一 个 问 量 . 则 射程 偏差 为 零 的 条 件 意 昧 首要 求 制导 系统 在 
任意 干扰 作用 下 都 要 把 运动 状态 向 量 在 :一 时 刻 控 制 到 (А, 42, Аз, 14, А5, №), 这 一 
已 知 法 向 量 所 决定 的 超 平面 上 去 、 秃 全 弹道 控制 则 意味 着 受 控 的 运动 状态 向 晤 和 另 一 已 
定 揭 ， 但 妨 时 间 变 化 着 的 伴随 向 量 在 全 弹道 上 对 正 交 。 如 果 用 全 弹道 熔 制 来 实现 射程 伪 
差 为 零 的 设计 准则 时 则 要 求 运 动 状 态 向 量 本 身 每 时 每 肇 和 伴随 向 量 正 交 。 =. : 
ВЕНУ Та ЕЕ КАЕ НЕЕ, 
Мар ЕЙ НАСАИ Е Ф КАЗНЕ от Я ШЖ, ЖУВЕНЕАНУ ВЕ, 
因为 方程 (13.5-9) 是 两 个 量 在 同一 时 刻 的 值 相等 的 条 件 。 计 算出 来 的 871 和 ау: БЫ 
谁 弹道 计算 出 来 的 已 知 的 了 合并 起 来 就 给 出 实际 的 升降 舵 角 应 取 的 值 y == р + ду. М 
据 这 个 信号 > 来 转动 升降 舵 的 控制 灿 构 就 可 以 用 普通 的 反馈 伺服 系 练 的 方法 规 以 设计 ， 
К ЕВ, 它 从 测速 定位 系统 接收 到 关于 位 置 和 违 度 的 信息 ,这 就 是 整个 控制 系统 的 反馈 
部 分 . .这 里 ,适当 好 设计 出 来 的 计算 机 能 够 使 系统 具有 闹 定 的 性 能 ,它们 的 作 用 与 普通 的 
伺服 系统 黑 狗 放大 器 或 补偿 线路 的 作用 是 一 样 的 ， 所 以 ,从 总 的 基本 概念 上 来 看 .制导 系 ， 
统 与 以 前 各 章 研究 过 的 普通 的 伺服 系统 是 非常 类 似 的。 可 是 ， 制导 系统 是 一 种 很 复杂 的 
系 练 ,在 它 移 设 计 工 作 中 需要 用 到 弹道 摄 动 理论 ,因而 也 这 涉 到 伴随 函数 的 概念 。 这 个 于 
程 火 第 移 制 导 问 题 的 例子 ,虽然 简化 得 有 些 过 分 , 可 是 ,还 可 以 用 来 说 明 怎 样 用 弹道 摄 动 
理论 来 设计 控制 系统 的 问题 .在 这 个 例子 里 ,只 有 使 射程 偏 莽 等 于 零 这 样 一 个 设计 要 求 . 
在 某 些 更 复杂 的 系统 里 ,往往 会 村 出 若干 个 设计 要 求 , 因 而 也 就 需要 若干 组 伴随 函数 ， 虽 
然 如 此 ， 设 计 那 些 系统 的 原则 还 是 和 所 讲 的 简单 便 子 相间 ， 
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在 现代 化 的 控制 系统 中 计算 机 的 作用 非常 重要 ， 所 以 在 这 里 把 它们 的 特性 和 对 它们 
的 要 求 一 般 地 讨论 一 下 .至 于 详细 的 情形 ， 读 者 可 以 去 参考 这 方面 的 专题 文献 。 

常用 的 计算 机 有 两 类 : 一 类 是 模拟 计算 机 , 另 一 类 是 数字 计算 机 .模拟 计算 机 , 正 像 
它 的 名 称 的 含义 一 样 ,是 设计 者 所 企图 解决 的 问题 的 一 个 物理 模拟 。 所 以 ,模拟 计算 机 也 
就 是 具有 以 下 的 性 质 的 一 个 系统 : 描写 这 个 系统 的 数学 形式 〈 璧 如 ,系统 的 运动 方程 ) 和 
需要 进行 计算 的 问题 的 数学 形式 相同 。 这 种 计算 机 的 输入 总 是 某 种 物理 量 的 值 ,例如 , 电 
Е, 电流 , 一 个 轴 的 转角 的 度数 ,一 个 弹簧 的 压缩 量 等 等 ， 计 算 机 按照 它 本 身 的 构造 的 物 
理 规 律 把 这 种 输入 转换 成 作为 输出 的 其 他 的 物理 量 ， 计 算 机 的 构造 当然 是 设计 者 为 了 代 
表 ( 模 拟 ) 预 定 的 数学 形式 (或 计算 程序 ) 而 特别 设计 的 。 所 以 ,在 控制 系统 中 ,模拟 计算 机 
的 输入 就 是 被 控制 系统 的 某 几 个 物理 量 的 测量 读数 ， 计算 机 的 输出 就 是 一 些 指令 信号 ， 这 
些 指 令 信号 直接 送 到 那些 被 控制 量 的 个 别 的 伺服 系统 中 去 。 

与 模拟 计算 机 相反 ,数字 计算 机 是 用 计数 (数值 计算 ) 的 方式 工作 的 . 问题 的 数据 必 
须 用 数字 的 形式 放 到 计算 机 里 法 , 计算 机 就 按照 算术 的 规则 以 及 其 他 必需 的 形式 逻辑 的 
需 则 根据 输入 的 信息 进行 计算 ,最 后 ,把 计算 的 结果 (输出 ) 仍然 用 数字 的 形式 表示 出 来 . 
如 果 采 用 这 种 计算 方法 , 就 会 产生 两 个 很 重要 的 结论 ， 第 一 , 必须 适当 地 设计 转换 器 (也 
就 是 送 进 输 入 信号 和 送出 输出 信号 的 装置 ) ,设法 使 数字 计算 机 的 “逻辑 世界 ”与 被 控制 系 
绕 的 “物理 世界 ?之 间 建 立 一 种 合适 的 转换 关系 ,也 就 是 说 ,转换 器 必须 能 把 具体 的 物理 量 
化 为 抽象 的 数字 ， 也 能 把 抽象 的 数字 用 具体 的 物理 量 表示 出 来 ， 第 二 ,必须 把 需要 计算 的 
问题 明确 地 用 数学 方式 (计算 程序 或 方程 等 ) 表 达 出 来 .. 

在 模拟 计算 机 的 情形 里 ， 问题 的 性 质 (数学 性 质 ) 已 经 被 计算 机 本 身 的 构造 决定 了 。 也 
就 是 说 ,只 能 解决 某 些 数学 性 质 与 计算 机 的 构造 的 数学 性 质 相同 的 特别 的 问题 .可 是 , 数 
字 计 算 机 的 构造 就 并 不 是 由 某 一 个 特别 的 物理 问题 或 者 某 一 类 物理 问题 决定 的 〈 模 拟 计 
算 机 就 是 那样 的 !1) ,而 是 由 解决 某 一 关 计 算 问题 所 需要 的 多 辑 规则 所 确定 的 .， 《请 注意 计 
算 的 逻辑 规则 相同 的 问题 并 不 一 定 是 数学 性 质 相同 的 问题 !》 : 

当 计算 问题 更 加 复杂 的 时 候 ( 例 如 这 一 章 所 讨论 的 制 | 导 问 题 的 情形 ) 模 拟 计算 机 就 失 
去 它 的 优越 性 ， 同 时 我 们 又 可 以 看 到 两 种 计算 机 的 第 二 个 根本 的 区 别 : 模拟 计算 机 是 问 
题 的 一 个 物理 模拟 装置 ,所 以 ,计算 问题 越 复杂 ,模拟 计算 机 也 就 越 复 杂 , 如 果 它 是 一 个 机 
械 系统 , 那么 , 系统 中 的 齿轮 组 , 球 盘 积分 器 的 个 数 也 就 越 多 , 而 且 还 需要 增加 其 他 的 装 
置 ;如 果 模拟 计算 机 是 电气 的 、 那么 ; 厅 统 中 的 放大 器 的 个 数 也 就 要 越 多 ， 在 机 械 的 情形 
一 ,齿轮 和 接头 的 间隙 总 是 不 可 避免 的 , 虽然 在 简单 的 情形 里 这 种 影响 可 以 忽略 , 可 是 当 
系统 越 来 越 庞大 的 时 候 ,这 些 效应 就 逐渐 增加 ,增加 到 一 定 的 程度 以 后 ,系统 的 总 间隙 (或 
者 称 为 “ 游 阶 ”) 就 会 比重 要 的 输出 量 还 大 ,于 是 这 个 计算 机 就 毫 无 用 处 了 .在 电 模拟 机 里 ， 
在 电路 中 总 是 有 随机 的 电磁 干扰 和 噪声 ， 这 些 作用 也 同样 地 会 随 着 系统 的 增 大 而 增 杰 ， 
没有 十 分 有 效 的 办 法 完全 消除 这 种 干扰 ， 然 而 在 高 可 靠 的 数字 计算 机 中 ， 这 种 噪音 干扰 
”的 可 能 性 将 大 为 碱 小 ,因为 大 规模 集成 电路 广泛 应 用 以 后 ,可 以 用 元 余 技术 和 纠 错 技 术 去 
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纠正 那些 由 干扰 引起 的 偶然 性 错误 ， 

模拟 计算 机 与 数字 计算 机 之 间 ， 第 三 个 重要 的 区 别 就 是 可 能 达到 的 准确 度 ， 在 模拟 
计算 机 里 ,对 于 各 个 有 关 的 物理 量 的 测量 和 处 理 总 有 一 定 的 误差 ,而 且 根 据 一 些 理想 化 的 
物理 定律 来 表示 或 设计 实际 的 物理 系统 也 必然 有 误差 ， 所 以 模拟 计算 机 的 准确 度 也 就 受 
到 限制 。 在 实际 情况 中 ,最 好 的 模拟 计算 机 的 准确 度 差不多 是 1/10000, 普通 的 模拟 计算 _ 
机 只 能 准确 到 1/100 或 2/100. 对 于 某 些 具体 问题 来 说 , 这 种 准确 度 已 经 够 了 ,对 于 另外 
一 些 问题 这 种 准确 度 就 完全 不 够 了 。 相 反 地 ,数字 计算 机 所 处 理 的 是 数字 , 所 以 , 需要 多 
么 准确 就 可 以 作 到 多 么 准确 ， 如 果 希 望 提 高 准确 度 ， 我 们 只 要 把 代表 每 一 个 被 处 理 的 量 
的 有 效 数字 的 位 数 增 加 就 可 以 了 、 当 然 ， 整 个 计算 机 的 准确 度 由 于 转换 器 的 准确 度 的 限 
制 也 还 是 有 限制 的 , 但 是 , 这 并 不 能 改变 这 样 的 事实 : 在 需要 准确 度 很 高 的 情况 中 , 数字 
计算 机 总 是 比 模拟 计算 机 好 得 多 . 

两 类 计算 机 之 间 还 有 第 四 个 不 同 之 处 。 我 们 可 以 说 ， 模拟 计算 机 是 “实时 ”工作 的 ， 这 
也 就 是 说 , 它 连续 地 给 出 它 所 处 理 的 问题 的 解 , 而 且 , 在 每 一 个 时 刻 这 个 给 出 的 解 都 相应 
于 在 同一 时 刻 进入 计算 机 的 所 有 的 输入 值 ， 与 此 相反 ,数字 计算 机 的 工作 方式 是 : 把 问 
题 先 化 为 数值 计算 的 问题 ,然后 再 去 解 这 个 计算 问题 的 一 个 明确 的 “逻辑 模型 >， 所 以 , 数 
字 计 算 机 只 能 在 一 系列 离散 的 时 刻 上 给 出 输出 的 数值 . 因此 ,就 发 生 了 两 个 间 题 : 第 一 ， 
如 何 用 内 插 法 把 各 个 离散 时 刻 之 间 的 输出 确定 出 来 ? 第 二 ， 如 何 根据 已 有 输出 值 用 预报 
法 预报 以 后 的 输出 值 ,从 而 可 以 避免 输出 的 时 沼 ， 很 明显 ,如 果 计 算 过 程 所 用 的 时 间 比 被 
控制 系统 的 时 间 常 数 小 得 很 多 ,就 不 必 考 虑 预报 问题 ,同时 也 就 可 以 认为 计算 机 是 “实时 ” 
工作 的 . 在 这 一 点 上 ， Е ОН ниж 
说 似乎 是 足够 迅速 了 , 但 是 , 对 于 高 速度 的 导弹 来 说 ， 电子 计算 机 的 时 滞 的 影响 还 必须 
控制 系统 的 设计 中 加 以 考虑 . 
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使 用 弹道 摄 动 理 论 设计 远程 火 第 制导 系统 的 讨论 ， 对 建立 一 类 高 精度 要 求 的 变 参 数 
线性 自动 控制 系统 设计 的 -一般 方 法 提供 了 启示 ， 远 程 火箭 的 飞行 由 于 受到 外 干扰 的 影响 
偏离 标准 弹道 ,如 果 弹 上 仪器 可 以 把 го, от ди 这 三 个 干扰 中 的 一 个 直接 加 以 测量 ,并 
利用 方程 组 (13.5-7) 来 确定 另外 两 个 于 扰 , 实质 上 也 就 是 借助 于 火箭 本 身 来 间接 测量 干 
扰 .那么 ,尽管 实际 飞行 条 件 与 标准 条 件 之 间 有 各 种 未 知 的 偏差 我们 在 升降 舵 的 机 动 规 
律 中 引进 了 经 过 适当 变换 的 含有 干扰 信息 的 控制 信号 后 ,总 能 使 火箭 命中 预定 弹 着 点 , 即 
射程 偏差 为 零 . 这 样 的 设计 思想 和 处 理 方法 可 以 推广 为 一 般 的 变 参 数 线性 系统 对 一 类 高 
精度 指标 的 设计 方法 . - 

设 控制 对 象 的 特性 随时 间 而 变化 ， 它 的 运动 律 由 下 列 朗 参数 的 线 引 和 分 广 各 组 所 
Ж: 

59 一 > а. (я, + > Ба Сш SIO 
或 者 用 向 量 形式 描述 : 
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хуп 维 状态 向 量 , 4 (2) 为 已 知 时 间 函 数 的 x X ” 阶 矩 阵 ， 它 反映 了 各 个 相 坐 标 之 间 在 
不 同时 刻 的 相互 作用 关系 ; а 为 * 维 控制 向 量 ; В (为 x Хх т 阶 和 矩阵 ， 表 征 控 制 向 量 对 
状态 向 量 在 不 同时 刻 的 作用 关系 ;f(z) 为 维 干扰 向 量 , 对 ЕС) 仅 加 以 幅 值 有 界 的 限 
Я. г и А 
如 果 ЕС) 及 ше) 为 给 定 的 时 间 函 数 , 并 且 已 知 受 控 对 象 的 初始 状态 为 x(10) = о, 
Па (13.7-1) 唯一 地 决定 受 控 对 象 在 = 维 状态 空间 中 的 轨道 。 但 是 ГО 的 变化 规律 是 
不 由 我 们 所 掌握 的 , (Р) 52 РУ) 变化 的 影响 , 不 能 保持 预定 的 轨道 ， 例 如 民航 客机 总 
琵 力 图 保持 水 平等 高 的 飞行 状态 ， 但 大 气 率 流 和 阵风 的 影响 迫使 飞机 偏离 预定 的 飞行 规 
律 。 我 们 的 任务 在 于 设计 и 的 规律 , 控制 在 状态 空间 中 的 运动 轨道 ,尽量 碱 小 以 至 完全 消 
除 干扰 作用 所 产生 的 不 利 影响 ， 
控制 器 本 身 ( 如 机 电 、\ 液 压 系统 ) 具 有 本 征 的 运动 特性 ,如 具有 一 定 的 惯性 ， 我 们 假定 
控制 器 运动 规律 可 用 以 下 微分 方程 组 来 描述 : 


ди, Е 
рт У 400) wr + У сн): + 0160) ра 1, 2,65 т 
r=1 1=1 


或 者 用 向 量 形式 写成 
健一 DWut COx+ UD, : (13.7-2) 

DO 为 m х m 阶 矩阵 ， 反映 控制 器 本 征 的 运动 特性 和 控制 器 上 坐标 之 间 的 相互 作用 ; АӨ! 
为 m х п БЕРЕ, ВЯ ВАЕ БЕ: СС) 为 我 们 将 要 讨论 的 干扰 补偿 规律 . 

我 们 可 以 提出 这 样 的 问题 : 假定 UG 一 0, 即 不 进行 干扰 补偿 ,对 f(z) 只 加 以 幅 值 
有 界 的 限制 条 件 1 

[|< м. | | 
于 是 ,我 们 将 选择 反馈 和 矩阵 C (来 使 干扰 造成 的 影响 趋 于 极 小 。 例 如 我 们 要 控制 的 泛 函 
指标 为 第 一 个 相 坐 标 zx (О 偏离 标准 轨道 五 ( 的 差 值 平方 的 积分 人 [xz — A) Ра 
或 者 x 在 终端 的 取 值 xi(rt)。 一 般 的 控制 泛 函 指标 有 以 下 形式 ; 
1 жа IT[x，CC) ‚ #8) 1. 
每 当 已 经 选 定 反 馈 和 矩阵 СС) 后 ， 泛 项 指标 工 就 由 初始 条 件 和 干扰 变化 规律 唯一 地 决定 ， 
我 们 可 以 针对 每 一 个 已 选 定 的 先 隆 C (2) 选取 最 不 利 的 干扰 变化 规律 f(z) ЕЕ ГА 
最 大 值 | 
1 一 тах Их, С(0), Е]. 
这 样 ,每 一 个 矩阵 С <) 将 对 应 一 个 最 不 利 的 干扰 规律 造成 的 最 大 偏差 max ЦхСе), СС), 
РС) 1, ТВОЕ ЕЙ БОННЕ С (г), 使 这 一 最 不 利 FG) аж 
趋 于 极 小 , 即 
1 = шо тах I[LxC#), СС), ЁС) ] 
с РС) 


这 种 最 优化 问题 的 提 法 把 控制 规律 选择 范围 限制 在 反馈 矩阵 C Со) 之 内 ,所 以 即使 我 
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们 找到 С Сг) ЈЕ Г min тах 的 最 优化 条 件 , 但 是 任意 变化 的 РС 规律 总 还 是 会 引 超 一 
定 的 7， С (o) 最 优化 条 件 不 能 完全 消除 外 于 扰 的 影响 、 因 此, 在 控制 规律 式 〈13.7-2) 中 
必须 引入 干扰 补偿 向 量 U (Cz). 

因此 ,我 们 在 充分 利用 选择 C (#) 来 满足 稳定 性 和 精度 的 基本 要 求 外 我们 还 将 通过 
引进 补偿 向 量 在 宽大 程度 上 消除 外 干扰 的 影响 . 

如 果 要 求 在 系统 运行 过 程 中 的 每 一 时 刻 指 标 工 都 完全 为 零 而 且 又 是 能 够 实现 的 ， 我 
们 称 之 为 过 程 不 变性 问题 , 

如 果 只 要 求 在 系统 运行 的 终端 时 刻 指标 了 为 零 ,我 们 称 之 为 终端 不 变 狂 问题 . 
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把 式 (13.7-1) 和 (13.7-2) 联 立 起 来 我 们 就 得 到 找 绘 整个 系统 的 微分 方程 组 : 


和 一 4(Dx 十 BCOaTAFCD， 


и = С(2х + р(оәш + UG), 
А 


或 者 . 
2 (8) (7) + (въ). 


А BGO) 
PO = (со DO) } 

假定 在 进行 补偿 向 量 以 (2 的 设计 之 前 我 们 已 经 出 于 稳定 性 和 精度 的 各 种 考虑 选 定 
了 反馈 和 矩阵 C (9 , 因此 将 认为 式 (13.8-1) 中 PQ) 是 已 知 的 〈” 十 т) х (п 十 т) ИИ 
ВНЕ; 

ЕЖА 8- ПАПЕ т ЖЕНИ а ЖЕН — № т НЕЖНЫЕ. Г) 
满足 过 程 不 变性 的 设计 楼 求 ， 为 达到 这 个 要 求 ,可 通过 引进 mw 维 补偿 向 量 U (Cz) 驱动 系统 
的 状态 向 量 在 " 十 m 维 的 相 空间 运动 ,并 在 任意 可 测量 的 干扰 作用 下 使 指标 ГСО = 0, 


по = sO (0 ), 


: ulz) 
#0 为 给 定 的 m х (п + т) 指标 矩阵 . 
初始 条 件 {x(10), и(ю)} 的 影响 将 另 作 考虑 。 过 程 不 变性 的 要 求 是 指 ЛС) 对 干扰 的 
不 变性 ,系统 的 状态 向 量 在 相 空间 中 的 轨道 将 随 初始 条 件 而 变化 ,另外 在 不 同 规律 的 干扰 
作用 下 相 轨 道 一 般 说 来 也 是 不 同 的 ， 然 而 我 们 希望 各 种 轨道 都 满足 同一 指标 的 不 变性 要 
Ж. 
系统 的 状态 可 以 通过 下 式 


式 中 
(13.8-1) 


(13.8~2) 


(0 ) 一 G1, 10) (х9) + [ec (07) ат (13.83) 
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来 表示 . 

公式 (13.8-3) 可 以 通过 简单 的 推导 得 到 。 引进 (п +т) х (о + т) ИЖ 
G(z, т), СС, т) 的 解析 性 质 暂 不 作 任 何 假设 , 仅 要 求 有 C(:, т) 参与 的 一 切 运算 都 是 
容许 的 ,在 我 们 得 到 G(*, т) 的 微分 方程 后 , 则 由 微分 方程 解 的 性 质 , 这 一 问题 自然 得 到 
解决 ， 

将 式 (13.8-1) 乘 以 G(+, т) 并 从 如 积分 到 4: | | 

: 4 х(т) _ П х(т) t КЕ #т) 
(ес, т) са uC) ) ат | cc О ) dr + Гб, т) (о 
对 上 式 左边 进行 分 部 积分 后 得 到 : 


ось) во 
= | 


| ， г): 
| [80 2) сца, т)Р(т) Г о) + ес, т) (vo) ат, (13.8-4) 
现在 我 们 由 式 (13.8-4) 右 边 第 一 个 积分 号 下 , 列 出 求 CC*, т) 的 线性 微分 方程 : 


260.0) 7) = (1, т)Р(т), вт, ‚< (3.85) 


初始 条 件 为 
G(1,1) = Е, (13.8—6) 

五 为 单位 矩阵 ， | 

如 果 从 式 (13.8-5) 和 (13.8-6) 求 得 GCz, т), > r, 并 代入 式 〈13.8-4)， 最 后 我 们 
就 得 到 式 (13.8-3)。 它 在 研究 力学 、 物 理 和 自动 控制 的 许多 问题 中 都 经 常 遇 到 ， 对 函数 
(и, т) 可 赋予 不 同 的 名 称 和 物理 意义 。 这 里 我 们 称 GC1, r) 为 脉冲 过 渡 函 数 . 

利用 公式 (13.8-3) 把 指标 式 (13.8~2) 分 写成 初始 条 件 和 干扰 影响 两 部 分 : 
ко (о) ево ждо, (13.8-7) 
其 中 五 CD) 为 初始 条 件 对 指标 的 影响 ,表示 式 如 下 : | 


ҳ х(п) | _ 
(+) = С(а, п) (C0) (13.8—8) 
С(е, и) = Е) 6, ю).. (13.8-9) 


按照 对 外 干扰 不 变性 的 要 求 , 初 始 条 件 的 影响 将 另 作 考虑 ,我 们 主要 讨论 外 干扰 对 控制 指 
标的 影响 五 (5 , 2518525 (13.8-3) 后 ДС) 的 表达 式 如 下 : 


LO = | Се, т) ( НИ, adr, (13.8-10》 
С(2, т) = $0) GO, т), (13.811) 


Go т) 为 m х (п + т) 阶 和 矩阵 ， 为 了 完全 补偿 外 干扰 的 影响 ,满足 指标 上 (2) 对 外 干 
扰 的 过 程 不 变性 要 求 ,我 们 在 控制 规律 中 引进 以 下 形式 的 补偿 向 量 : 


И) 一 К(т, FC)as, (13.8-12) 
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жн К(т, ғ) 为 待 求 的 m х п ИР. 
将 m х (п + т) 阶 矩 阵 G(1, т) 改写 成 以 下 形式 : | 
G( т) == (СК, т), Gult, т)), (13.8-13) 
其 中 би, т) № т x 4 ИЕ, бу, т) 0 т х т ИЖЕ, 
将 式 (13.8-12) Ж (13.2-13) 代入 式 (13.8-10) 得 到 


Со = | 2,02, УЕ) + ба, т) | Kr Каа (13.8-14) 


式 (138-14) 中 包含 了 两 个 部 分 ,第 一 部 分 是 干扰 向 量 fz) 通过 脉冲 过 湾 函 数 和 矩阵 С, 
т) 对 系统 的 控制 指标 产生 的 影响 , 第 二 部 分 是 在 控制 规律 中 引进 干扰 信息 经 过 脉冲 过 湾 
函数 矩阵 КО, *) 变换 后 再 作用 在 脉冲 过 湾 函 数 和 矩阵 Go(xz,r) 上 产生 补偿 干扰 影响 的 作 
用 .由 于 干扰 向 量 f(e) 的 变化 规律 是 任意 的 , 所 以 只 有 在 特定 的 K(z, *) 把 输入 信息 变 
换 后 这 两 部 分 才能 完全 对 消 。 为 了 求 出 待定 的 K(r, ?) 我 们 按照 狄 利克 雷公 式 变换 积分 
次 序 后 得 到 


100) = | [ёс т) + | в», ЭКС, ras (рат. (13.8-15) 
ФЕЗА (13.8-15) 中 我 们 把 变化 规律 不 定 的 РС) 单独 提出 来 ,如 果 能 选择 КС, т) СЯ 
нл) РН ЕР, ЖЮРИ Ко) 如 何 变化 , де) 将 总 等 于 零 。 
所 以 指标 向 量 上 4 (2) 对 任意 干扰 的 过 程 不 变性 要 求 下 列 矩 阵 方程 对 所 有 人 允许 的 + 和 rt 成 
м 


ёқа, т) + | El1, ЭКС, tas = 0, 7 (38-16) 


矩阵 恒 等 于 零 的 条 件 相当 于 每 个 矩阵 元 素 恒 等 于 零 ,所 以 式 (13.8-16) 决定 了 пх 个 第 
一 类 伏 尔 得 拉 型 积分 方程 , 解 这 组 积分 方程 可 以 求 得 待定 的 m х п 阶 补 偿 和 矩阵 天 (z,r). 
由 于 | 
GT, т) = #(г)б(т, т) = §(7) 520, 
所 以 积分 方程 的 解 K(1, т) 可 能 存在 于 广义 函数 类 中 . 
干扰 信息 或 者 能 直接 测量 ,或 者 可 以 通过 微分 方程 本 身 , 即 通过 系统 的 相 坐 标 和 相 速 
度 间 接 测量 。 由 式 (13.7-1) 得 到 


Fn = <= — A(x — Blu, . (13.8-17) 


把 式 (13.8-12) 和 (13.8-17) 代入 式 (13.7-2), 得 到 以 下 形式 的 控制 规律 : 
59 = р(да+ С(дх + | ка, т) [= —– 4(т)х 一 (тда |ar. (13.818) 


如 果 系 统 的 初始 条 件 并 不 处 于 所 需要 的 状态 , 则 除 设计 对 干扰 的 补偿 向 量 外 ,还 需要 
设计 在 某 种 意义 上 的 过 渡 轨 道 ， 将 系统 的 初始 状态 引渡 到 给 定 的 状态 。 对 于 达 性 系统 满 
足 这 种 最 优化 问题 提 法 的 幅 值 受 限 制 的 控制 常常 是 “继电器 式 ” 的 , 当 这 种 “继电器 式 ” 的 
最 优 控制 全 力 以 赴 地 把 系统 引导 到 给 定 状态 之 后 ,由 于 系统 处 于 连续 作用 的 干扰 影响 下 ， 
所 以 干扰 将 不 断 使 系统 偏离 给 定 的 状态 ， 这 时 "继电器 式 ” 的 全 力 以 赴 的 控制 对 抵消 连续 
作用 的 干扰 影响 将 失去 其 “最 优 ” 的 意义 ,可 能 引起 系统 在 零点 附近 振荡 ,在 这 种 情况 下 比 
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较 切 合 问题 实质 的 提 法 是 对 干扰 影响 的 部 分 或 完全 补偿 ， 使 条 统 状态 满足 不 变性 要 求 ， 
可 见 对 于 一 个 复杂 的 综合 性 系统 不 仅 同时 要 求 对 多 种 指标 进行 控制 ， 而 且 在 运行 的 不 同 
阶段 上 也 要 求 多 种 方式 的 控制 . 
Я. 保持 飞机 水 平等 高 飞行 的 控制 规律 。 
飞机 纵向 运动 摄 动 方 程 如 下 : 2 
Аб 十 БуЛ 十 cioAcs + coA3 == х (р), 
Д9 + caA8 一 Ads 一 аюЛав + Бъди — Ў?А8ь = у (г), 
АҘ + сиД$ + аЛа + азДав + виду + содр == ти (р). 
我 们 的 任务 在 于 设计 自动 哥 纵 升降 舵 Ass 的 控制 规律 使 《机 不 论 在 何 种 扰动 因素 作 
用 下 不 变 地 保持 等 高 飞行 状态 . 
考虑 到 ”Aas == Да + Лаг, Дб = ДЭ 一 Ac， 并 引入 符号 х = До, х, == Да, 
zs ДЭ, x4 == Дд, и 一 App。 经 过 简单 运算 后 ， 飞 机 和 自动 驾驶 仪 系统 的 微分 方程 可 
写成 以 下 标准 形式 : 
#1 = ару 十 аро 十 @вл 十 (2)， 
21 == алла Н арх + арх» + вм om + |00), 
#4 == аах + ад + ава» 十 аи + и + ВО), 
й 一 сах» + caxa 十 саха + ди +00О. 
首先 我 们 从 稳定 性 或 其 它 角 度 考虑 确定 с, сз с, 然后 求 出 矩阵 С(Е, т). 
я:(7) х.(2) х»(ғ) т.(г) Я 
1 
Cr) 一 > | GuG,T) GultyT) С.(,т) ба, т) бы@ ,7) 
}.Ст)—» С.(,т) С„а,т) Сы(,т) б.С,т) С,.(2, т) 
С, т) бь(@.т) Сб, т) Goalty т) С, 7) 
jn) 一 > | С. т) Got т) вы, бы@,т) С.б, т) 
Un 一 > | с, т) Саб, т) бь(,т) Сб, т) 60, 1) 


水 平等 高 飞行 的 不 变性 要 求 指 标 为 
160) = 0 xl) + зз (0) =0. 
设 初始 条 件 为 零 
xi(10) = 00) 一 аз) 一 (а) == (5) = 0. 
由 式 (13.8~3) 可 得 | 
1С) = J (выс, т) 一 ба, (а) + 160, т) 一 Ga(tr)]jx(r) 


+ [Gult, т) 一 Gx(t а) +1650, т) — бъ(а, т)10(т) }ат. 
为 满足 过 程 不 变性 Ab (z) = 0 的 要 求 选取 以 下 形式 的 补偿 量 : 


О(т) 一 | Ки(т, На; + | KAT, ЭБ(5)а; + |" Ка(т, 5) 45) 4$, 
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把 U(z) КАЛІ 表示 式 后 得 到 
г = |0600, 0) — бабі, 2000046 + | збо, т) — 656,171 
х | к, Осал + | Сва, т) — бабо, (004 
+ 


十 | 【Gary т) 一 бы(а, тат 


|. 
|. 
|. 
+ теки, т) 一 С5(:, D1) кот, ЭвС)ават, 
变换 积分 次 序 后 得 | 


по = | ао, о) — выбыл + 0050,0 — вы, О, аса 
+ | выба, 0) — бъ, 01 + | вв, — Gsles Ка аде 
+ ено, 9) — сабе, 21+ | [case — вв, кк, т) (дат, 
“补偿 网 络 ”KiCs, т), КК, 0), КА, т) 由 以 下 积分 方程 组 求 出 : 
бабе, т) 一 Ga(o т) + (016500, © — 9500, ЭЛЕК, Yas = 0, 
бы(ьь =) — баб, ®) + | 16500, ©) — бзб, ЛК, 7)ds = 6, 


Сат) — Gu(t, т) + | [Сз5(#, ғ) 一 Съ(а, ғ) 1Ка(, т)45 = 0. 
干扰 信息 有 G2) , №) , 14(#) 由 运动 微分 方程 本 身 获 得 : 


В = 4 — аи! — арх, — @вхз, 
ҺО) = #, — ау — ах) — авз анх 一 Би, 
ВСР =. — вых: — арх) — ах; 一 амха 一 би. 


最 后 得 到 自动 操纵 升降 舵 满足 等 高 飞行 不 变性 条 件 的 控制 方程 形式 如 下 : 


А 
й == сх, + са, + са. + du + | К,(2,т)(& — дих: — арх) 一 азхь|4т 
to 
; . 
+ | К, т)[% 一 anxi 一 арх — авхз 一 анха — фи ат 
fo 


: 
十 | Kast, т), — вилл 一 2052 一 ахз 一 444X4 一 биат, 
加 
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还 有 一 类 问题 只 要 求 控制 系统 在 终端 时 刻 的 状态 ， 指 标 向 量 取决 于 系统 在 终端 时 刻 
п 的 相 坐标 。 终端 不 变性 问题 的 提 法 是 要 求 完 全 补偿 外 于 扰 在 整个 运行 过 程 中 所 累积 的 
对 终端 指标 Kt) 的 影响 。 终 端 控制 指标 形式 如 下 : 
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= (1) ) (13.9-1) 


ко) = ( ul! ) э 
式 中 #, т х (и 十 m) 阶 终端 指标 矩阵 , (г) 和 wlzx) 分 别 为 控制 对 象 和 控制 器 在 终 
端 时 刻 的 状态 . 
显然 可 以 殷 锥 端 不 变性 的 问题 归结 为 过 程 不 变性 的 问题 假如 我 们 可 以 使 系统 的 某 
一 个 坐标 在 运动 全 过 程 的 每 时 每 刻 都 是 保持 不 变 的 话 , 如 以 上 讨论 的 飞机 在 每 一 点 的 高 
度 都 是 对 于 扰 不 变 的 ， 则 在 终端 时 刻 自然 也 是 不 变 的 。 但 这 个 条 件 当然 并 不 是 必要 的。 
我 们 看 到 ， 求 出 满足 过 程 不 变性 要 求 的 补偿 网 络 需要 解 第 一 类 伏 尔 得 拉 型 积分 方程 。 所 
以 , 当 只 要 求 我 们 控制 终端 的 指标 时 , 我 们 尽 可 能 切合 问题 的 提 法 , 简化 系统 的 设计 。 例 
如 对 要 求 严格 按时 刻 表 运行 的 班机 的 运行 时 间 进 行 自 动 控制 ， 这 类 问题 的 提 法 既 不 能 是 
要 求 运 行 的 时 间 愈 短 愈 好 (最 优化 ) ， 也 不 必要 求 在 航 迹 上 每 一 点 的 时 间 都 是 严格 不 变 的 
(过 程 不 变性 ), 而 恰恰 是 要 求 在 机 场 着 陆 的 时 刻 是 严格 不 变 的 , 这 就 是 终端 不 变性 问题 . 
满足 终端 不 变性 要 求 的 设计 比 过 程 不 变性 的 设计 难度 和 计算 量 都 显著 降低 . 
按照 式 (13.8-3), 系统 在 以 时 刻 的 状态 由 下 式 表 示 : 
Са) СО, к) (9) + | си, т) (22) drt, (13.9-2) 
这 里 我 们 感 兴趣 的 是 在 整个 控制 过 程 中 ， 不 同时 刻 所 加 的 干扰 作用 和 控制 作用 引起 
的 在 终端 时 刻 4 的 系统 响应 Са, т). 
按 式 (13.8-5) G(zx, г) 应 满足 矩阵 方程 


= ват) 一 一 G(s ОР) (13.9-3) 
和 终端 条 件 
G(s 1) = Е, (13.9-4) 
五 为 单位 矩阵 . 
把 控制 指标 式 (13.9-1) 分 写成 初始 条 件 的 影响 和 干扰 的 影响 两 部 分 : 
Как) = Бак) + (а), (13.9-5) 
Ж Вар 为 初始 条 件 对 终端 指标 的 影响 ,表示 式 如 下 : 
а) = Со, а) (к) ) _ 3-6) 
Ск, а) = Е,С(, в). (13.9-7) 
干扰 向 量 和 补偿 向量 的 影响 都 反映 在 (е) 中 , Ак) 的 表示 式 如 下 : 
LO) = |А G(s +) (0) ат, (13.9-8) 
СО, т) EGC т). (13.9-9) 
ба т х (п + т) КРЕ ДУ ВВЦ РЕ: 
Ea, т) = (Суб, т), 6,0, т)), (13.9-10) 


其 中 бу, т) Жт хп, 6,0, т) 为 mm х т ИЕ. 
把 式 (13.9-10) 代入 式 (13.9-3) 得 到 
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LOD 一 全 LGC, ФУР + бо, ат. (13.9-11) 


在 设计 满足 过 程 不 变性 指标 的 补偿 向 量 т) 时 , 式 (13.8-14) фу, т), (е, т) 
都 是 二 元 函数 ,所 以 必须 选择 二 元 函数 形式 的 “补偿 网 络 ”K(1, т), 这 样 的 问题 需要 解 积 
分 方程 才能 解决 ， 但 现在 要 满足 的 终端 指标 式 (13.9-11) 中 的 6,0, т) т С.а, т), 
当 终端 时 刻 гк 确定 后 就 不 再 是 二 元 函数 而 是 一 元 函数 了 、 所 以 补偿 向 量 选择 成 以 下 简 
单 的 形式 : 


ИС) = КОДЕ), (13.9-12) 
式 中 K(z) 为 待 求 的 m х ” 阶 补偿 矩阵 ， 把 式 (13.9-12) 代入 式 (13.9-11) 后 得 到 
Ld = | [OC 0) + боа, KT), (13.9-13) 


对 任意 变化 规律 的 f(z) 要 求 (и) 恒 为 零 的 充分 必要 条 件 是 积分 号 下 的 方 括号 恒 等 于 
零 , 由 此 得 到 对 任意 外 干扰 Ко) 的 补偿 条 件 是 


Св, т) + 6,02, т)К(т) = 0. (13.9-14) 
从 以 上 条 件 我 们 求 得 补偿 矩阵 
К(т) = — [Go TG т). (13.9-15) 


干扰 信息 或 直接 测量 ,或 通过 方程 (13.8-17) ШЕ, 我 们 得 到 将 相 速 度 和 相 坐 标 通过 
变 系数 补偿 矩阵 反馈 满足 终端 不 变性 条 件 的 控制 规律 是 


SutKkOz+ Вх, (13.9-16) 
$ 


式 中 
RG) = CD — KO 4, 
500) =р@ — КОВО). 
初始 条 件 的 影响 可 以 在 控制 规律 中 加 一 个 常 值 的 补偿 向 量 把 它 消 去 ， 由 下 式 
决定 : 


о, 一 一 ІА Gu(ay т)дт Г Си №) (200) \. (13.9-17) 


&(10) 
例 ， 飞 航 式 远程 导弹 制导 系统 , 
在 本 章 第 13.5 节 中 针对 一 个 飞 航 式 远程 导弹 的 制导 系统 进行 了 具体 的 设计 , 这 个 设 
计 的 思路 和 方法 是 富有 启发 性 的 ， 但 在 第 13.5 节 的 设计 过 程 中 我 们 作 了 一 些 假设 并 加 一 
些 限 制 条 件 ,如 忽略 控制 机 构 的 惯性 ,假设 在 所 有 高 度 上 大 气 的 成 份 与 标准 大 气 的 成 分 相 
同 ， 火 箭 空 气动 力 特性 和 和 咽 面积 不 变 等 。 在 这 些 假 设 的 前 提 下 ， 可 以 把 干扰 因素 归结 为 
80, 6w ,67 三 个 量 ， 我 们 现在 试 把 本 节 中 建立 的 一 般 方法 用 于 这 个 具体 系统 的 设计 中 ， 
引进 控制 器 的 运动 方程 , 去 挤 上 述 限 制 条 件 , 按 利用 火箭 本 身 作为 干扰 测量 工具 的 思想 ， 
简化 掉 от 干扰 测量 器 ， 我 们 假定 干扰 是 任意 的 ,不 必 限 制 干扰 的 具体 表示 形式 和 数目 。 
首先 建立 系统 的 摄 动 运动 方程 ; 
der ~- 
аг 


980 — 0в ar +1650, 
4: ғ? ғ 


до, 
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d68 ; 
— == 6 9 
д ё 


2н. =: 4,67 十 2:88 + азӧо, + адо + аёт +}, 

1 . 

аи == 616" 十 6,88 + до, + badve + 5587 th, 
Р — cBr 十 cz88 + сабо, + доо + бт +, 
at | 


421 == 2058 + 2188 + 45у. + Кр + Кф + Кар. (39-18) 


在 式 (13.9-18) 中 除 第 13.2 节 中 建立 的 弹 体 运动 方程 (13.2-4) 和 (13.2-5) 外 还 引 
入 了 控制 方程 . 在 控制 方程 中 我 们 考虑 了 控制 机 构 的 惯性 、 式 (13.2-4) 和 (13.2-5) 再 
加 上 控制 方程 就 组 成 了 制导 系统 的 运动 方程 ， 于是， бу 就 由 原来 方程 的 非 齐 次 项 变 成 了 
系统 状态 向 量 的 一 个 坐标 . 控制 方程 的 齐 次 部 分 就 是 通常 作为 姿态 稳定 的 控制 规律 ， 
例如 


467 一 1 а85в + 工 z87;66 —1 ёт, (13.9-19) 
4 т т т 


式 中 7, Т, 为 时 间 常 数 ,et 为 静态 放大 系数 . 
系统 式 (13.9-18) 的 伴随 方程 和 终端 条 件 如 下 ; 


一 а = 一 20), + 4144 + bs 十 Cihes 
di 7? ' 
—— => 4244 十 4.5 + 2245 十 4А» 
а 
— т — А + 4344 十 2:45 + C316， 
工 2 аа bhs + ее, 
А 
一 一 一 一 Аз + 4%, 
一 —— 一 + а; 十 В 十 c506 十 24: . (13.9-20) 
_ 1 Гео 一 
Ай) = 一 一 (2), А0) 一 1 
Т 0, 
мб) == м) == 15) = Ав (2) 一 А0) = 0), (13.9-21) 


对 外 干扰 的 完全 补偿 条 件 为 
2. + Ки, =0, 4; + К.А =0, А + Ка, = 0, 


由 此 得 到 


13.9 僚 端 不 变 狂 问题 = 57 


А . УЛ А 
К, = — 4, К, = — 25, Ку== — 26. 19.9-22 
1 д, 2 2, 1, ( у 
利用 火箭 本 身 作 为 干扰 测量 工具 时 ,我们 有 
ћ = 220. — 4167 — 4208 — аз, — адио 一 абу 
# 
4800 

А == Ра — bor 一 2258 — 6.80, — був — 56 
Ь = 288 _ cl167 — с26В 一 сабо, 一 сбое 一 сбу. (19.9-23) 


把 式 (19.9-22) 和 аз 9-23) 代入 式 (13.9-18) 的 控制 方程 , 我 们 就 得 到 在 任何 干扰 
作用 下 能 保证 火箭 命中 目标 的 控制 规律 . 


d57 + 15у = к 46», + к; 2806 | kK, 988 
4 т dt аг а 
+ Kp + К,58 + К.ғ + К,бо, + Кадоо + 天 57 (19.9-24) 


式 中 К, 都 是 与 标准 轨道 参数 有 关 的 已 知 时 间 函 数 ,它们 的 表示 式 如 下 : 


А А А 
Ki=— 24, К, - 25, Куна — 6, К,= 4. 
1 А, 2 2 | А, 3 3 2, 2 4 0, 


к, = = (24 + Б, + сд + 2), Ke = 二 (ада + 645 + с), 
7 7 

К, = 二 (cs14 十 6:4, + cs16)， Кв 一 2. (ад + 645 + сав), 
7 7 7 ， 


К, 一 二 (es + bshs + св), 


ТЛВ яй ] 将 摄 动 理论 和 控制 理论 相 结合 ， 研 究 弹 道 火 箭 惯 性 制导 系统 的 设计 问 
题 。 弹道 火箭 的 弹道 特点 是 ,在 主动 假发 动机 工作 段 ) 结束 后 , 沿 自由 弹道 飞行 ,将 有 效 
载荷 送 到 地 球 上 已 知 位 置 的 目标 点 。 如 作为 运载 火箭 , 刚 是 将 人 造 卫 星 、《 船 等 空间 飞行 
器 送 和 预定 的 飞行 轨道 .弹道 火箭 具有 标准 的 飞行 条 件 和 相应 的 标准 弹道 。 实 际 飞行 条 
件 在 小 范围 内 偏离 标准 值 ， 使 实际 弹道 对 标准 弹道 产生 振动 ， 火 箭 的 主动 俱 惯 性 制导 系 
统 通 过 对 火箭 质心 运动 的 控制 ,消除 实际 飞行 中 各 种 干扰 作用 的 影响 ,达到 终端 受 控 的 要 
求 。 例 如 弹道 式 导弹 射程 偏差 为 零 和 落 点 横向 偏差 为 零 的 要 求 。 用 主动 段 飞 行 过 程 中 的 


.运动 参数 ,或 主动 段 关 机 点 参数 预测 终端 受 控 参 数 ( 如 射程 偏差 和 落 点 横向 偏差 或 卫星 轨 


道 参数 偏差 ), 是 进行 弹道 火箭 主动 段 制 导 的 基础 。 因 而 弹道 火箭 的 制导 系统 是 一 类 预测 
制导 系统 。， 当 预测 的 终端 受 控 参数 为 零 时 ,制导 系统 处 于 零 控 无 偏 状态 , 即 无 须 标 准 飞行 
条 件 之 外 的 制导 控制 ， 在 与 标准 飞行 条 件 相应 的 零 控 加 速度 作用 下 达到 终端 受 控 参 数 为 
零 的 要 求 .因而 制导 系统 的 任务 只 在 于 将 系统 引导 到 零 控 无 偏 状 态 ， 预 测 制导 系统 除 具 
有 零 控 无 偏 状 态 的 特点 之 外 ,和 通常 的 反馈 控制 系统 类 似 , 在 有 导航 计算 的 条 件 下 可 看 成 
是 状态 反馈 控制 系统 。 若 直接 利用 加 速度 表 的 测量 值 进行 制导 计算 ， 则 可 看 成 是 加 速度 
表 输 出 反馈 控制 系统 。 皮 特 曼 〈Pitman) 和 依 斯 林 斯 基 (Ишлинский) 都 曾 研究 过 弹道 火 


箭 的 惯性 制导 问题 ”2。 我 们 在 这 里 将 用 控制 理论 中 的 状态 变量 方法 和 极 大 值 原理 , 并 | 


与 摄 动 理论 相 结合 ,运用 文献 [3] 中 提出 的 “ 零 控 无 念 状 态 ” 的 概念 来 设计 任性 制导 系统 ， 
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由 于 射程 控制 系统 和 横向 控制 系统 各 具有 不 同 的 特点 ,我们 将 分 别 加 以 研究 . 
13.10 ”弹道 火箭 的 运动 方程 


弹道 式 火箭 普遍 采用 惯性 制导 系统 。 为 便于 研究 火箭 的 惯性 制导 问题 ， 我 们 在 发 射 
| 点 惯性 坐标 系 内 建立 火箭 的 运动 方程 ， 这 种 运动 方程 不 仅 

直接 反映 了 惯性 器 件 测量 的 火箭 运动 参数 ， 而且 不 出 现 由 
于 地 球 自 转 引起 的 哥 氏 加 速度 项 ,运动 方程 显得 十 分 简单 ， 
物理 意义 也 很 明确 。 - р 

首先 建立 发 射 点 惯 狂 坐标 系 〈 见 图 13.10-1). 坐标 原 
点 取 在 火箭 的 发 射 点 , OY 轴 通 过 地 心 ОЕ Я ОЗ 
上 方 ，OX 轴 垂 直 于 OY 轴 指 向 火箭 的 瞄准 方向 。 OX 轴 
与 过 发 射 点 0 的 子午 线 正 北方 向 之 夹 角 为 加, Жен 
方位 角 。 02 轴 按 右手 坐标 系 确定 发射 瞬间 将 此 坐标 系 
固定 在 惯性 空间 , 

弹道 火箭 制导 系统 的 控制 对 象 是 火箭 的 质心 运动 ， 我 
们 研究 制导 系统 时 ,通常 只 需 建立 火箭 的 质心 运动 方程 ,这 
个 方程 可 以 写成 作用 在 火箭 质心 上 的 力 平衡 方程 的 形式 : 


A | --5-- 0-5 | Г. 1, Н В | | \ 
z= (тож (0) + ($). _ 0310-0) 


式 中 


| X= (9..9, 0; х, у, 2)“ 
为 火箭 质心 运动 的 参数 .vs，w，%* 为 火箭 质心 速度 在 发 射 点 惯性 坐标 系 中 的 三 个 分 量 ， 
х,у 为 火箭 质心 位 置 的 三 个 分 量 。 这 里 > 表示 向 量 的 转 置 . 

№ = (ss Wy, в, 
是 作用 于 火箭 上 除 地 球 引力 以 外 的 各 种 力 产生 的 加 速度 ， 即 发 动机 推力 加 速度 和 空气 动 
力 加 速度 ,通常 称 也 为 视 加 速度 , 它 在 惯性 坐标 系 中 的 三 个 分 量 为 ws、c 、 zs。 可 在 惯性 
稳定 平台 上 按 X, У, Z 定向 的 三 个 加 速度 表 测 量 出 来 

. 8 == (1.5 05, Be)” 
表示 作用 于 火箭 上 的 地 球 引 力 加 速度 , 它 在 发 射 点 惯性 坐标 系 中 的 三 个 分 量 为 


==» -—— х 

8. из 
то + 

в в 9190, У) 


8 = – р 
= , ‚3° 
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ш = рогі, (13.10 2) 
火箭 质心 到 地 心 Og 的 距离 为 向 径 7 
ғ == [52 4 (т Ну): 十 22], (13.10-3) 


© 是 地 面 引 力 加 速度 , ro 是 地 球 半径 。 显然 引力 加 速度 g 是 火箭 位 置 的 非 线性 函数 . 

在 标准 推力 程序 和 标准 空气 动力 条 件 下 飞行 的 弹道 式 火 箭 , 可 按 式 (13.10-1) 和 
(13.10-2) 计算 出 主动 段 的 标准 飞行 弹道 . 

式 (13.10-1) 是 非 线性 微分 方程 ,不 便于 用 线性 系统 的 理论 来 研究 , 像 本 章 第 13.2 节 
中 的 情况 一 样 , 我 们 用 弹道 摄 动 理论 对 式 (13.10-1) 作 线 性 化 处 理 ， 注 意 到 式 (13.10-1) 
中 火 第 运动 视 加 速度 罗 是 可 以 直接 用 加 速度 表 测量 出 来 的 物理 量 , 因而 线性 化 时 把 它 作 
为 方程 的 驱动 项 ， 不 必 将 多 再 分 成 推力 加 速度 部 分 和 气动 力 加 速度 部 分 。 引力 加 速度 
是 火箭 位 置 的 非 线性 函数 ， 不 能 用 惯性 仪表 来 测量 ， 它 只 能 在 知道 火箭 位 置 后 按 式 
(13.10-2) 计算 出 来 .我们 只 要 对 引力 加 速度 g 进行 线性 化 处 理 , 就 可 以 使 式 (13.10-1) 
成 为 变 系数 线性 微分 方程 | 

首先 ,完全 类 似 于 第 13.2 节 的 作法 ,用 6 表示 同一 时 刻 各 参量 的 偏差 , 很 容易 推出 式 
(13.10-1) 的 摄 动 方程 9 | | 

5 BX) 一 А(0)ёх (г) + Вебе). | (13.10-4) 
式 中 - . | Е 
бх@) зә х(г) — (0), | , (13.10-5) 
pu = Ww) — &(. | 
系数 和 矩阵 


0 іССг) yr 
40) -= -一 ) ， в- (+), с 30-6) 


Og: Bg: Ogs 
Or ду д: 


др, дғ, де 
GG) == | CBr О 08, | 3.10-7 
2 | 5. ду Bs Є ) 


Әв. де, Hg: 
Or Oy Bz 


С) 中 各 元 素 是 由 标准 弹道 确定 的 随时 间 变 化 的 量 , 它 们 的 计算 公式 如 下 : 
Е 


х ғ? 


де. = (~ 3#+5)), 


Oy r 
де. ( ==) 
= = № { — , 
дг 7 
дв, _ 98: 

Ox ду 


ар _w(1 +) 
д, г? 
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Ogy ny{_ 3(r0+ у) 
oN (He), 


= т} | ` 一 
3 一 8 (13.10-8) 


注意 到 式 (13.10-1) 的 非 线性 因素 仅仅 是 引力 加 速度 g 造成 的 ， 我 们 只 需 对 引力 加 
速度 g 作 线 性 化 处 理 ， 不 必 把 方程 (13.10-1) 的 状态 量化 为 偏差 量 ， 也 可 以 推出 一 组 线 
性 方程 。 引 力 加 速度 沿 标准 弹道 的 一 阶 近 似 线性 展 式 为 


&(:) = #00) + 58(2) == Bt) + (0!60)). | (13.10-9) 
将 式 (13. 10-5) ҚА (1310-9) 后 有 | 
800) = #00) — (016) #00) + (0100) (р). (13.10-10) 
记 | | и | | 
dz) = (9) 一 2) ХО). (13.10-11) 
"0i0 


4) 为 由 标准 弹道 确定 的 已 知 时 间 函 数组 成 的 向 量 ， 再 将 式 (13.10-10) 和 (13. 10-11) 
代 人 式 (13.10-1)， 得 到 


#0) = ах) + вв + 40). (13.10-12) 


А (13.10-12) 是 火箭 主动 段 质心 运动 的 线性 方程 , 它 的 状态 变量 是 火箭 质心 运动 的 参数 
хг), 而 不 是 偏差 量 5x(z) , 驱动 项 是 (Ваш (г) + 4С)). 

本 节 推 导出 的 摄 动 方程 (13.10-4) 和 线性 方程 (13.10-12》 将 在 本 章 以 后 各 节 用 状态 
变量 法 去 设计 制导 系统 时 应 用 ， 
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弹道 式 导弹 制导 的 任务 在 于 通过 控制 火箭 推力 向 量 ,以 达到 主动 段 推 力 终止 条 件 , 使 
关机 点 的 参数 符合 能 精确 命中 目标 的 要 求 。 当 精确 命中 目标 时 ， 则 落 点 的 射程 偏差 和 横 
向 偏差 均 为 零 . 在 只 进行 主动 段 制导 的 情况 下 ， 火 箭 的 被 动 毁 及 其 落 点 完全 由 主动 眉 关 
机 点 的 参数 确定 ， 我 们 可 以 用 主动 段 关机 点 参数 预测 出 弹道 式 导弹 的 射程 偏差 和 落 点 横 
向 偏差 。 这 些 偏差 就 是 弹道 式 导弹 主动 自制 导 的 终端 受 控 参数 . 
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同样 ,发 射 人 造 地 球 卫星 或 宇宙 飞船 时 ,运载 火 第 制导 系统 的 任务 也 是 通过 对 主动 段 
弹道 的 控制 ， 使 关机 点 的 参数 满足 卫 显 或 飞船 预定 轨道 的 要 求 。 因 而 用 关机 点 运动 参数 
表示 的 轨道 参数 偏差 就 是 运载 火 第 主动 段 终端 受 控 参数 .下 面 我 们 分 别 研究 这 些 终端 受 
控 参数 的 具体 表达 式 、 

假设 地 球 为 球形 ,不 考虑 大 气 和 地 球 以 外 其 它 天 体 对 火箭 运动 的 摄 动 影响 ,火箭 在 被 
动 段 只 受到 地 球 引 力 的 作用 ,被 动 段 弹道 是 惯性 空间 的 平面 椭 贺 轨道, 椭圆 的 一 个 焦点 为 
地 心 。 利 用 椭圆 运动 的 基本 关系 ， 可 推导 用 关机 点 运动 参数 表达 的 射程 或 卫星 轨道 参数 
的 解析 公式 . 15022 

首先 讨论 弹道 式 导弹 的 射程 及 落 点 偏差 计算 公式 。 计算 弹道 式 导 弹 的 射程 ， 就 是 计 
算 导 弹 在 地 球 上 的 发 射 点 0 和 落 点 5 之 间 在 地 球 表 面 上 的 最 短 距离 乡 , 也 就 是 计算 发 
射 点 和 落 点 之 间 的 地 心 角 8。 落 点 在 地 球 上 的 位 置 由 导弹 在 惯性 众 标 系 中 的 运动 与 地 球 
在 惯性 坐标 系 中 的 运动 共同 决定 ， 发 射 点 0 也 是 随 着 地 球 一 起 运动 的 . 为 了 描述 地 球 在 
慢性 空间 的 运动 ,我 们 引入 一 个 紧 套 在 地 球 表 面 的 球 壳 , ЛХ НИЕ, 将 此 球 亮 固定 在 
惯性 空 闻 ， 不 随地 球 运 动 。 称 这 个 球 过 为 惯性 球 壳 。 在 蚀 性 球 壳 上 本 以 找 出 各 时 肇 发 身 
点 的 位 置 和 落地 时 刻 落 点 的 位 置 。 图 13.11-1 中 ，NMP ЕЖЕ, O 表示 发 射 时 刻 


图 13.11-1 


发 射 点 的 位 置 , 角 we ХХ АЕ. О, 表示 关机 时 刻 发 射 点 在 惯性 球 壳 上 的 位 置 ， K 表 
示 关 机 时 刻 导弹 在 惯性 球 索 上 投影 点 的 位 置 , 角 pi 为 天 点 的 纬度 。0。 表示 落地 时 刻 发 
射 点 的 位 置 , 5 表示 落地 时 刻 的 落 点 位 置 , 角 .9* 为 落 点 的 纬度 。 
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过 5 点 的 子午 面 与 过 0s 点 的 子午 面 之 间 的 夹 角 为 4,， 表示 落地 时 刻 发 射 点 与 落 
АНУ ВЕ. о 表示 地 球 自 转角 速度 ,7. 表示 导弹 在 被 动 段 飞 行 的 有 时间。 过 04 的 于 
午 面 与 过 0 点 子午 面 之 间 的 夹 角 ms7。 表示 在 被 动 段 飞行 时 间 内 , 发 射 点 随地 球 转 过 
的 经 度 。 表示 在 主动 段 飞行 的 时 间 ， 过 O 点 的 子午 面 与 过 Ox 点 的 子午 面 之 间 的 夹 角 
Et， 表示 主动 用 飞行 时 间 内 发 射 点 随地 球 转 过 的 经 度 。 从 表示 由 于 导弹 的 主动 段 飞行 
引起 的 关机 点 的 投影 点 KK” 与 点 04 间 的 经 度 差 。 所 要 求 的 射程 经 ,就 是 过 0。, 5 两 点 的 
地 球 大 贺 面 上 的 弧 长 0,5. Н mm 表示 地 球 半径 ,显然 有 

< = тов. (13.11-1) 
实际 落 点 5 与 预定 目标 不 重合 , 产生 射程 偏差 АЯ = ro(8 — В), 而 落 点 的 横向 
偏差 瑟 是 由 射 向 角 中 的 仿 差 引起 的 . 

为 了 直接 用 椭圆 弹道 的 基本 公式 来 计算 被 动 段 对 应 的 地 心 角 p. 和 被 动 段 飞 行 时 间 
7., 需要 在 关机 点 惯性 坐标 系 中 来 描述 导弹 关机 点 的 运动 参数 .关机 点 惯性 坐标 系 的 原 
点 为 Кд, К'Ү, #81100 ОЕ 和 天 点 指向 上 方 ，K'X4 ФЕТ КУ. 轴 并 取 在 
ООК" 平面 内 , K'Z 4 轴 按 右手 华 标 系 确定 。 关 机 时 刻 导 弹 在 该 坐标 系 中 的 位 置 和 速度 分 
别 用 x4，y4a，z4， vr4， Vy4， vs4 表示 。 关 机 点 惯性 坐标 系 和 发 射 点 价 性 坐标 系 的 关系 由 
Жу Е. у, 角 是 由 于 关机 点 横向 位 移 引起 -0 应 弧 对 发 射 方 向 OX 的 偏 角 ， 
Pr 角 是 К 点 与 发 射 点 0O 间 的 地 心 角 。 不 难看 出 ， 


бау = 20/090 + 22) . (13.11-2) 
зп, == (х1 + 21) ть. (13.11-3) 
пк [Я + Ок + п) + ЗИ, (13.11-4) 
VxeA cos7ykcospk — їп, зіп ТА с05 Вь vzk 
|. = | cosyrsinPt cospk sin ея | (13.11-5) 
0:4) — у, 0 с03 Ук ГРА 


式 中 ,下 标 《 表 示 在 发 射 点 惯性 坐标 系 中 导弹 的 关机 点 对 应 的 参数 。 显然 ,导弹 在 关机 点 
的 当地 速度 倾角 @4( 即 关机 点 速度 矢量 与 当地 水 平面 的 夹 角 ) 可 按 下 式 计算 : 
со == (НИ, (13.11-67 
од — Ст И и, (13.11-7) 
由 于 导弹 在 关机 点 存在 横向 速度 分 量 v4, 所 以 引起 被 动 段 椭圆 婵 道 平面 偏离 
KX4Y 4 平面 ,偏离 角 7Y4 可 用 下 式 计算 : 


віп Уд 一 ЕУ + 2). (13.11-8) 
”因而 ,导弹 在 关机 点 处 的 射 向 角 yi 为 
фк = фа + уа, (13.11-9) 


式 中 g4 是 K'X4 轴 与 过 K' 点 的 子午 线 正 北方 向 的 夹 角 . 
我 们 在 关机 点 惯性 坐标 系 中 应 用 椭圆 轨道 方程 来 建立 计算 被 动 段 地 心 角 В. 的 公式 ， 
我 们 知道 ,椭圆 轨道 的 参数 方程 式 为 


p т 
== А 13.11-10 
И 1 + есоз} . ( ) 


式 中 为 半 通 径 ，。 为 偏心 率 ，f 为 真 近 点 角 。 ЛУКА КА БСК 13.11-2) 
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运用 轨道 方程 ,可 得 出 被 动 段 地 心 角 8B. 的 计算 公式 ; 
В. = cos-: 20 一 2) + со |201 一 2). (13.11-11) 


图 13.11-2 


为 了 计算 被 动 段 飞行 时 间 Т,, 我 们 看 椭 贺 运动 的 开 普 勒 (Kepler) 方程 : 


— 
,人 (13.11-12) 
Е = со 11 – 2). (13.11-13) 

е `. а 


式 出 :一 zy 为 火 第 从 近地点 P 飞 到 某 一 点 的 时 间 , 为 该 点 的 偏 近 点 角 。 火 第 从 KK 点 飞 
到 5 点 的 时 间 即 被 动 段 飞行 时 间 Т, 为 | 


3 
т, = SIE, — ВО — sin Es — sin Ei)] 


一 АЕ (о 5) 一 sin (о), (13.11-14) 
式 中 椭圆 的 偏心 率 的 表达 式 是 : 


е = [1 — (2 — 54 )уксоз2 8 „1, (13.11-15) 
定义 椭圆 的 能 量 参 数 
py/ (13.11-16) 
Tk 
椭圆 的 半 通 径 


р = rivicos’@4 (13.11-17) 
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和 椭圆 的 长 半 轴 
а= Р (13.11-18) 


1 — е 
现在 ,我 们 回 到 惯性 球 壳 上 ,利用 发 射 点 0(Ok，05), 关机 点 的 投影 点 K', 落 点 2 以 
及 地 心 0z 和 北极 N 之 间 的 几何 关系 ,用 球面 三 角 学 中 的 正弦 定理 和 余弦 定理 , 依次 从 球 
面 三 角形 2055, МОьЬ, МК, NOK’ 中 ,推出 计算 射程 ie 和 落 点 横向 偏差 互 的 几何 关系 
式 : 


< = "8, 
Н = rosingsin (Ф — Фф), 
cosB 一 sin go sin ps 十 cos фосоѕ фьсоѕАь, 
sin 由 一 соѕф, п 4,/ п В, 
cos 由 一 (sinpb 一 созВ sin фо)/ зіп В cos фо, 
іп Фь = sin ф,соѕё, 十 соѕф, зіп В. с0$ hh, 
соз (ЕТ. + hs — Аһ) = (соз, — sin pr sin фь)/ соѕфьсоѕфь, 
Sin (weTs + hs — Аһ) = зір б, sin фь/ соѕфь, 
Sin фа = cos Фо sin po/ cos фк, 
соѕфи =» (sin pkcosp — sin po)/ соѕфь sin бв, 
вію (ortk 十 Ак) 一 sin osin 6,/ cos pk, | 
cos (watk 十 Ак) == (соз, 一 sin Фо т фь)/ с0$ фосоѕфь, 
sin pr 一 sin Фосоз вх + cos фо за Вл cosdo， , 
Фа Ф ть. (13.11-19) 
至 此 ， 我 们 给 出 了 用 关机 点 参数 计算 射程 和 横向 落 点 偏差 的 解析 计算 公式 .注意 到 
关机 点 的 经 度 从 是 关机 时 间 六 的 函数 ， 因 而 射程 和 横向 偏差 妃 也 是 和 的 函数 。 对 式 
(13.11-19) 这 一 组 相当 复杂 的 非 线性 函数 关系 ， 我 们 可 以 写成 函数 关系 的 一 般 形 式 
c2 = (цв), (13.11-20) 
Н = Н(х,,1), : (13.11-21) 
式 中 | 
Xk => (ик XIRS TR LAR ЯЗЬ Хек)" 5 (бар Vyks VR ку Ую 20)". 
若 关机 点 参数 都 是 标准 值 ,那么 导弹 的 射程 就 等 于 预定 的 射程 : 
| | (В) = 2, (13.11-22) 
АКЛИ Ы 5) | 
НЕ, а) = Н = 0. (13.11-23) 
当 实 际 关机 点 参数 偏离 标准 值 时 ， 实 际 的 沙 点 5 将 偏离 预定 的 上 且 标 5。 由 于 主动 段 
的 于 扰 较 小 且 有 火箭 控制 系统 的 作用 ， 因 此 关机 点 参数 偏差 一 般 属于 小 偏差 范围 。 利用 
弹道 振动 理论 在 标准 关机 点 处 将 式 (13.11-20) 和 (13.11-21) 线性 展开 ,就 得 到 射程 偏差 
Ах 和 落 点 横向 偏差 АН 的 线性 近似 表示 式 : 


А9 (1) = (а, дх(ц)) + 22 дц, (13.11-24) 
大 
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АНС.) = (5, Ах(1,)) 十 91 Ак, | (13.11-25) 
大 . 


式 中 符号 (' ，) 表 示 向 量 的 内 积 ,而 
(2= 9% 9—7 0% ви а 


Әх. ? Ох > Эх: > х. > Эх ? Эх 
ь- (29, вн эн, ан ан, ану, 181-27) 
axk Ox Ox Оха Әх Әх 


(13.11-26) 


关机 点 状态 变量 偏差 Ax(z4) 是 指 实际 关机 时 刻 С) 的 状态 量 与 标准 关机 时 刻 〔z) 
的 标准 值 之 差 Ах(1,) 表示 全 偏差 ， 


Ах(1,) = x(1) — FE), (13.11-28) 

Агь ei ` (13.11-29) 

各 偏 导数 2%, ОН 997 ОН (1,2,3, 4,5, 6) 的 计算 公式 可 由 射程 计 
Эх Эх 91 дг, 


算 公 式 求 出 。 当 标准 弹道 确定 之 后 ， 这 些 偏 导数 都 是 确定 的 常数 。 ЗЕ (13.11-28) 和 
(13.11-29) 代入 式 (13.11-24), Ж пк ВЫХ +, 得 到 射程 偏差 函数 : 


As 人 = (а, x(t)) — (а, Ж) + 2 (一 到) (13.11-30) 
> к 


这 是 一 个 用 ғ 时 刻 的 运动 参数 x(?) 预测 导弹 射程 偏差 的 公式 ， 可 以 看 出 A (0 是 时 间 
的 单调 递增 函数 ,在 接近 关机 点 时 ,AS (0) 由 负 值 通过 零 变 为 正 值 。 式 〈13.11-30) Я} 
程控 制 的 基本 公式 ， 

式 (13.11-24) 和 (13.11-25》 措 述 的 射程 偏差 AS 和 横向 偏差 АН 就 是 弹道 式 时 
弹 主动 眉 终 端 受 控 参 数 的 基本 公式 。 有 时 我 们 也 用 关机 点 参数 在 关机 时 刻 的 等 时 偏差 
5x(4) 来 表示 这 些 终端 受 控 的 参数 


AL (11) = (а, ёх()) + <А, (13.11-31) 
AH(1) = (Б, ёх(2,)) + Нда, (13.11-32) 
式 中 
5х(1ь) = X(t) — (0), (13.11-33) 
у Ы OF = = 0% 
2.= 2 э„„ + д. (13.11-34) 
. б ӘН = Ән 
б О + дв. (13.11-35) 
因为 关机 时 刻 AS2 (xz = 0, ВЕ (13.11-31) 可 得 
д = 2.68. ә). = (13.11-36) 


将 式 (13.11-36) 代入 式 (13.11-32) 得 到 
Н р 
АН() = ((6— а), x(n) ), (13.11-37) 


此 式 是 横向 制导 系统 终端 受 控 参数 的 表达 式 , 因 而 也 是 横向 制导 的 基本 方程 。 
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现在 我 们 再 来 劳 察 发 射 人 造 卫星 过 程 中 的 制导 问题 。 首先 讨论 人 造 地 球 卫 星 的 轨道 
参数 计算 方法 . 

人 造 地 球 卫 星 在 惯性 空间 沿 平 面 椭圆 轨道 飞行 ， 卫星 的 运动 规律 与 弹道 导弹 自由 飞 
行 眉 的 运动 规律 是 相同 的 。 如 果 我 们 知道 了 卫星 运载 火箭 主动 段 关 机 点 ( 即 卫星 入 轨 点 》 
的 运动 参数 xx 和 时 间 л, 就 可 确定 人 造 卫 星 在 惯性 空间 的 运动 。 通 常 采用 “轨道 根 数 ” 
来 描述 卫星 轨道 .为 了 说 明 轨 道 根 数 的 含义 ,我 们 建立 地 心 惯性 坐标 系 Os-XeYzZ2s( 见 
13.11-3) Oz 为 地 心 , Zs 轴 指 向 北极 ,Xs 轴 在 赤道 平面 内 指向 惯性 空间 一 固定 点 
春分 点 7 (春分 点 的 位 置 可 由 天 文 年 历 查 得 ), Ys 轴 在 赤道 平面 内 按 右手 坐标 系 确定 。 


图 13.11-3 


卫星 的 轨道 平面 在 地 球 表面 截 出 一 个 大 圆 ,此 圆 与 赤道 交 于 两 点 , 当 卫 星 从 南 向 北 穿 
过 赤道 平面 时 ,对 应 的 点 称 为 升 交 点 О, 从 北向 南 穿 过 赤道 平面 时 , 相应 的 点 称 为 降 交 点 
5， 能 完全 确定 卫星 轨道 的 六 个 轨道 根 数 是 : 轨道 长 半 轴 (或 半 通 径 p); 偏心 率 。; 通 
过 近地点 的 时 间 ss; 轨道 平面 倾角 i 升 交点 赤 经 8; 近地点 幅 角 w%。 升 交点 赤 经 和 轨 
道 平 面 倾角 i 确定 轨道 平面 在 惯性 空间 的 位 置 ， 近 地 点 幅 角 名 确定 椭 贺 在 轨道 平面 内 的 
位 置 , 半 通 径 ? 和 偏心 率 。 确定 椭圆 的 形状 和 大 小 。 当 六 个 轨道 根 数 给 定 后 ,卫星 在 惯性 
空间 中 任 一 时 刻 的 位 置 和 速度 即 可 完全 确定 ， 
根据 已 知 轨道 根 数 去 确定 卫星 的 位 置 和 速度 , 是 “卫星 预报 ”所 研究 的 问题 。 根 据 已 
” 知 某 些 时 刻 卫 星 的 位 置 和 速度 去 确定 轨道 根 数 ,是 “卫星 定 轨 ”研究 的 问题 . 我 们 研究 的 
是 运载 火箭 的 制导 问题 ,其 任务 是 将 卫星 准确 送信 预定 轨道 , 即 要 控制 关机 时 刻 ( 人 轨 点 ) 
的 位 置 和 速度 ,使 卫星 的 轨道 根 数 等 于 预定 值 。 这 个 问题 与 “ 定 轨 ” 问题 关系 密切 . 为 了 
找 出 卫星 轨道 根 数 与 关机 点 参数 间 的 关系 ,我们 先 建立 坐标 系 Oa-#m5《 见 图 13.11-3), 坐 
标 原点 为 地 心 Ок, 占 轴 与 过 近地点 的 地 心 距 矢 径 一 致 ,在 轨道 平面 内 取 站 轴 垂 直 于 二 轴 ， 


13.1 ЯНВ 
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е 


5 铀 与 卫星 动量 征 rg X о 的 方向 一 致 ,使 Oser-59z 构成 右手 坐标 系 。 三 轴 的 单位 矢量 分 


Яіс Е.Е „> і. 
如 果 在 地 心 惯 性 坐标 系 中 已 知 关机 点 的 位 置 和 速度 т, Dx ШЖ 


i = re X Ve 
Пе x о? 
р бр 
тр Х О, == | ХЕ УЕ ZE 
#Е Е SE 


[7х х о, || == [Сувёв 一 ве?) 十 (zetp — хайр) + (хў: 一 ук], 


由 坐标 系 Og-XgYEZE 与 坐标 系 О»-&зб 间 的 转换 关系 可 知 


i = sin О яп й, — со50 айу, + соѕй,., 


将 式 (13.11-39), (13.11-40) 1 (13.11-41) 代入 式 (13.11-38) 可 得 出 


к 2 = О sini, 
Е х vs|| 


ХЕЯЕ 一 FEr 
[ее х vll 


ХЕХЕ — УБЕ — сові 
[ее x о || у 
由 式 (13.11-42) 即 可 确定 角 Q МЯ:. 由 椭圆 基本 关系 知 , 半 通 径 


А2 一 [те х 9 
= > 


а= 05 sin +, 


Р == 
Р Р 
偏心 率 为 
е [а (а 28) 2 > 
式 中 - 
= ЊО + 25, 
re 中 (5 + УЕ + 28, 
由 轨道 方程 
= Р 
7 1 + есоз 
和 
Е хей 十 yiyE 十 Е 
可 确定 出 关机 点 的 真 近 点 角 扩 ,由 


с 
Е 


又 可 求 出 关机 点 的 偏 近 点 角 Е. ВЕНУ 
1, = (2с, — esin Ei) 


(13.11-38) 


(13.11-39) 
(13.11-40) 


(13.11-41) 


(13.11-42) 
(13.11-43) 


(13.11-44) 


(13.11-45) 
(13.11-46) 


(13.11-47) 


7 (13.11-48) 


(13.11-49) 


(13.11-50) 
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就 可 求 出 #。 最 后 , 若 令 升 交点 2 处 的 地 心 矩 关 径 的 单位 矢量 为 8, 则 


В == cosQis, + vin Qi,,. (13.11-51) 
由 А 
(в, re) СОЗ + yesinO os(w + fi), (13.11-52) 
rE rE 
和 
| х 下 = 一 [2% + (уксбз@ — хе sin Qt = sin(o + fr) (13.11-53) 
Е Е ° 


可 确定 吧 角 . 至 此 得 到 了 六 个 轨道 根 数 与 运载 火箭 关机 点 运动 参数 (rs，pz，&) 之 间 的 
关系 。 类 似 于 弹道 式 导 弹射 程 视 差 和 横向 落 点 储 差 公式 ， 我 们 也 可 以 求 出 卫星 轨道 根 数 
偏差 与 关机 点 运动 参数 偏差 的 线性 化 关系 式 ， 并 作为 运载 火 篆 主 动 段 的 终端 受 控 参数 的 
状态 方程 ， 

然而 对 于 不 同 用 途 的 卫星 ， 具 体 的 受 控 参数 并 不 一 定 需 要 用 六 个 轨道 根 数 来 表示 . 
而 且 某 些 运载 火箭 受到 控制 能 力 的 限制 ， 也 不 能 使 六 个 轨道 根 数 都 达到 预定 值 。 通 常 是 
根据 具体 要 求 和 可 能 对 某 些 最 重要 的 轨道 参数 进行 控制 ,向 如 控制 轨道 周期 了 ,轨道 平面 
倾角 i, 近地点 高 度 hp, 远地点 高 度 如 ,人 扫 点 星 下 点 位 置 (px, ?4k) ЗЕ. 下面 给 出 用 发 射 
点 锅 性 坐标 系 中 运载 火箭 关机 点 的 参数 (x, г) 计算 这 些 常 用 的 轨道 参数 的 公式 ， 

轨道 周期 


1-2; (13.11-54) 

在 球面 三 角形 МОК’ 中 ( 见 图 13.11-4) ,应 用 正弦 

定理 可 求 出 轨道 平面 倾角 (Е К 为 运载 火 第 入 轨 
点 在 地 球 上 的 投影 点 ) 


cosi 一 cos фу sin фь; (13.11-55) 
近地点 高 度 
ГА ==” (13.11-56) 
Рф; (13.11-57) 
图 13.114 工 一 e 


以 上 公式 中 出 现 的 椭圆 长 半 轴 а, 半 通 径 p, (ВЖ е, 关机 点 射 向 角 фь, Е фа, 经 度 
д, 等 用 关机 点 参数 xi、 表示 的 计算 公式 ， 已 在 前 面 射程 计算 公式 中 给 出 。 可 以 看 出 ， 
ТЛВ 与 关机 时 | 间 六 有 关外 ,其 它 参 数 都 只 是 关机 点 运动 参数 xi 的 函数 ,所 
以 上 述 轨 道 参数 的 一 般 表 示 式 为 

T= Т(х,), = (х6), А, = (хо, А. = (әх), 

Фк = ф(х), А, == Акаа, 26). (13.11-58) 
利用 摄 动 理 论 ,得 到 轨道 参数 偏差 的 线性 表示 式 : 

АТ == (е, AxCQ)), А = (4, Ax(i)), АВ, = (е, Ах), 
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ДА, == (Ё, Ах(2)), Аф, = (=, Ах(ц)), 
д, = (А, Аж(1,)) + оц д. | (13.11-59) 
| 4 
式 中 


— м 


(这 > Ora” дхзь ? д ) Эх > Oxer 
а ( д; д; д; д: д: д; у 
от] 
Эха Ox Ӧхзь дх., дл Oxek 


Dp Bh, ӘБ, 0 Әһ, ӘР, у 
Әх,’ Әх > Ora ” Or ” Әх’ Өх; 


в — (29 дк Әә Op: Әб Эа 
Әх’ дх›ұ Әх’ Әх’ `хѕв” Әх; И 


Р - (5, BU, ба 5а OU ‚ 8)’. (13.11-60) ` 
Эх Әх Әхзь ” Әх” дк ° Эх 
所 有 这 些 偏 导数 都 是 由 标准 弹道 ,标准 关机 点 所 决定 的 常数 ， 同样 ， 也 可 用 关机 时 刻 关 机 
点 参数 的 等 时 偏差 sx(w) ,表示 这 些 轨 道 参数 的 偏差， 
АТ 一 (ce，58x()) + ТД, А == (а, вх()) + ЦАц, 
ДА, = (е,6х(14)) + А.А, ДА, == (Е,бх()) + Bo AAA， 
Ag == (8, 5х(1)) + Фуд, Аль = (В,бх(ь)) + АА. (13.11-61) 
式 中 


6 6 

. ЭТ =. : "GB =. 

Т, == > 一 一 -Xi Їр = > 一 一 #7, 
4 = од 6 21 Әх Zl 0), 


| 6 6 
др = У) 0% ZE А = Sh F(z 
А 2 400), д Со, 


=1 
6 6 
А =, : ` 04, = /- 
Ф = У. ое 20), = У) аң. з) + эң. „ (13.11-62) 
бп Өх, i=1 Оха ц 


式 (13.11-59) 和 式 (13.11-61) 是 运载 火箭 制导 的 基本 方程 。 可 以 看 出 ,这 些 方程 和 弹道 
式 导弹 制导 的 基本 方程 完全 类 似 。 下 面 我 们 以 弹道 式 导弹 为 例 ， 根 据 本 节 中 给 出 的 基本 
方程 式 (13.11~30), (13.11-37) 来 研究 弹道 火箭 的 制导 问题 。 以 式 (13.11~30) 为 基础 研 
究 射 程控 制 系统 ,以 式 (13.11-37) 为 基础 研究 横向 制导 系统 。 
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弹道 火箭 的 任务 是 将 导弹 的 战斗 部 送 到 已 知 的 目标 ,或 者 将 有 效 载荷 送 入 预定 的 运 
行 轨 道 。 当 发 射 点 和 月 标 ,或 者 卫星 运行 轨道 参数 确定 之 后 ,可 以 按照 火箭 发 动机 和 弹 体 
结构 的 额定 参数 ,大 气 和 地 球 引力 场 的 标准 参数 ,事先 设计 标准 飞行 弹道 .如果 在 实际 飞 
行 中 一 切 条 件 都 和 标准 飞行 条 件 一 样 , 则 制导 系统 非常 简单 ,只 需 弹 上 计时 机 构 在 预定 的 
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关机 时 刻 发 出 关闭 发 动机 的 信号 就 行 了 因为 发 动机 关闭 之 后 导弹 沿 标准 被 动 段 弹 道 飞 


行 , 就 能 准确 命中 上 且 标 。 但 是 ,实际 飞行 条 件 总 会 偏离 标准 条 件 , 例 如 发 动机 推力 偏差 , 弹 
体 结构 参数 偏差 大 气 条 件 偏差 等 ,我们 称 这 些 偏差 为 作用 于 火箭 上 的 干扰 ， 在 这 些 干扰 
作用 下 火箭 不 能 沿 标 准 弹道 飞行 ， 如 果 不 加 适当 的 制导 ， 仍 然 按照 预定 标准 关机 时 刻 关 
机 , 必然 出 现 关机 点 运动 参数 偏差 ох), 由 式 (13.11-24) Ж (1311-25) 知道 , 导弹 的 
实际 落 点 对 预定 目标 将 产生 射程 偏差 As (7) 和 横向 偏差 АНС). 在 各 种 干扰 存在 的 
条 件 下 ,研究 引导 导弹 准确 命中 目标 的 问题 ,就 是 导弹 的 制导 问题 。 控 制 射程 偏差 为 零 的 
系统 称 为 射程 控制 系统 ， 控 制 横向 偏差 为 零 的 系统 称 为 横向 制导 系统 .我 们 知道 射程 偏 
差 是 外 干扰 作用 引起 实际 弹道 偏离 标准 弹道 造成 的 。 式 (13.11-24) 是 弹道 参数 偏差 
Дх). 关机 时 间 偏 差 Ar 与 射程 偏差 As“ (ек) 间 的 数学 关系 ,这 个 关系 说 明 ,只 要 参数 
偏差 向 量 (Ax(z)，AA): 与 偏 导数 向 量 (a, Әс /9:,)" 正 交 ， 就 可 使 射程 偏差 为 零 ， 从 
弹道 学 的 观点 看 ,其 物理 实质 是 达到 同一 旦 标的 被 动 段 弹道 可 有 无 数 条 ,或 者 说 为 达到 同 
一 射程 я 一 (ха), и), 5 (13.11-20) 有 无 穷 多 组 解 。 我们 只 需求 出 标准 值 附近 
的 任 一 组 解 , 即 在 标准 关机 点 附近 选择 一 个 实际 关机 点 ,使 AS (л) 一 0, 并 不 需要 把 导 
弹 控制 到 标准 关机 点 ,使 人 A(z) 一 0， 显然 ,这 样 做 将 给 制导 系统 的 设计 带 来 很 大 的 方 
便 . 进一步 研究 式 (13.11-30) 发 现 , 弹道 参数 x(2) сева vz Vy， х. у) 是 飞行 时 间 * 
的 单调 递增 函数 ,而 且 当 上 < 长 时 有 


(са, xcGo) + 8 红 可 > а, х(0)) + = 22 2 > 0, (13.12-1) 
Ol 
因而 射程 偏差 函数 Аа (2) 在 主动 段 飞 行 过 程 中 是 时 | 间 ғ нии трява 


值 , 逐渐 增加 到 零 再 达到 正 值 。A 红 (4) = 0 的 时 刻 4， 就 是 关闭 发 动机 使 导弹 开始 自 


由 飞行 的 时 刻 。 因 此 射程 控制 归结 为 对 关机 时 间 的 控制 。 

从 控制 系统 的 观点 看 ,主动 段 射 程控 制 系统 还 具有 以 下 特点 。 首先 ， 它 是 一 个 摄 动 预 
测 制导 系统 。 在 弹道 摄 动 原理 的 基础 上 得 到 的 射程 控制 基本 方程 式 (13.11-30) ， 是 一 个 
Я 时 刻 的 系统 状态 变量 (г) 预测 落 点 射程 偏差 的 公式 ， 射 程控 制 是 根据 这 个 预测 值 
As (4) 来 进行 的 。 其 次 , 它 是 一 个 反馈 § 控 制 系统 ,因为 它 的 控制 信号 да (0 是 用 系统 的 
状态 变量 хб) 计算 出 来 的 、 但 是 它 是 一 个 特殊 的 状态 反馈 控制 系统 , 当 根 据 xG) 预测 出 
的 AQ) 二 0 时， 射程 控制 系统 不 发 出 任何 指令 , 火箭 发 动机 继续 按 预定 程序 工作 , 当 
根据 хо) ИИ ДС (А) 一 0 时 ,发 出 关机 指令 ,关闭 发 动机 . 即 这 种 反馈 控制 是 通过 让 
发 动机 继续 工作 或 是 停止 工作 来 实现 的 。 如 果 и 时 刻 根据 系统 的 状态 变量 x(zi)， 按 自 
由 飞行 弹道 预测 的 射程 偏差 为 

д9 11) = (а, дж) + 2 
. О 


A =0, (13.12-2) 


Юг 以 后 不 需要 发 动机 推力 , 火箭 将 在 地 球 引 力 加 速度 作用 下 沿 椭 贺 弹道 命中 县 标 。 我 
们 称 发 动机 的 推力 加 速度 为 控制 加 速度 ,地球 引力 加 速度 为 零 控 加 速度 , 则 六 时 满足 约束 
条 件 

АС (2) = 0 
的 状态 可 称 为 零 控 无 偏 状 态 。 当 AS < 0 时 ,火箭 在 发 动机 程序 推力 ( 即 榨 制 加 速度 ) 


TA т 
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的 作用 下 加 速 飞行 ,并 且 在 7 附近 某 时 刻 达 到 零 控 无 偏 状态 (A 红 (2) = 0), ВЕЛ 
《控制 加 速度 为 零 ) ,火箭 沿 零 控 弹道 (自由 飞行 弹道 ) 命 中 目标 。 

在 主动 段 飞行 过 程 中 , 用 来 选择 火箭 达到 零 控 无 偏 状 态 (АА (г) 一 0) КЮНЧА гь 的 
方程 称 为 关机 方程 . 关机 方程 的 设计 是 制导 系统 设计 的 主要 任务 。 我 们 可 以 直接 从 射程 
控制 的 基本 方程 《13.11-30) 出 发 ， 代入 导航 计算 得 到 的 系统 状态 变量 х(г), 就 可 得 出 关 
机 方程 的 一 般 形式 : 


A (0 = > 8 „(о + 20 ли — У 92 401), С (132-3) 


如 前 所 述 , 这 是 一 个 有 导航 计算 的 ， 特殊 的 状态 反馈 预测 制导 系统 的 关机 方程 ;简称 为 有 


ИН. 然而 仅仅 为 了 控制 关机 ， 复杂 的 导航 计算 并 不 是 必须 的 ,因为 控制 
只 需要 预测 出 


ДА (1)=(a, Ах(д4)) + с-а дь, 
А 


并 不 一 定 需 要 象 飞机 和 舰 船 导 航 系统 那样 ， 去 求 飞行 过 程 中 各 点 的 位 置 和 速度 ， 我 们 可 
以 利用 摄 动 理论 和 状态 变量 方法 来 设计 直接 利用 加 速度 表 输出 量 进行 反馈 控制 的 关机 方 
程 。 

首先 ， 我 们 建立 射程 控制 系统 的 状态 方程 。 为 了 描述 这 个 特殊 的 输出 反馈 控制 系统 
的 状态 变量 除了 火箭 质心 运动 的 六 个 参数 外 ， 还 可 以 引入 一 个 扒 述 关机 控制 的 关机 状态 
变量 КС), М К(1) = К) 时 ,发 出 关闭 发 动机 的 指令 。 措 述 关 机 状态 变量 КО) 与 
系统 输出 信号 ( 即 加 速度 表 测 量 的 信号 必 e，zv 0) 的 关系 的 微分 方程 

К = (0, wy, @,) (13.12-4) 

称 为 关机 状态 量 方程 。 

注意 到 一 般 的 控制 系统 设计 的 目的 ， 是 综合 出 席 足 一 定 控制 指标 的 最 优 控 制 规律 ， 
然而 在 射程 控制 这 个 特殊 系统 中 ,控制 加 速度 的 形式 已 经 给 定 了 , 即 发 动机 推力 按 预定 程 
序 变 化 ， 需 要 加 以 控制 的 是 发 动机 工作 的 时 间 ， 邑 让 发 动机 工作 或 者 让 它 从 某 时 刻 起 关 
м. 关机 方程 就 是 用 来 选择 发 动机 的 关机 时 刻 ， 设 计 者 的 任务 就 是 要 找 出 用 系统 输出 量 
(us zy 0.) 表达 的 关机 方程 的 形式 。 显 然 , 只 要 我 们 找 出 关机 状态 量 КО) 的 表达 式 ， 
就 可 设计 出 关机 方程 。 关机 状态 量 方程 (13.12-4) 中 函数 f 的 具体 形式 是 不 知道 的 ， 只 
有 通过 设计 射程 控制 系统 来 确定 ， 下 面 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 . 

射程 控制 系统 的 状态 方程 可 由 式 (13.10-12) 和 (13.12-4) 合并 得 到 

х = Ах -и. (13.12-5) 
系统 的 状态 变量 
х == (ху, х0, 03, 4, А5, 26, х) а Ves ру, ру хуу ®, ку, 
驱动 项 
а= wt di, и, +4, Ф, +а,,0,0,0, р" 

Кин 
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07 0 0 де, де; д2; 0 

ГО 
0 0 0 bg， де, Әғ, 0 

| ar Әу д: 

о 0 0 де, де, дк, 0 | 
Әх Әу Oz 
0 0 о | 


1 
0 
0 


о о ны о 
о мн о о 


0 
0 
0 


о о о 


0 
系统 的 测量 方程 , 即 加 速度 表 的 测量 方程 为 
1 一 太一 8 (=х, у, я). (13.12-6) 
初始 条 件 w= 0, v0) == ош, V0) 一 0， pe(0) = уж, 
х(0) == у(0) == 2(0) = К(0) 一 0. (13.12-7) 
注意 到 , 如果 按 条 件 天 (mx) = КО) 关机 ， 即 在 a 时 刻 系统 达到 零 控 无 偏 状 态 ， 故 
А (2) = 0, МИ К(26) = К(?,) 关机 <> AS CA 一 0。 (13.12-8) 
НН (13.11-24), (13.11-28) 可 知 
AS (1) = у 9 гэд (4) + 52 Au 一 52 <. Ка) =0. (13.12-9) 


$=1 


现 取 ка 一 >35 
由 式 (13.12-8), (13.12-9) 和 (13.12-10) пя, 正确 的 关机 深 制 必 : 须 使 关机 时 刻 2, 的 状 
态 变 量 满足 以 下 关系 式 : 


Хи) = > 5 хє) + 22 At — К(2ь) = 0. (13.12-11) 


2244). 2. | (13.12-10) 


我 们 把 式 (13.12-11) 作为 关机 方程 的 设计 指标 ,如 果 这 个 指标 得 到 满足 ， 必然 使 
A (ек) 一 0 成 立 。 于 是 我 们 的 问题 归结 为 ， 对 系统 式 〈13.12-5)， 选 择 关机 状态 变量 
Ке), 使 其 在 实际 关机 时 刻 (ек) 满足 终端 设计 指标 ЛС) == 0, 

式 (13.12-5) 描述 的 射程 控制 系统 ,是 一 个 七 维 的 线性 系统 , 设计 指标 式 (13.12-11) 
只 与 主动 段 终端 状态 参数 有 关 ， 所 以 可 以 利用 线性 系统 的 伴随 函数 方法 来 进行 设计 。 式 
(13.12-5) 对 应 的 伴随 方程 为 


—& = АА, АЄР,, (13.12-12) 
由 布 利 斯 公式 得 到 А | ， . 
(А, х) | “一 | * (А, war, (13.12-13) 
Сч io 
| & ав» 16) = 9, 2,00, 20) 一 32 ， Аз, 2) 一 8 › 
до, доуқ до, 


< OY 
fk) 一 52, А52, tk) — бу, ° Аек, 6) 一 “да, ? 


А06 2) = —1. (13.12-14) 
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以 式 (13.12-14) 为 终端 条 件 ， 解 伴随 方程 (13.12-12), 将 得 出 的 伴随 函数 代入 式 
(13.12-13)， 并 利用 式 (13.12-11) 可 得 出 | 


ЈС) = 52 ды А.(о, tO Vz0 十 А00, tk) Va0 


+ | {hr Crt dr) + ье) Со +45) + ыы, +4.) 


十 (т, К, в, 2.)}ат = 0. “13.12-15) 
由 伴随 方程 (13.12~12) 显然 有 
А, =0, “13.12-16) 
所 以 к) = к, к) = —1. (13.12-17) 
式 (13.12-15) 可 化 为 


KG = |“ К, фут 


= са дд + СУ акк + 23, 26) 20 
А 


+ асе, ди. (т) + Ат, )@,(т) + s(t, sw ar 


+ ас, а; + А07, 16)4, + 2307, пра, } ат. (13.12-18) 
利用 分 部 积分 法则 жарал (13.12- 0) Жп шд) = 0, 式 (13.12-18) 可 化 为 
天 (eeD) => 22 w а) 十 24, „(аь) + 95° до, 2 (а) 


+ Г" {244+ , 1), (т) + А57, ушу, (т) + 2,7, )ш,(т) }ar 


95 


十 Э, Агь + 4:(10, рек 十 А00, и 
к 


і 
+ с, 1), + (в, aa + А0, ца, йт. 13.12-19) 


显然 标准 关机 状态 变量 К(7ь) 也 可 以 表达 成 类 似 的 形式 : 
Я 0) + ED) + OE HG) 
к, д, др, 


КС) = р 


+ абе, Се) + бк, B®) + ие, в) Се) 
+ а, дел + 5, Идею 
+ [* Че Dds + абе, а, + 2, #)4.}4т. (13.12-20) 


因而 关机 条 件 可 表示 为 
К(2) — КО) = 0, (13.12-21) 


再 令 о = 4 At + А0, це 十 АЗС, цию 
tn 
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А | 
十 асе, а, 十 А(т, а, 十 (т, 1.)2,\4т 
一 |aCo Ov + аба, А) а 


+ | {аСт, а, + 1/7, ва, + (т, 2%) аа]. (13.12-22) 
2 是 关机 时 间 偏 差 ду, КАЖ, Аа ОСА). ҒА 
1) 一 222.0) + 52001) + 52 0.0) 


+ с, 2), 00) + (е, BT) + Ае, вв, (=) ar, (13.12-23) 


和 
К) 一 52 wail) + 8 By BE + 9% 22 ш (г) 
+ ае, п) (+) + (с, КИ + С) rT) ar 5 
+ 024), . | ., (13.12-24) 
Я (13.12-21) 可 变换 为 | о 
Ки) — К) = 0. .. | 2 (13.12-25) 


弹 上 制 导 计算 机 根据 加 速度 表 测 量 的 火箭 视 加 速度 必 :, 0, 0, 不 断 按 式 (13.12-24) ++ 
算出 КО, БВ ЮО 相 比 较 , 当 满足 式 (13.12-25) 时 ,发 出 关机 
指令 ,关闭 发 动机 .由 此 ,得 到 加 速度 表 输 出 反馈 的 关机 方程 ; 

АК 一 RD ， 一 00 (13.12-26) 
和 关机 条 件 : | Е 
АК) = ко 一 Re == 0. 7 (1342-27) 


1313 шагнана 


зана ЖИ ВИНАХ. 第 13.11 节 中 给 2 出 的 
横向 偏差 公式 (13.11-37) 是 一 个 用 к 时 刻 的 系统 状态 变量 хо) 预测 落 点 横向 偏差 的 
线性 化 公式 ， 由 于 关机 时 间 4 是 按 射程 偏差 A (ro) е 0 来 选 定 的 ,因而 时刻 对 应 的 
落 点 横向 偏差 АНС) 不 能 通过 选择 来 控制 ,只 能 通过 对 主动 段 弹道 进行 控制 ,才能 使 
к НИ АНСЮ 一 0， 注意 到 式 (13.11-37) 是 沙 点 横向 偏差 在 关机 点 泰勒 展开 式 的 一 
阶 项 , 它 只 在 关机 点 附近 才 近 似 表示 预测 的 落 点 横向 偏差 ,但 是 到 十 分 接近 关机 点 才 来 控 
制 火 往 的 弹道 以 消除 主动 段 飞行 过 程 中 干扰 作用 累积 的 偏差 ДНС), 往往 为 时 过 晚 ,在 
控制 能 力 有 限 的 情况 下 ,会 引起 落 点 横向 偏差 ,降低 制导 精度 ， 因 此 必须 在 主动 段 飞 行 过 
程 中 求 出 合理 的 横向 导 引 信号 , 及 时 控制 火箭 的 飞行 弹道 ,不断 消除 干扰 的 影响 , 使 其 在 
关机 点 处 满足 落 点 横向 偏差 АН(1ь) == 0 的 要 求 . Н 

我 们 已 经 有 了 用 ла Н ОРАЗ Н ТАЗЕ АК, (13.11-37). 现在 还 
需要 推导 出 用 主动 段 飞行 中 任意 时 刻 е ОЕ АВАВ АНС) 的 公式 ,我 
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们 记 这 个 偏差 为 РАН, г), 然后 运用 极 大 值 原理 综合 出 消除 偏差 АНС, г) 的 最 优 控制 
规律 . 
第 13.10 节 中 已 推导 出 弹道 火箭 主动 段 运动 的 摄 动 方程 为 
5х(р) = А(дёх(р + Вӧш(:), 
5х( п) 一 бж. 
5%(:) = 94) 一 (0). | (13.13-1) 
视 加 速度 是 由 作用 于 火箭 上 除 地 球 引力 以 外 的 力 ， 即 发 动机 推力 和 空气 动力 引起 的 加 速 
度 , 视 加 速度 的 偏差 是 由 推力 偏差 、 气动 力 偏差 和 火箭 质量 偏差 等 因素 共同 壮 成 的 ， 因而 
可 将 8u 作为 系统 的 干扰 项 . 
弹道 式 导 弹 在 主动 段 飞行 过 程 中 ,由 于 各 种 干扰 的 作用 ,使 实际 飞行 弹道 偏离 标准 弹 
道 , 因 此 * 时刻 之 前 干扰 作用 的 效果 直接 反映 在 г 时刻 的 弹道 参数 偏差 5x(z) Е, 主动 段 
“预测 ”的 任务 就 是 要 用 + 时 刻 的 运动 参数 偏差 sx(z)， 计 算出 落 点 横向 偏差 АН(Сь1), 
横向 制导 系统 利用 AHCz4, ғ) 形成 * 时 刻 的 反馈 控制 信号 ， 以 消除 + 时刻 之 前 干扰 作用 
引起 的 落 点 横向 偏差 .显然 , * 时 刻 之 后 可 能 出 现 的 干扰 无 法 确 知 , 所 以 在 计算 АНС, 
起 时 不 予 考虑 , 即 是 说 从 * 到 44 的 预测 是 按 标 准 条 件 进行 的 。 因 而 有 


6w(r) = 0, МтЕ (1. (13.13-2) 
系统 的 摄 动 方程 (13.13-1) 变 为 齐 次 方程 | 
X(t) = А(Фёх(), #6 (2, 1]. | (13.13-3) 


我 们 的 且 的 是 由 5x(z) 计算 АН( к, 2， 而 不 是 计算 ах). 由 第 13:11 书 可 知 ， 横 向 制 
导 系 统 的 终端 受 控 参数 AD(z), 是 关机 点 运动 参数 偏差 5x(zi) 各 分 量 的 线性 组 合 ,因而 
用 5x(z) 计算 АНС, 1) 的 问题 可 用 伴随 函数 的 方法 解决 。 式 (13.13~3) 的 伴随 方程 为 


i (13.13-4) 
由 布 利 斯 公式 知 | | 
(А@ю, EXC1)) = (АС), OX)). (13.13-5) 
= НЯНЯ 
(р В И 
A) = (Ь Та), (13.136) 


解 方程 〈13.13-4)， 得 出 的 伴随 向 量 记 为 к Ds | 16 [ш, и; 8 А, 0) КАХ 
(13.13-5) 得 


АН(Ы, 0) = ((ь 一 а), од) 一 и, 0), вх). (13.13-7) 
` А 


АН, 1) 表示 由 + 时 刻 的 运动 参数 偏差 5x(z) 预测 的 落 点 模 向 偏差， 或 者 看 上 : 时 刻 以 
前 的 干扰 引起 的 落 点 横向 偏差 。 这 种 利用 伴随 函数 方法 进行 的 预测 ， 建 立 在 弹道 摄 动 的 
基础 上 ,我们 称 这 种 预测 制导 为 摄 动 预 测 制导 .因为 (в, 0) 可 以 在 导弹 发 射 之 前 预先 
计算 出 来 ，3x(z) 可 由 制导 系统 的 导航 计算 实时 给 出 ， 利 用 式 (13.13-7) 即 可 实时 计算 
АН, 0). ВАНО, Р) 作为 反馈 控制 信号 ,通过 横向 控制 系统 使 АН, г) >00, 即 可 
消除 飞行 过 程 中 干扰 作用 引起 的 横向 偏差 ,从 而 保证 在 实际 关机 时 刻 AHCzt) 一 0。 
和 第 13.12 节 一 样 ,仅仅 为 了 进行 模 向 制导 , 复杂 的 导航 计算 并 不 是 必须 的 。 我们 利 
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用 摄 动 理论 ,可 以 推出 直接 用 干扰 测量 值 gu 预测 落 点 横向 偏差 АНСЬ, г) 的 计算 公式 ， 
对 方程 式 (13.13-1) 和 伴随 方程 (13.13-4) 运用 布 利 斯 公式 


(А, вх) |“ 一 |“ (А), В ёш(с))ат (13.13-8) 
并 注意 到 伴随 方程 (13.13-4) 的 终端 条 件 仍然 为 


А) =ь— Вка, 
г 


在 不 考虑 初始 条 件 的 偏差 的 前 提 下 , 即 sx(z) == 0, 式 (13.13-8) 可 化 为 
АН(1) = (А0), 8х0) = | (2011,7), В sub(r))ar。 (1313-9) 


再 注意 到 由 上 到 的 预测 是 按 标准 条 件 进 行 的 , 故 干 扰 作 用 为 零 , 即 
6u(r) 一 0， УтЕ(1,14]. | (13.13-10) 
所 以 ` 


АНИ, 0) = | (Аб, е), B wlr))ar. (13.13-11) 
利用 分 部 积分 法 ,在 不 考虑 初始 干扰 影响 的 情况 下 有 
ABC 有 一 (Cu 0), wD) 一 | 0а, 7), В euo(r))ar 
== (24, 2) 8С) + 1026, 08и, (2) + Св, 1 Bw s(t) | 
+ { {А0 т) ва, (т) + А5086, т)ви (т) + Ав (>. т)во,(т)}аг. 
| (13.13-12) 
上 式 是 利用 加 速度 表 测 量 的 信息 计算 落 点 横向 偏差 的 基本 公式 . 
伴随 向 量 和 (Au г) 是 随时 间 г 变化 的 ,实现 起 来 比较 复杂 , 在 某 些 情况 下 可 以 采用 简 
化 的 预测 制导 公式 39。 例如 在 式 (13.11-37) 中 用 хг) 代替 8x(i) 以 后 , 即 可 得 到 最 简 
单 的 计算 公式 : 
АН(14, 2) = ь-Н ‚ вх(2) |. (13.13-13 
(е, 2) (( 2а) х0) ) 


这 种 简化 的 物理 意义 在 于 ,认为 x(#) 中 各 分 量 互 不 相关 地 、 一 比 一 地 外 推 到 关机 点 。 当 
Ри, А (13.13-13) 逐渐 逼近 式 《〈13.13-77， 在 飞行 过 程 中 制导 系统 不 断 消 除 
偏差 ABCtks ,关机 时 刻 如 按 式 《13.13-13) 实现 了 ABC к) 一 0， 也 就 实现 了 所 要 


由 于 6 一 他 a 是 常 向 量 ,以 式 (1313-13) 作为 导 引信 号 使 制导 计算 变 得 十 分 简单 


因而 这 类 简化 的 预测 制导 公式 曾 得 到 广泛 应 用 . 值得 注意 的 是 ,以 上 简化 是 有 条 件 的 , 通 
常 的 运用 条 件 为 | | | 
(1) ЭН » ан, (=, у, 2); (13.13-14) 
Ovit ди 
(2) в, — #9. ц ЖЗИ, * 为 进行 导 引 的 时 间 。 
.由 条 件 (1) 可 知 ,在 落 点 横向 偏差 表达 式 (1311-37) 中 , Н зод) х, у, з) 


де. 
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是 主要 项 ,而 РАО = х,у, 2) 是 次 要 项 ， 再 加 上 条 件 (2)， 即 可 忽略 * 时 刻 的 速 


ВЕНЕ д1,(#) 对 关机 时 刻 位 置 偏差 的 影响 . 通常 在 小 偏差 条 件 下 , * 时 刻 的 位 置 偏差 对 
关机 时 刻 的 速度 偏差 5v;(zx) 的 影响 也 是 可 以 忽略 的 . 

当 上 述 简 化 条 件 不 成 立时 , 应 适当 注意 由 5x(z) 外 推 sx(w) 时 速度 偏差 和 位 置 偏差 
相互 间 的 影响 ， 实际 上 式 (13.13~7) 和 (13.13-12) 就 是 较 好 地 考虑 了 这 些 影 响 的 预测 制 
导 公 式 . 根据 对 具体 系统 的 全 面 考虑 ， 还 可 以 对 式 (13.13-7) 和 (13. 13-12) 作 其 它 形式 
的 简化 ,使 其 既 保 证 制导 精度 又 便于 实现 . 

最 后 我 们 讨论 一 下 如 何 应 用 最 优 控制 的 方法 去 达到 预测 制导 的 零 控 无 偏 状 态 ， 

弹道 式 导 弹 制导 系统 按 式 (13.13-7)，(13.13-12) 或 〈13.13-13) 计算 出 AH (1ь, ғ) 
后 ,通过 控制 系统 可 以 产生 不 同形 式 的 控制 加 速度 ,改变 火箭 的 质心 运动 以 消除 落 点 横向 ， 
偏差 .对 这 一 消除 偏差 АНСь, г) 的 控制 过 程 , 可 以 应 用 最 优 控制 理论 中 的 极 大 值 原 理 ， 
综合 出 最 优 控制 注意 到 我 们 研究 最 优 制 导 系 统 时 ,目标 集 是 主动 篡 终端 ( 即 关机 点 ) 满 
Ежа 

АН(24, 60) = (АСга, 1), ваб) 一 0 (13.13-15) 
的 状态 集合 ,也 可 以 是 主动 篡 飞行 过 程 中 满足 约束 条 件 
АН(2,, Т) = (Аб, Т), Bx(11)) 一 0， TE(t, #4] (13.13-16) 
的 状态 集合 .显然 , 前 者 仅 是 后 者 的 特例 .我们 称 满 足 式 (13.13-16) 的 状态 为 横向 制导 
系统 的 “ 零 控 无 偏 状 态 ”. 由 基本 公式 (13.13-5) 可 知 
(АС в), ха) 一 (ACE 1), вх@)), ЕЕ (в, г]. (13.13-17) 
如 果 在 :一 了 时 刻 (7Te (л, и) 火 篇 的 运动 状态 满足 条 件 ， 
AE(A，7T) = (Аб, Т), Sx(T)) = 0. | (13.13-18) | 
只 要 7 时 刻 之 后 不 出 现 新 的 干扰 作用 , 则 必 有 
AH(si, т) = 0, УтЕ[Т, #1]. 7 (13.13-19) 
因此 ,在 工时 刻 之 后 ， 横向 制导 系统 的 反馈 控制 信号 为 零 ， 火箭 在 不 受 干扰 也 不 受 横向 控 
制 加 速度 作用 的 情况 下 ， 将 按 标 准 条 件 飞 行 ， 并 在 预计 关机 时 刻 保证 АН С, 6) 一 0. 
所 以 我 们 称 主动 妇 飞 行 过 程 中 满足 式 《13.13-18) 的 飞行 状态 为 零 控 无 偏 状 态 ， 从 式 
(13.13-18) 还 可 以 看 出 , 零 控 无 偏 状 态 是 六 维 状态 空间 中 的 五 维 流 形 ,因此 也 可 称 为 零 控 
无 偏 流 形 。 按 早期 弹道 式 导 弹 横向 制导 系统 中 习 用 的 术语 “ 射 面 ”来 说 ,也 可 以 称 这 个 零 
控 无 偏 流 形 为 “广义 活动 射 面 "。 只 要 导弹 的 运动 状态 参数 达到 这 个 射 面 , 预测 的 落 点 模 
向 偏差 就 为 零 , 如 果 没 有 新 的 干扰 ,导弹 就 沿 广义 活动 射 面 飞行 , 不 再 需要 标准 状态 之 外 
的 制导 反馈 控制 。 如 果 出 现 新 的 干扰 ,导弹 又 会 偏离 “ 射 面 ”, 横向 制导 系统 将 控制 导弹 ，。 | 
消除 偏差 以 达到 新 时 刻 所 建立 的 广义 活动 射 面 之 内 . 可 以 看 出 ， 广义 活动 射 曾 是 随时 间 
变化 的 五 维 流 形 . 

对 于 具有 标准 弹道 ， 并 按 摄 动 理论 设计 的 弹道 火箭 抽 导 系 统 来 说 , 零 控 无 偏 状 态 代表 
了 飞行 控制 过 程 中 的 标准 状态 。 显 然 制导 系统 应 尽量 保持 这 种 标准 状态 ， 尤 其 在 关机 点 
附近 , 应 尽量 减少 弹道 的 扰动 , 使 系统 尽早 达到 标准 状态 并 稳定 地 保持 这 种 状态 ,对 提高 
制导 精度 是 有 益 的 。 对 于 某 些 弹 道 式 火 箭 , 若 能 尽早 处 于 零 控 无 偏 状态 ,还 将 大 大 节省 控 
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制 能 量 , 这 对 某 些 情况 来 说 是 十 分 重要 的 。 向 零 控 无 偏 状态 导 引 的 最 优 控制 指标 ,可 以 根 
据 具 体 要 求 来 确定 。 下面 以 最 速 控制 指标 为 例 ,综合 出 闭环 的 最 优 控制 律 . 
为 了 研究 问题 方便 起 见 , 将 火箭 主动 段 的 摄 动 方 程式 (13.10-4) 改写 为 
69(0 = G7)67C) + а, 
бР = 20, 

вх) == бху == (800, 8т)" | (13.13-20) 
ӧх(г) = (50(:), ӧғ(:))" = (80,, доу, би,, 6х, ду, ғ)" 
表示 火箭 运动 参数 的 偏差 . 控制 加 速度 可 写成 

ai) fn 5 (13.13-21) 

7С) 为 单位 向 量 ， 表示 控制 加 速度 的 方向 . КО) 表示 控制 加 速度 的 大 Л. 控制 约束 条 
件 为 1 


0< Ко Е В, мМФ=1 НЕ. -  @3.13-22) 
МЕХ 5xo, 对 应 的 预测 落 点 横向 偏差 是 
АНС, ю) = (АС, 10), Ex(t0)) 053 ° (13.13-23) 
Бнын | | 
Ј= м и. | (13.13-24) 
目标 集 由 下 式 确定 : | 
АНС. Г) = (АС, Т), вх( ТУ) = =ә 0. (13. 13-25) 


зоа ИЕЭ (13.13-20) 及 约束 条 件 式 (13.13-22) 和 (1313-25), 使 性 
能 指标 式 (13.13-24) 达到 极 小 的 最 速 控制 &D)。 

我 们 已 把 横向 制导 系统 的 设计 问题 ， 化 成 了 最 速 控制 系统 的 设计 问题 ， 下 面 我 们 应 
用 极 大 值 原理 来 进行 设计 . | 

按 最 优 控 制 理 论 ,系统 的 哈密 顿 函 数 如 ?为 


一 (фи, CCz)6r) + СА №) + Cg,, 50) 一 1， (13.13-26) 
伴随 方程 为 Е | | 
一 一 Ея 一 —ф,, 中 一 一 一 — GP; (13.13-27) 
横 截 条 件 为 
di(7) 一 „Ви. т), ак BT) аСТ) аж), задав) 


Эвост) > дёт(Т) 
式 中 p 为 待定 常量 , X(t, Т) 是 方程 式 (13.13-4) 在 终端 条 件 式 (13.13-6) 下 求 出 的 伴 
随 向 量 , 记 ННН | 
Аек 0) = ОС, 2), МО ЮУ, 
АС 0) = (Ое, A АС, р, ВС в, 
| | Асы 0) = САС, 0), АС, 2), ва, у. (13.13-29) 
等 式 (13.13-25) 可 改写 成 Е 
(АСЕ Г), ёж(Т)) = (№ Т), 0CT)) + (Аб, Т), 8r(T))=0. (13.13-30) 
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由 横 截 条 件 式 (13.13-~28) 得 到 | | 
ФСТ) = нА”, Т), ФСТ) = pn, Т). (13.13-31) 
注意 到 伴随 方程 式 〈13.13-27) 和 伴随 方程 式 (13.13-4) 是 同一 个 方程 的 两 种 不 同 写 法 ， 
于 是 可 以 得 出 
(CD = АС, г), Ф) = нА (ы, 0). (13.13-32) 
由 极 大 值 原理 , 为 使 控制 指标 7 达到 极 小 , 应 选取 最 优 控制 让。 使 哈密 顿 函 数 达 到 极 大 ， 
因而 最 优 控制 站 为 


а р ФО) ид ( к, 2) — (1313- 
РОТ Ta С, ЭГ 9343-33) 


ЗХ (13.13-33) 表明 ,最 优 控制 加 速度 其 数值 应 取 最 大 值 F， 其 方向 或 者 与 A(z4, г) 同 向 ， 
或 者 与 (tm, 2) 反 向 ,为 了 找 出 最 优 控 制 与 初始 状态 变量 gx 之 闻 的 关系 ， 我 们 将 式 
(13.13-33) 代入 状态 方程 式 (13.13~20)， : 


50 = С(г)дғ +4; ӘР = 60. 77 (13.13-34) 
设 式 (13.13-34) 的 基本 解 阵 为 
je Dnt, ғ) Ф,(2, ғ) (13.13-35) 
20,0) ( Фа(#, 5) Pli, 5) 
方程 (13.13-34) 的 解 可 表示 为 | 
6v(7)\ ЕЕ ёо( ғ) ; 5 &(;) (13.13-36) 
(о) = 200) ( 9) + Го, ( 0 ) І 


#5 (13.13-33) КАЗ (13.13-36), ЖФ; = т, 可 得 


"ет, РИ, 
ГА 


(2?) ocx (2) а АС, ol 

- == >. 26 — 9 А тл 

веСТ) (ка) 141 \[’еыст 2 Аа gas) (1313-37) 
Мю ? | 7 ік $ | И 


再 将 式 (13.13-37) ЖА (13.13-30) 得 到 
(CC 7T)，5x(T)) = (A, Т), ФСТ, п)ёх(и)) 


十 тр АН", Т) =0, (13.13-38) 

式 中 | ил. | 
АН“, Т) 一 | (и, Т), ить ис Ў " а, 

ето ада анн 


假设 x, ?分别 表 示 两 个 =” 维 向 量 , 4 表示 » 阶 方 阵 ，4* 表示 4 的 伴随 矩阵 , 于 是 有 关系 
(х, Чу) = (A*x, у) (13.13-40) 
成 立 ， 利 用 式 (13.13-40), 32% (13.13-38) 右 端 第 一 项 化 为 
(АС, Т), ФСТ, io)5x(to)) = (Ф*СТ, ю)А Cz, Т), 8х(1)). (13.13-41) 
可 以 证 明 
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Ф*(Т, 10) == ФТ, %), А, 1) 一 7 Т), (13.13-42) 
利用 式 (13.12-41) #0 (13.13-42), в] #5 (13.13-38) 表示 成 
ABC T) (Ав Т), 3x(T)) о 
и 


= (АС, 5), 6X(10)) + Та] АН“(:,, Т) 
| А 7. 


= АН(4, в) + тт АН", Т) = 0, (13.13-43) 
由 АН*(в, Т) 的 定义 式 (13.13-39) 可 知 ,由 于 在 Гао, Т] ВИННИ ООН ВЕ аг) 
作用 ,引起 外 时 刻 运动 参数 变化 , 相应 地 工时 刻 的 预计 落 点 横向 偏差 也 要 变化 , 其 改变 量 
为 AB“(A， Т). Ж (13.12-43) 表明 ,初始 状态 5x260 对 应 的 预计 落 点 横向 篇 差 АНСь, ю), 
经 [i,T] 区 闻 内 的 控制 加 速度 的 作用 完全 消除 了 。 由 式 (13.13-43) 可 知 
ЈАН“ (ғ, Т)| = | АН, to}|. (13.13-44) 
ВНЗ: (13.13-44) 可 求 出 时 间 Т, 由 式 (13.13-39) а] АН“, Т), НА, (13.13-43) 
得 到 В 
| д —АН(&. to) 
тт” неси ту (13.13-45) 
将 式 (13.13-45) ҚА (13.12-33) 可 得 最 优 控制 


ШАН а) Абас) р 3. 
0 ант) вы (313-46) 


将 控制 过 程 中 任意 时 刻 е 作为 初始 时 刻 , 可 得 到 最 优 控制 加 速度 的 解 : 


= — АНС #) АС, 2) _ 
&(:) АН” ту Mac a Е. (13.13 47) 


式 (13.13-47) 表明 ,向 零 控 无 偏 状 态 导 引 的 最 速 控制 加 速度 ,必须 与 向 量 1"(%y г) 平行， 
当 AHG4 РУАН", Т) > 0 Е, ЖА”, 6 的 负 方 向 , 当 АНС, Р)/АН“ (6, Т) < 0 
时 , Дк А (ац, 2) 的 正方 向 ， 而 且 最 速 控制 加 速度 的 数值 应 取 人 允许 的 最 大 值 。 控 制 加 速度 
只 在 [fa, T] 区 间 内 起 作用 ,工时 刻 横向 制导 系统 到 达 零 控 无 偏 流 型 ， 如 无 新 的 干扰 作 
用 ， 横 向 控制 加 速度 则 为 零 ， 火 箭 洛 横向 零 控 无 偏 流 型 飞 到 关机 点 ， 保 证 落 点 横向 偏差 
AR(Ca) 一 0， 伴随 向 量 和 (#4, 2) 可 由 系统 的 伴随 方程 在 给 定 的 终端 条 件 下 求解 , 而 伴随 
方程 和 终端 条 件 都 是 由 火箭 主动 段 的 标准 飞行 条 件 确定 的 ， 因 而 最 优 控 制 加 速度 的 平行 
方向 №, г) АС, 人 上 是 已 知 的， 只 随时 间 * 而 变化 。 当 横 向 制导 系统 实时 计算 
АН(гь, г), АН“, Т) 时 , 按 它们 的 符号 即 可 完全 确定 最 优 控制 加 速度 的 方向 。 


第 十 三 章 的 附录 : 摄 动 系数 的 计算 | 


Е, сана (13.1-14) 所 定义 的 。 它 们 包含 有 参数 了，4， 信 和 N。“ 根据 方程 《13.1-2) 
和 (13 .1~13) 所 给 的 定义 ,这 些 参数 可 以 写成 下 列 形式 ; 


0461 У + (оо Ею), 
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pACD Vr? + (ve + м)", 


М = т pACm{v: 十 (ve + «)!} {13.А-1) 


其 中 的 空气 动力 系数 CL Co 和 См Жа а, ЖЕЕ Т, ОММА ве 的 函数 : 这 些 空气 
动力 学 参数 与 飞行 路 线 的 各 个 量 显然 有 以 下 的 关系 : 


— В — 1 Ма м 及 = Ori | 13.А- 
е = В — ап (5), у є в)? (13.А-2) 


其 中 a(7) 是 空气 的 音速 ，p(r) 是 空气 的 粘性 系数 ， 这 两 个 量 都 是 高 度 * 的 函数 。 在 以 下 的 计算 中 ， 推 
力 $ 只 看 作 是 高 度 的 函数 ,我 们 也 假定 空气 在 各 个 高 度 上 的 化 学 成 分 都 与 标准 大 气 的 情况 相同 ; 只 有 
密度 о 和 温度 7 与 标准 值 不 相同 。 所 以 ， 在 任意 高 度 上 。 和 4 的 偏差 都 只 是 由 于 温度 了 的 偏差 而 产生 
的 . 


对 于 来 说 : 
0х & 85 0; р 
5 ра эт в (13:4 3) 
所 有 其 余 的 偏 导数 都 是 零 。 
对 于 4 来 说 : 
дл а 142 (1 + Ве а) 1 < =. [( м дс, + _Ве_ cc 十 
Or о dr Cr ORe с, дм Cr Re 
1 OCL | М С; 1 аа Ке ос тан], 
Хи) и", С. ӘМ а 80 Ср бен а: }? 
дл 4-м Ӧс}, Ве OC +1- 1 аи) 
де, РА с, OM С, ORe 7с, № и Р 
дд = A 二 + <( м OCLr Re OCL +1+ 1 дс, Vp ) 
Ove у: СІ, ом СІ ORe ^ CL до д + м ? 
Л 1 С; 
дв CL да 3 
ол = 4 1 дс; 
Әт С, Әт 
өл 1 Ве 2) 
= 
до г (1 + С, ORe 
дл = -1(-м Эс, 1 Ве әст ән) 
ӘТ _ Cr ӘМ 27 cr бен ӘТ)? 
ӧл аем С; Ве ась 1+ 1 Ср 2, ) = 2 
Ow | р? с, ӘМ Ср ORe Сү да op 十 ip дьо? 
дл -_ 4. (13.А-4) 
OW И 


只 要 在 方程 (13.4-4) 中 用 入 代替 4， 以 cp 代替 Ci 就 可 以 得 到 信 的 各 个 偏 导数 。 这 里 不 再 写 出 。 对 
了 


= р 406, + Ве 2) 1 dw [2 М дсм + Re ем +2) 
© dr См ORe У: dr См OM См ORe 


1 См |- M OCm 1 да _ Re Саі ев 
x(ve + w) + См да 和 См OM гаг См ден ағ }? 


ON м “( М см Re OCw 1 Си + “) 
一 一 一 一 一 一 一 一 小 


дг, =" ў См OM См ORe См да и, 
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ee 


ON ye + <( М дсм Re OC 1 ӧс и 
No - м і Mr. 
eye И: Си ды См ORe +2+ См да рз + „), 
ON _ у _ 1 дСы | 
ов См ба? 
ON wn.l 9См 
и ”Dr См Or 3 
ON _ 3( Re EE), 
др = о 1+ Си ОВе 
ON _ Еа M См 1 | Ее 0Сы 1 н 
эт См ӘМ 2Т "бы Ән ӘТ 
дм _ ON 
Ow доз? 
ON __N 
9! 1’ 
根据 以 上 这 些 偏 导数 ,系数 *，2，“ 就 不 难 算出 : 
а, = 5 = 22 sinp+ 0 д (он) 00-0, са + (+ ау 
неа), 
г т 
а = 05 генв + (vo + -36 о, >, 
BF _, 
3 де, до, "до, ? 
OF _ дд. дд (2 ) 
а= ор А+"), “or +t? =), 
OF DA 
“tr 
дЕ дд дд 
а, = 52 = (ve + е) 55 一 о, 557 
OF дл дА 
а= тр > ог "67 
дЕ DA 
а = А (о tu) о дг? 
OF 9х . ол дА 
а = у = др + +) ar "or 
DG 9х дл dw дА Vy 
Ф, = а ар 008 0 а — А (9 0) +“ 
І OG А дл дд 
= д 28" 58 — (ve + =) 987° 
DG д дА 1 ve ) 
b, = = -а- 一 ВОИ 
› = 5, КЕ +), (5 +2}, 
дс дд дА о 
в, = = 7 — А — — —. 
Ы дид “ див (v0 + 9) дод т? 
дс дл дА 
2 = = — — 
5 дт ау (v0 + w) ду ? 
DG ёл дд 
б. = -一 一 一 一 — 
6 до Wi др (ve + w) бр ? 


(13.А-5) 


ё 考 у в 503 


м зов, 
ива, 
а= О zee оа (vt wa 20, “в + 2) 
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= 1. | заво, 5 а |+ 5, 
а" 
т аа саен юза Е 
ов. 
m= 和 = (13.A-6) 


发 动机 关机 以 后 ,推力 5 就 消失 了 ， 因 此 ,在 :>i, 时 ,和 三 的 各 个 偏 导数 都 等 于 零 。 
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在 以 前 各 章 里 ,系统 的 输入 是 确切 知道 的 时 间 销 数 ， 但 是 在 很 多 控制 系统 中 ,输入 信 
号 并 不 是 确切 知道 的 ,只 能 用 某 些 统计 特性 加 以 措 述 ， 例 如 ,由 于 空气 的 庙 流 在 飞机 的 机 
桶 结构 内 引起 的 运动 和 应 力 就 属于 这 一 类 问题 。 在 这 个 例子 中 ， 可 以 把 随时 间 变 化 的 气 
流 状 态 看 作 是 系统 的 输入 , 它 是 一 个 随机 郑 数 ,只 能 知道 它 的 统计 特性 ， 机 村 的 应 力 是 系 
统 的 输出 , 它 也 是 一 个 随机 函数 ,也 只 能 知道 它 的 统计 特性 。 随 机 输入 的 另 一 个 例子 就 是 
控制 信号 中 的 噪声 。 在 本 章 里 ,我 们 讨论 随机 输入 作用 下 控制 系统 的 分 析 ,而 在 下 一 章 则 
将 讨论 设计 问题 。 


141 随机 变量 和 随机 向 量 


随机 量 是 通过 概率 来 描述 的 ， 概 率 论 是 讨论 和 处 理 随机 量 的 理论 基础 。 所 以 我 们 首 
先 回忆 一 下 几 个 基本 定义 。 在 讨论 有 关 概率 的 问题 时 ， 最 重要 的 概念 就 是 概率 三 要 寨 : 

(1) 基本 事件 空间 2:9 是 一 个 集合 , 它 包 含有 限 个 或 无 限 个 元 素 w， 吧 出 做 基本 事 
件 . 

ЯМ, 如果 认为 实数 轴 上 所 有 点 都 是 基本 宴 件 , 则 基本 事件 空间 0 就 是 整个 实数 轴 ， 
2 内 包含 了 无 限 个 而 且 是 不 可 数 的 基本 事件 ow. 

(2) 事件 体 久 .在 0 内 规定 某 些 于 集合 ,每 一 个 子 集 合 称 为 事件 。 所 有 这 些 规定 
好 的 子 集 合 的 全 体 冲 敌 事件 体 多 . эт 要 满足 下 面 几 个 要 求 : 

а) 基本 事件 空间 0 也 是 一 个 事件 , 用 集合 的 符号 表示 即 96e 9; b) тв 
件 都 属于 事件 体 多 、 那 么 它们 的 并 也 属于 事件 体 Я, Ш 4.6 多 ，2 一 1，2， 


则 0 4.6.97; с) 如 果 事件 4 属于 事件 体 Я ,那么 它 的 逆 事件 也 属于 事件 体 . 多 . 
例如 . 在 实数 轴 上 存在 从 某 个 整数 wm 开始 到 另 一 个 整数 оз, 为 上 的 半 开 区 


间 т оз) ;这 种 半 开 区 间 的 并 我 们 称 之 为 事件 ,如 А, => [0, 5), А: = [—2, — 1)0 [0, 
5),-.., ВЕЖЕ 9 就 是 所 有 这 种 半 开 区 向 的 并 的 全 体 . одао), с) 
三 个 要 来 的 


(3) ЖР. 对 于 多 中 每 一 个 事件 4 存在 一 个 实数 Р{4}, 我 们 称 它 为 事件 4 的 概 
ж, 它 应 满足 下 面 三 个 要 求 : a) P 的 取 值 在 0 到 1 之 间 , 即 对 46.9, 05 ра} < 1; 
b)》 基 本 事件 空间 0 的 概率 等 于 1， 即 p{0} 一 1; с) 两 两 不 相交 的 事件 的 联合 概率 等 于 
这 些 事件 的 概率 的 和 , ВАТ 4,€ 多 ‚в 一 1,2,.…, 而 且 А.П; = фт, т 1, 


2,5, МР 4. | 0 ра.) 过 1, 右 端 级 数 总 是 收 全 的 , 且 其 极限 小 于 等 于 1. 


1) 中 表示 恒 不 可 能 的 事件 或 空 集 ，4in di 一 中 表示 4, 4. 两 个 事件 不 可 能 同时 发 生 。 
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例如 ,对 上 面 规定 的 事件 体 我 们 规定 事件 4 Гоз, оз) 的 概率 是 
1 fe os 
Ка) = = 全 ao， 
显然 这 样 规定 的 概率 是 满足 上 面 三 个 要 求 的 . 
即使 基本 事件 空间 0 是 一 样 的 ,根据 不 同 问题 的 不 同 需要 可 以 有 不 同 的 事件 体 红 和 
不 同 的 概率 P， 即使 0 和 都 一 样 ,由 于 客观 实践 的 规律 不 同 可 以 有 不 同 的 概率 函数 测 
度 p, 于 是 多- 中 的 每 一 个 事件 有 它 不 同 的 出 现 概 率 。 МНЕ (0, я, P} 应 该 看 为 
统一 的 整体 ,后 老 常 称 之 为 概率 场 或 概率 空间 。 
今后 在 研究 某 一 个 概率 问题 时 ,应 该 以 同一 个 概率 场 ( 三 要 素 ) 出 发 ， 同 一 个 问题 中 
不 允许 出 现 两 个 不 同 的 概率 场 。 例 如 ,进行 两 个 随机 变量 同时 参加 的 运算 中 ,它们 应 该 定 
义 在 相同 的 概率 场 上 . 
从 概率 场 (三 要 素 ) 出 发 我 们 可 以 给 出 随机 变量 的 严格 定义 。 假 定 X(w) 是 定义 在 基 
本 事件 空间 0 上 的 单 值 实 函 数 ,后 者 的 取 值 范围 是 整个 实数 轴 ， 且 对 任意 一 个 实数 x, 一 
切 满足 于 不 等 式 X(w) <; 的 的 集合 是 事件 体 .多 中 的 事件 , 即 {o0:X(w) < *}e 红 ， 
那么 我 们 称 X(w) 为 实 随机 变量 ,函数 W(x) == р Х(о) < х) 称 为 随机 变量 X 的 概率 分 
布 函数 。 显 然 , W (x) 是 一 个 单调 非 降 的 左 连 续 函 数 , 它 只 取 正 值 , 并 且 W( 一 co) = 0, 
я (+02) 1. W(x) 对 * 的 导数 (如 果 存 在 的 话 ) юа) = -W(x)， 称 为 随机 变量 X 
的 概率 密度 函数 。 如 果 我 们 引进 5 函数 ， ЕН И 
存在 的 ， 例 如 。 随 机 变量 X 取 值 wx 的 概率 为 p, 那么 СЕ x4 点 有 一 个 数值 为 pa 的 
ВЕК, w(x) 含有 一 个 px8(x 一 аф) 的 分 量 。 由 W(x) 的 非 降 性 可 知 w(z) 恒 取 非 负 的 值 
当 一 个 随机 变量 的 概率 分 布 函数 或 概率 密度 函数 为 已 知 时 ， 就 认为 此 随机 变量 已 给 定 . 
由 此 可 知 ,只 有 概率 场 {0, 97, Р) БАК Х (№) 二 者 联合 起 来 才 决 定 一 个 随机 变量 . 
随机 变量 X 的 主要 数值 特性 定义 如 下 ; 
х 的 数学 期 望 (本 章 用 符号 ”--”> 表 示 数 学 期 望 ) 
Х 一 Г. хи (к) drs (141-10) 
х 的 函数 Сх) 的 数学 期 户 | 
Кх) = м f(x) w(x)dxs (14.1-2) 
х 的 方差 
д0 р (7 (е о (а) с 1-3) 
由 方差 的 定义 可 知 0% > 0, 当 随机 变量 恒 取 常 值 时 o 等 于 零 . 
现在 来 考虑 建立 在 同一 个 概率 场 {0, 97 ,Р} 上 的 两 个 随机 变量 X 与 Y. 单个 随机 变 
量 X 的 概率 密度 函数 是 wx(z)， 单个 随机 变量 Y 的 概率 密度 函数 是 wy(y)， 事 件 4 一 
{o:X(o) < =, Y(o) < 分 是 同时 满足 X(o) < x*。Y(o) < у 的 组 成 的 集合 , 它 的 概 
ж рар рХ <, УЗ} (х, у) 称 为 两 个 随机 变量 X 和 Y 的 联合 概率 分 布 函 
Жа, (х,у) 一 ав; И’ (х, у) 称 为 Xx 和 Y 的 联合 概率 密度 函数 ， 如 果 随 机 变量 xX 取 值 
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x 的 概率 不 为 零 ,事件 B 一 {o:X(o) = х, Y(w) < у} 的 概率 记 为 p{B}, 那么 


Иих(у|х) 一 а в) =” | | (14.1-4) 


ЖХ = 值 时 随机 变量 Y 的 条 件 概率 分 布 函 数 。 如 果 和 在 实 轴 上 连续 取 值 ,那么 X 取 


某 一 点 值 的 概率 等 于 零 ,这 时 
Wyx(y}x*) = ВРУ < и < Х<х +} 


== lim 


ДҮ < у, х«<Х< х 4+ А} (14.1-5) 
55-0 Ро Х<х + А} 


Ф 


wyix(y |x) = Э. 本 wx(yjx) 称 为 条 件 概率 密度 函数 ， 显 然 , 下 面 等 式 成 立 : 


ш(х, у) = шх(к) wyixCy 1x) 一 wy(y) wxiyCx ly). (14.1-6) 
如 果 ш(х, у) 一 шх(х) и), ВШ ших(у|=) = wy(y), wxiy(x|y) = wx(x)， ВАХ 
和 Y 是 互相 独立 的 。 在 一 般 情况 下 则 是 wxrix(y1z) < убу), wxizCx1y) < хх), 所 以 
(х,у) < wx(x)wr(y7) .单个 随机 变量 的 概率 密度 函数 可 以 由 联合 概率 密度 函数 求 得 : 


ох (к) г. ш(х, у)ду, шубу) = Г. w(x, у)ах. (14.1-7) 
两 个 随机 变量 的 乘积 XY 也 是 随机 变量 , 它 的 数学 期 望 是 

ХУ 一 Г. г. хуи’ (х, у)ахау. (14.1-8) 

我 们 把 | 
rxy = [Х — ХИУ — У] (14.1-9) 

称 为 和 与 了 的 相关 系数 ,显然 有 rxy те гух. : 
Оху ™ —- rxy | | (14.1-10) 
OxOy 


称 为 XX 与 了 的 比 相 关系 数 . 由 于 对 任意 的 a, 6, (х + 6) 这 个 随机 变量 的 方差 总 是 
Хх У 


大 于 或 等 于 零 的 ,所 以 显然 有 |pxy] < 1. 如 果 prr 一 +1, 那么 X 和 Y 有 完全 相互 依赖 的 
关系 。 如 果 pxr 一 0, 即 rxy 一 0， 则 称 随机 变量 X 与 Y 是 互 不 相关 的 如 果 X 与 Y 互 相 
独立 ,那么 X 与 了 一定 是 互 不 相关 的 ;但 是 如 果 X 与 了 互 不 相关 ,那么 它们 不 一 定 互相 独 
立 . 类似 地 | 

Ск) = |" уми le)ay (41-1) 


жх х 值 时 Y 的 条 件数 学 期 望 。 如 果 X 与 Y 互相 独立 , 则 СУХ = х) = У, 

如 果 随 机 变量 和 可 以 写 为 Х = Ү +12, 其 中 Y 和 Zz 是 定义 在 同一 个 概率 场 上 的 实 
随机 变量 ,那么 X 称 为 定义 在 这 个 概率 场 上 的 复 随 机 变量 。 久 的 复 共 轿 随 机 变量 是 Х* = 
Y — 12. 本 章 用 “*? 号 表示 复 共 斩 值 。 对 于 复 随 机 变量 ， 数 学 期 望 是 个 复数 

Ха ў +17, (141-12) 
方差 却 是 正 实数 _ 
съ = [ХХ – ХИХ – х] = |X—X ао +05, (141-13) 
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” 于 个 复 随机 变量 X 与 玉 的 相关 系数 定义 为 
. rxw = [Х — ХИ —W]*, (14.1-14) 
显然 有 rxw == гих, [ухи | < сход. 
现在 来 讨论 随机 变量 序列 的 极限 ， 在 普通 数列 的 极限 问题 中 ,如 时 数列 {x.},n == 1, 
2, К 满足 lim Ја 一 х, | == 0, 4 为 某 一 常数 , 则 а = плз, а 称 为 数列 {=„} 的 极限 . 在 
随机 问题 中 随机 变量 序列 {Хо 一 1, 2，… 不 能 按 一 般 方 法 取 极 限 ， 随 机 变量 模 的 平 
方 的 数学 期 望 是 一 个 数 ,可 对 这 种 数列 取 极 限 。 假 定 对 一 个 随机 变量 序列 {X。} 存在 一 个 
随机 变量 Х, 使 lim |X 一 X,] 一 0， 那 么 X 就 称 为 随机 变量 序列 {X。} 的 均 方 极限 ,用 
Х =110.Х, 来 表示 ,以 便 区 别 于 一 般 的 极限 . 今后 在 随机 的 极 根 问 题 中 ,如 求 导 数 或 求 


积分 的 运算 中 常 采用 均 方 极限 ， 
如 果 8(X) 是 实 随机 变量 X 的 一 个 非 负 函数 那么 


后 面 一 个 积分 是 在 所 有 满足 8(x) > К 的 部 分 上 进行 的 ， 这 个 积分 正好 就 是 p{g(X) > 
к}. 0 


w (=)ах. 
к 


ple(X) > к} < 20) (141-15) 


ЖК ЕЈ (Чебыщев) 不 等 式 ， 现 在 取 gCX) = (х 一 XX， 那么 g(X) =, 8 
К = ох, Ата - ИДЕЕ (Віспаулае-Чебыщев) 不 等 式 


РКХ — Х| > бок) = р(х ХР А) <, (141-16) 


”如 果 数 学 期 望 为 零 的 随机 变量 序列 {X。} 均 方 收敛 于 X (数学 期 望 也 为 零 ), 即 X 一 
li.mX。, 那么 任意 给 定 小 的 8 > 0 由 不 等 式 (14.1-16) 就 可 以 得 到 


РИХ 一 X。| > в} < фс. 再 由 均 方 收 剑 的 定义 ,由 оек 一 |X 一 Xl 一 
0, 则 可 得 出 fm p{|X 一 X,| 2 =} 一 0. 这 就 是 说 ,如 果 序 列 {X。} 均 方 收敛 于 X, 那么 


X 也 是 序列 {X。} 在 概率 上 的 极限 ,或 {X。s} КЩС Х, 

这 种 序列 极限 的 一 个 十 分 重要 的 例子 是 所 谓 的 中 心 极限 定理 。 在 很 多 实际 间 题 中 ， 
一 个 随机 变量 往往 是 由 许多 相互 独立 的 随机 因素 的 影响 而 引起 的 ， 每 一 个 因素 在 总 的 影 
了 哆 中 所 起 的 作用 基本 上 是 均匀 地 大 小 。 我 们 可 以 把 这 种 随机 变量 看 作 是 许多 个 相互 独立 
的 随机 变量 的 和 ， 每 一 个 随机 变量 的 方差 远 小 于 总 的 随机 变量 的 方差 .那么 不 管 每 一 个 
随机 变量 锡 概 率 分 布 函数 如 何 ,它们 之 和 的 极限 随机 变量 的 概率 分 布 将 是 高 斯 分 布 (也 称 
正 态 分 布 )， 


в, ХУ А 
ш(х) 3. | ри }, (141-17) 
ЗС а АЕБ Е ВН. 

我 们 现在 来 讨论 随机 向 量 。 由 建立 在 同一 个 概率 场 上 的 о 个 随机 变量 Xi, Х,,-°-Х, 
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组 成 了 一 个 п 维 随机 向 量 . | 
Хх = (х, X21,* X,) (14.1-18) 


对 9 中 给 定 的 元 wo, Х(о) 是 一 个 = ЯНИЕ хе 一 (xs ль, 508, ж,). 随机 向 量 ХК 
率 分 布 (或 密度 ) 函数 就 是 ”个 随机 变量 X1, X;，***, X。 的 联合 概率 分 布 ( 或 密度 ) 08 
数 。 它 有 如 下 特性 : 

『 .. | wx(X) x1 :drs == юх (х), (14.1-19) 


人 .. | wx(X) dr :drs = хх, xls х2). (14.1 20) 


—% 


于 是 可 以 推 得 随机 [向量 ХВО А К п 维 列 向 量 ， 它 的 每 个 分 量 就 是 随机 向 量 
每 个 分 量 的 数学 期 望 | 
Kr" = (Хх, **.,Х,). (141-21) 
ХАА п Xn 阶 方 阵 , 记 为 - 

у сў, TRXXs” “TX Xn 


1х Ц ро 9 тихи, (141-22) 


х.х, хох, `0, > 
上 角 注 “r” 是 和 矩阵 转 置 符号 。 当 沽 为 实 随机 向 量 时 , 头 的 方差 阵 是 对 称 正定 阵 ， 如 果 革 
各 分 量 两 两 不 相关 ,那么 方差 阵 是 对 角 阵 , 对 角 线 上 的 元 是 它 各 分 量 的 方差 ci， 两 个 随 
机 向 量 (不 一 定 是 相同 维 数 的 ) Х, 》 的 联合 概率 分 布 或 密度 ) 函数 是 它们 各 分 量 Xi， 
Ха, +", Х,, У1, У», 777 У, 的 联合 概率 分 布 ( 或 密度 ) 函 数 , 且 


| и шху(х, y dra “dradyidys "dym = шуу (ж, у). (14.1-23) 


一 把 


因此 , п 维 随机 向 量 不 与 m 维 随机 向 量 的 相关 系数 是 x х н ИЕ, Бн Тж 
是 大 的 某 个 分 量 与 工 的 某 个 分 量 的 相关 系数 
хү, "х,у, .. "Руут 


Кху = [Х— RI{Y — Ру] = Xa Иж," 7н (14.1-24) 


| fx, ТЖ, Xml + 
随机 向 量 的 条 件 概率 分 布 , 条 件数 学 期 望 , 均 方 极限 等 都 和 随机 变量 相 类 似 , 这 里 就 
不 再 叙述 了 。 我 们 仅 提 一 下 ,具有 高 斯 分 布 的 4 维 随机 向 量 站 的 概率 密度 函数 是 


w(x) == w(x1, х2, °°*°, х.) 


о" =|- 20] Я нев (14.1-25) 


ЖЕЕ 2 的 行列 式 ,| 3] 是 方差 阵 24 的 元 素 rz x 的 代数 余子 式 。 
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任何 一 个 数学 期 望 不 等 于 零 的 随机 变量 可 以 看 作为 一 个 不 为 零 的 数 和 一 个 数学 期 望 
为 零 的 随机 变量 之 和 。 不 失 一 般 性 、 下 面 我 们 只 讨论 数学 期 望 为 零 的 、 方 差 有 界 的 随 
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机 变量 。 假 定 X 与 Y 是 同一 个 概率 场 上 的 两 个 实 随 机 变量 ,X БИЕ х 的 概率 密度 函数 为 
wx(x),Y 取 值 y 的 概率 密度 函数 为 wy(y), 那么 两 个 随机 变量 的 线性 组 合 Z 二 aX 十 bY， 
其 中 а, 5 为 任意 实 常数 , 也 是 同一 概率 场 上 的 实 随机 变量 , 它们 的 值 域 都 可 看 作为 整个 
ЗЭ К. 2 的 概率 分 布 函数 是 。 


И’, (=) 一 р СЕ =: wx, у)4х. (14.2-1) 
如 果 XX 与 了 互相 独立 ,那么 
1 2 —6у 
WUz(z) = | уі р ) «0025. (14.2-2) 


2 的 数学 期 望 仍 等 于 零 , 2 = аХ + У 一 0; 它 的 方差 是 
с =з (аХ + ФУ)? == дої - 6103 + 2 аёахоуюху. 
由 于 ох, 94 #9, [о < 1, ВТА 吃 仍 然 有 界 ， 由 此 得 到 ,一 切 建 立 在 同一 概率 场 上 
的 取 值 于 实 轴 的 实 随机 变量 (数学 期 望 为 零 , 方 差 有 界 ) 构 成 一 个 线性 空间 ,而 每 一 个 这 样 
的 实 随机 变量 都 是 此 线性 空间 中 的 元 (向 量 ). 
在 此 空间 中 引进 内 积 : 
СХ, Үу =з ху = ХУ = | хуш(х, у)ӣхду, (14.2-3) 


很 容易 证 明 ， 这 种 用 相关 系数 定义 的 内 积 满足 条 件 : (1) <Х, Y> =<У,Х>, 
(2) «ау 十 а Ха, Ү) 一 ак Хи, У) 十 акКХь, У», 其 中 а, 2: 是 实 常数 
(3) <Х, Х)20, МЕХ Хх = 0 时 才 等 于 零 。 
根据 此 内 积 的 定义 , 此 空间 的 元 的 范 数 ||X| 为 
| хр CX, х) |7 rw) = о 20, (142-4) 


同样 ,可 以 证 明 : 

(4) [ах] = |а| + М, 其中。 是 实 常数 

(5) |<х, У>| < 1х .YH， 这 就 是 施 瓦尔 获 - 布 涅 柯 夫 斯 基 (5сҺғагг-Буняков- 
ский) 不 等 式 , 即 第 14.1 节 中 已 说 过 的 

[уху | < oxoy. 
(6) х + уі < |х + 上 YI， 这 就 是 三 角形 不 等 式 ,这 是 因为 
х + У = ХР + УР + 2<Х, Уу < [ХР + У + 21X,Y>| 

< | - [УВ + 2х е = хр + У. 
只 有 在 Ү = 1X; 1 为 正 实数 时 才 取 等 号 . 

于 是 , 这 个 线性 空间 是 个 内 积 空间 。 我 们 可 以 把 几 X 一 Y1 看 作为 两 个 随机 变量 筷 和 
Y 的 距离 。 在 这 空间 中 , СХ, Y> 一 0, 则 称 此 两 个 随机 变量 直 交 。 在 空间 内 任 一 随 
机 变量 序列 的 均 方 极限 如 存在 ,那么 它 仍 是 数学 期 望 为 零 , 方 差 有 界 的 实 随 机 变量 。 我 们 
把 所 有 这 些 极限 点 和 线性 空间 联合 起 来 就 是 一 个 完备 空间 、 这 样 ， 建 立 在 同一 概率 场 的 
这 种 随机 变量 及 极限 点 构成 了 一 个 希 尔 伯 特 空间 (完备 的 内 积 空 间 ) Ну, 每 一 个 这 样 的 随 
机 变量 是 希 尔 伯 特 空间 Н, 中 的 一 个 元 (向量)。 像 一 般 沙 数 空间 一 样 ，Hi 是 无 穷 维 的 ， 

如 果 Х,У 是 复 随机 变量 , 以 上 论断 仍然 有 效 , 即 一 切 数学 期 望 为 零 、 方 差 有 界 的 复 
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随机 变量 也 构成 一 个 希 尔 伯 特 空间 Hl。 不 过 内 积 的 定义 应 改 为 
ХХ, У» = rxy = ХҮ* (14.2-5) 
它 是 一 个 复数 ， 上 述 条 件 (1) МАО <Х, У) = (Ү, Ху, (2) #1 (4) 中 的 系数 均 为 复 
数 。 范 数 上 |X| 应 改 为 
ХР =<Х, X> = 57 == 02 2 0), (14.2-6) 


假定 在 空间 Н, 中 任意 给 定 两 个 元 X 和 YY， 那么 元 Y 总 可 以 表示 成 为 两 个 互相 直 交 
的 分 量 的 和 


Y= У, + Ў, (14.2-7) 
其 中 多 与 区 直 交 ,《Y, X》 一 0;Yx 是 Y 在 和 上 的 直 交 投影 ,我 们 以 后 记 以 PCX)Y ， 它 等 
ТЖЕ ЗЕ х | 
ух =Р(Х)У = ах. (14.2-8) 
我 们 来 求 了 与 X 的 内 积 
(У, ХУ = (Р(Х)Ү, ХУ + (Ў, ХУ = аХ, ХУ, 
如 果 (Х, ху х0, Жа а 
а= KY, Ху: <Х, Хут! ча гухох'. +- | (14.2-9) 
Y 的 两 个 互相 直 交 的 分 量 分 别 是 
Р(Х)Ү = гк Х 
和 
У = У — Р(Х)У 一 Y — гуусу? Х. 
数学 期 望 为 零 的 * 维 随 机 向 量 就 是 由 о 个 数学 期 望 为 零 的 随机 变量 组 成 的 ， 如 果 这 
些 随机 变量 的 方差 有 界 ,那么 ” 维 随 机 向 量 的 方差 阵 的 每 个 元 素 都 有 界 , 由 于 每 一 个 数学 
期 望 为 零 、 方 医 有 界 的 随机 变量 可 以 看 作为 有 空间 中 的 一 个 元 ,因此 о 维 数学 期 望 为 零 的 
随机 疝 量 可 以 看 作为 ”个 Н, 空间 的 积 空间 Н, 中 的 一 个 元 。 Е Н, 中 两 个 > 维 随 机 向 量 
区 和 YY 的 内 积 定 义 为 


‹Х, 了 > = > Xi, Ү,) = рэ ху; ™ trRxy 一 УХ Х, (14.2-10) 
其 中 tr 是 方 阵 诸 对 角 线 元 素 之 和 ， ВИК. 显然， 由 此 内 积 定义 的 范 数 为 


| =<Х, Х>= > оа 一 上 (2 )， (14.2-11) 


它 满足 前 面 所 述 的 性 质 (1) — (6). 
ЕН (Х,У) 一 0, 就 称 天 与 区 直 交 。 要 注意 , 如 果 两 个 + 维 随机 向 量 Х, 
Y 的 相关 和 矩阵 是 零 矩 阵 ,那么 驮 与 也 一 定 直 交 ;反之 , 如 果 ХУ, 那么 相关 和 矩阵 
不 一 定 是 零 矩 阵 , 即 站 的 任意 分 量 Х. 与 Y 的 任意 分 量 Yi 不 一 定 是 直 交 的 。 这 与 玉 中 
的 情况 不 同 . 
假定 在 н, 中 任意 给 定 两 个 元 Х МУ, ЯБА У 总 可 以 表示 为 两 个 相互 直 交 的 元 的 和 
У == Ух + У, (14.2-12) 
нь ха, Yx 是 了 在 天 上 的 直 交 投影 ， | 
Ух = P(X)Y = аХ, (14.2-13) 
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如 果 «(СХ ) 关 0, 那么 可 求 出 常数 a 


п 


үүх; 


| > 
а = (У, Ху. <Х, Ху! = СУ, Ху) = т, (14.2-14) 
5% 


根据 希 尔 伯 特 空间 H, 的 几何 特性 , У] Х УНР ОБЗ. 

用 希 尔 伯 特 空间 的 方法 讨论 随机 向 量 , 使 得 一 些 间 题 在 几何 意义 上 变 得 十 分 清晰 、 简 
单 ， 必 要 时 我 们 就 用 希 尔 伯 特 空间 的 一 些 定理 来 处 理 随机 变量 和 随机 向 量 。 在 下 一 章 ， 
我 们 将 用 它 来 解决 预测 ,过滤 等 问题 ， 
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随机 函数 Y(o, г) ЯД: ЖЕ НИЖЕ. 对 于 每 一 个 国定 的 :一 办 
Ү(о, 1) 是 定义 在 给 定 概率 场 {0, 97, Р) 上 的 一 个 随机 变量 。 今 后 在 一 般 情 况 下 我 们 
将 省 略 冲 只 写 为 Y(a] 。 如 果 : 只 取 某 些 离散 值 л, л, 5,7-7, ДУС 称 为 随机 序列 ， 
ВЕ Ү,, 和 一 0, 1, 2,… :如果 г 在 某 个 时 间 区 间 内 连续 取 值 ， 则 У 称 为 随机 过 
程 。 如 果 % 是 基本 事件 空间 8 中 的 一 个 确定 的 元 ,那么 YC(w, г) 就 是 一 个 非 随机 的 数量 
和 函数， 对 每 一 个 给 定 的 。 就 相应 地 有 一 个 确定 的 数量 函数 yCo, г), ЕЖ убо), 它 称 为 
随机 函数 了 (z) 的 一 个 现实 . 

п ЛА У), 了 x?),，:…, У) 组 成 一 个 > 维 的 向 量 随 机 函数 УС). ЕД 

‚ЖЕНЕ, ЕЛЕ к, (zx) 是 一 个 随机 向 量 。 对 每 一 个 给 定 
的 wY(z) 就 对 应 一 个 非 随 机 的 向 量 函 数 ya, У) 就 称 为 向 量 随机 函数 УС) 的 一 个 现 
Эс. 根据 : 的 取 值 情况 又 可 分 为 向 量 随机 序列 У, К 0, 1, 2, “和 向 量 随机 过 程 ， 
随机 函数 我 们 可 以 看 作为 一 维 的 向 量 随 机 函数 ， 

假定 г 在 时 间 轴 上 蘑 一 个 集合 T 内 取 值 。 对 于 任意 的 ЄТ, ya 的 分 布 函数 
(У, ғ) = рҮ) < у, 577, Ү00) 二 ys} 称 为 向 量 随机 沪 数 的 第 一 概率 分 布 函 数 , 它 
是 上: 和 у, уг °- sy。 的 函数 , 它 也 就 是 У 这 个 随机 向 量 的 概率 分 布 函数 。 同样, 可 
以 定义 次 数 更 高 的 概率 分 布 范 数 ， 第 二 概率 分 布 函 数 WXy1, и; уз, п) 就 是 两 个 随机 向 
Ш УС) 和 УС) 的 联合 概率 分 布 函数 。 如 果 对 了 内 任意 ”个 所 = 是 任意 的 正 整 数 ， 
YQ) 的 第 = 次 概率 分 布 函 数 已 确定 的 话 , 则 认为 向 量 随 机 函数 У(г) 已 给 定 。 同 样 , 也 可 
以 定义 各 次 概率 密度 函数 。 概 率 分 布 函数 和 概率 密度 函数 之 间 的 关系 为 

И„(у, 3 У, Ym op) 一 他 и’, (Ул HS Joy223 Jo Га) дуду `` dm, 

个 一 А 
| | (14.3-1) 
其 中 每 一 个 积分 都 是 重 积分 , 重 数 是 向 量 随 机 函数 的 维 数 ， 根 据 概率 的 基本 性 质 , И, 
wm 满足 下 列 条 件 : . 

(1) Ws 对 每 个 ур, y1,''*，ym 的 分 量 都 是 单调 非 降 左 连续 的 ，0 所 И, < 1. и, 

恒 取 非 负 值 . 
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(0) 对 各 对 变量 У, zs 一 1， 2，…，m 多 与 ww 都 是 对 称 的 ,例如 
(у, А5 У, №) 一 Wy 113 У, 21), | 
шз(У> #13 У #13 Уз, #3) 一 шз(Уз> 15} Pls п; Уз, #1) 一 мз(Уз> #5 Уз» 135 У, п)... 
(9) 由 次 数 较 高 的 概率 密度 函数 可 以 导出 次 数 较 低 的 概率 密度 函数 ， 例如 ， <, 
则 


oo ee 
DC, п Yh) = 全 ° 全 шлу, ti У ак Ука, гаі Ун Lm) 


sm 一 太 个 玫 . 
| x у ‘уь, и (143-2) 
并 且 有 | мон, нд == 1. 
(4) „С, 13-3 — 90,3: С =) = 0, 1<А4<әт, 
ИИ. (00, и; -*-$ 00, 5-65 00, fm) == 1, 


这 里 ,在 六 时 у, 0 一 oo 或 十 co 是 指 它 的 每 个 分 量 都 取 值 一 oo 或 +оо, 

可 以 着 出 随机 函数 的 概率 分 布 (密度 ) 函数 都 是 和 参 变 量 :有关 的 ,mm 次 分 布 (密度 ) 
函数 就 和 mm 个 时 间 有 关 。 因 此 ,由 各 次 概率 密度 函数 确定 的 一 些 统计 特性 也 和 时 间 有 关 ; 
由 第 一 概率 密度 函数 确定 的 统计 特性 是 一 个 时 间 的 函数 ， 由 第 二 概率 密度 函数 确定 的 统 
计 特性 是 两 个 时 间 的 函数 . 

由 第 一 概率 密度 函数 确定 的 统计 特 狂 主要 有 : 
数学 期 望 (或 系 集 平均 值 ) 是 个 非 随机 的 列 向 量 函数 ， 


YO) = Г. ywi(y, ду, (14.3-3) 


РИЕТИ | 
Уб)" = (У), УК), 777,60), (14.3-4) 


它们 都 是 时 间 的 函数 . 
”方差 阵 " | 
2% (0) = [УФ — РСК) 一 УФЕ 
= YO) УФ), УС) = YO “ (14.3-5) 

是 非 随机 的 方 阵 , 它 也 是 时 间 的 函数 ,对 每 个 固定 的 * 它 是 非 负 阵 。 对 对 于 一 维 随机 防 数 来 
说 ， 方差 是 非 负 的 时 间 函 数 . 

由 第 二 概率 密度 户 数 确定 的 统计 特性 主要 有 : 

УС) 的 自 相 关 函 数 阵 是 两 个 时 间 变 量 的 函数 ， 


куба, в) = [У 一 ИА) UYG) 一 И)" | 
ГЕ. [у 一 Ү(21)] Цу, 一 У) Ти, п} Ув» 41а, 
`(14.3-6) 


канан уо 在 入 两 个 时 世 的 信和 的 线性 相关 程度 ， 如 果 YC4) 与 У 


互 不 相关 , 那么 Куба, 2) 一 0， 当 пр 时 Ry 11) == Ру(г) = Ху(#). В 
Ку(нь и) == СЕЎ Со, һ))". 


一 rr ee 
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建立 在 同一 个 概率 场 上 的 两 个 向 量 随机 过 程 X(z) 和 У) 的 互相 关 函 数 阵 也 是 两 个 
时 间 变 量 的 函数 : 


хуба, в) = ОХО) — ХОЛ — ҰО) 
== Гы — Хоу — УЗ wx, а; у, Бажу, (14.3-7) 


其 中 wXx, п; У, 2) 是 联合 第 二 概率 密度 函数 ， 显 然 ,Rxy(ny 1) == [RYx (в, п)]". 
假定 УЧ) 是 一 个 在 村 间 区 间 T 上 定义 的 向 量 随机 过 程 ， 对 于 了 内 任意 一 点 л, 
属于 TT 的 交 量 :自生 何方 向 无 限 趋 于 и, УС) 的 每 一 个 分 量 都 有 im. YA = УС), 


i 一 11,2,…, я У АЖ УК) 和 Yl) 在 点 是 均 方 连续 的 ,简称 连续 ， 如 果 随 机 
过 程 YG) 对 了 内 每 一 点 都 连续 ,那么 称 Y(z) 在 了 上 连续 ， 容 易 检 验 ,如 果 随 机 过 程 是 连 
续 的 ,那么 它 的 数学 期 望 УС) 和 自 相关 函数 阵 Руба, 12) 的 每 个 分 量 也 是 连续 的 ; 相反 ， 
如 果 随 机 过 程 的 数学 期 望 和 自 相 关 函 数 阵 的 每 个 分 量 都 连续 ， 那 么 随机 过 程 也 连续 . 

可 以 对 随机 过 程 YG) 进行 各 种 运算 ， 如 果 随 机 过 程 Хо) 是 几 个 不 同 维 数 的 向 量 随 
机 过 程 于 (2) ,一 1,2,……，,y 的 线性 全 加 | 


XO ~ >) с (143-8) 
其 中 СКО 是 相应 阶 数 的 矩阵 ,是 : 的 函数 ， 那 么 ХО ЕЛИ 
ХО) > СҮ, (0), (14.3-9) 
自 相 关 函 数 阵 为 | 
Киби, 00 = >) > обвинив, EAD, (143-10) 


其 中 С,(ғ)* 是 С! (2) оар, 
- 现在 我 们 来 定义 随机 过 程 的 导数 和 积分 。 随 机 过 程 ГУС + 41) 一 ФИ М Ar 
趋 于 零 时 的 均 方 极限 ,如 果 存 在 的 话 , 称 为 随机 过 程 YQ) 的 导数 


yd У im УЧ А) 一 了 GO (143-11) 
ағ 2+0 А: 
向 量 随 机 过 程 的 导数 也 是 一 个 向 量 随 机 过 程 ,导数 的 每 个 分 量 是 原 过 程 相应 分 量 的 导数 
уг = 4 г =з 4 4 soe a | т 
ү) 20) (20), 29, EY)). G43-12) 


根据 导数 和 数学 期 望 的 定义 可 以 知道 ， 求 数学 期 望 和 求 导 数 这 两 个 运算 是 可 以 交换 的 . 
所 以 随机 过 程 的 导数 的 数学 期 望 等 于 数学 期 望 的 导数 


УФ 70. | (143-13) 
随机 过 程 导数 的 相关 函数 阵 等 于 过 程 的 相关 函数 阵 对 两 个 时 间 变 量 的 联合 二 阶 偏 导数 
Ви, в) 一 3 Куп, в). (14.3-14) 


并 不 是 所 有 随机 过 程 都 有 导数 存在 ， 导数 存在 的 充分 必要 条 件 是 随机 过 程 的 相关 函数 阵 
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对 两 个 变量 的 联合 二 阶 偏 导数 存在 . 
假定 У) 是 一 个 随机 过 程 , g(s, г) 是 一 确定 的 两 个 变量 的 函数 ,如 果 


XC) = | gC DY Cd (143-15) 
存在 ， 那 么 称 X(s) 为 УФ 的 积分 变换 ，g(y, 0) 称 为 核 函 数 。 公 式 (143-15) 理解 为 当 
最 大 的 Ar 趋 于 零 时 黎 曼 (Rieman) 和 >, 8С, AD)YCtD)At 的 均 方 极限 ,其 中 心 kx 是 区 间 
[а, Б] 任意 划分 成 的 无 数 小 区 间 中 的 一 个 ， к 是 小 区 间 Au 中 的 任意 一 个 点 。 划 不 是 所 
有 随机 过 程 对 核 浮 数 的 积分 都 存在 ， 积分 存在 的 充分 必要 条 件 是 双重 积分 
: еб, пен, паба, одла, = 
存在 并 且 有 界 , 其 中 ge*(s, 1) 是 g(s, р) НН. 一 般 情况 下 只 需要 用 到 它 的 充分 
条 件 就 够 了 , 即 g(s, 1) 均 方 可 积 
| асе, 0 ае < оо, 
向 量 随机 过 程 的 积分 也 是 向 量 随机 过 程 ， 积 分 的 每 个 分 量 等 于 原 过 程 相应 分 量 的 积分 
{, #(+, Буа | | 
ас, ҮС) /nn : (14.3-16) 
{е (ғ, РӘҮ, (2)аг |. 
同样 , 积分 变换 存在 时 ， 数学 期 包 和 积分 这 两 种 运算 可 以 互相 交 才 随机 过 程 积分 X(s) 
的 数学 期 望 为 
ХО) = | g(s, у) а. | (14.3-17) 
хо) 的 相关 函数 是 | 
Кх(я, 52) 一 | | #1, А) Куб, 12)g* (52, ft2)dndt, . {14.3-18) 


今后 我 们 经 党 会 过 到 一 类 特殊 的 陋 机 过 程 或 随机 序列 ЧЕЖЕ т, БАЈ т 
次 概率 密度 函数 (у, А: У, 773 Ув» 2.) 如 式 (141-22) 形式 的 话 ， 就 叫做 高 斯 随 
机 过 程 或 高 产 随机 序列 ла аше 《或 序列 )， 对 任意 正 整 数 m,m 个 随机 变量 
Ү(а), YO),***, ҮС.) 组 成 的 m 维 随机 向 量 是 高 斯 分 布 的 ， 如 是 » 维 高 斯 过 程 (或 序 
列 ) ВН Ү(л), УС»), --- УС) 组 成 的 zz 维 随机 向 量 将 是 高 斯 分 布 的 。 对 
了 高 斯 过 程 (或 序列 ) 洲 说 ,只 要 知道 它 的 数学 期 望 和 相关 和 矩阵 ,那么 它 的 分 布 就 完全 确定 
了 。 如 果 高 斯 过 程 在 л, 5,777, 7, 上 取 值 的 随机 向 量 是 互 不 相关 的 ， 那 么 它们 也 是 互相 
独立 的 。 | . | 
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在 实际 的 工程 问题 中 常 磁 到 这 样 一 类 随机 过 程 了 了 (z): 当 所 有 的 时 间 沿 时 间 轴 同时 
移动 一 个 位 置 时 它 的 各 次 概率 密度 函数 都 保持 不 变 ,也 就 是 对 任意 的 ур, У ym 和 


з16 第 十 四 章 ” 随机 输入 作用 下 的 控制 系统 


п, 105775, tm; 77 为 任意 的 正 整 数 ,和 任意 的 4, 下 列 等 式 永 远 成 立 : | Е 
Wn Ws 857075 Ун вн) аю. (у, АЧ Аул +). ， (14.4-1) 
我 们 称 这 种 随机 过 程 У) 为 宕 平稳 过 程 。 在 分 析 控 制 系 统 在 随机 干扰 下 的 准确 度 及 与 
此 有 关 的 随机 函数 的 性 质 时 ， 往往 只 用 到 数学 期 望 和 相关 范 数 阵 , 也 就 是 只 以 第 一 、 第 二 
概率 密度 函数 为 基础 设 随机 过 程 УС) 的 数学 期 望 恒 为 常 值 ， 它 的 相关 函数 Rr(As Э) 
只 与 和 一生 一 所 有 关 , 而 且 方 差 阵 3y СЕНЕР), 那么 我 们 称 它 为 宽 平 
稳 过 程 .显然 , 如 果 罕 平稳 过 程 的 方差 阵 为 有 界 , 那么 它 一 定 也 是 宽 平 稳 过 程 。 今 后 ,我 
们 只 讨论 宽 平 稳 过 程 。 同 样 ,上 共有 类 似 性 质 的 随机 序列 称 为 宽 平稳 序列 
根据 平稳 随机 哨 数 的 定义 我 们 就 可 以 得 到 它 的 相关 函数 Rr(2) 的 性 质 : 
(1) Ау(0) =<Уа), YO)) = Ху. (14.4-2) 
Е Е НИНЫ УРЕ, АЗЕ. 
当 平 稳 随机 过 程 是 一 维 时 ， 


ry(0) = <У(2), ҮС) == оу > 0. (14.4-3) 
(2) ка) = Ft 2), У) = (УФ, YO t ә = ПРУ), 
(14.4-4) 
ЗЕНОН У, 则 
нод = нс. 0 (14.4-5) 
б) 对 一 维 平稳 随机 过 程 来 说 ， = 
1001 < +0), (14.4-6) 


хара 10) 一 Куб), УС < УС DN YO = (0). 
读者 容易 验证 ,平稳 随机 过 程 УС) 在 所 有 的 : 上 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 的 相关 函 - 
数 降 ВУ) 的 各 元 素 在 1 一 0 点 连续 ， 对 一 维 随机 过 程 来 说 ,根据 第 14.3 节 中 随机 过 程 
导数 的 定义 可 推 得 数学 期 望 为 零 的 可 微 实 平稳 随机 过 程 Y(z) 的 自 相关 函数 ry(%) 的 导 
数 在 д = 0 点 的 值 为 零 , 即 | 


А Ёо акал) 
也 就 是 平稳 随机 过 程 和 它 的 导数 在 同一 时 刻 的 值 是 互 不 相关 的 这 是 因为 
| һб) = УУС а) = YO DYG, 
它们 对 4 的 导数 在 4 一 0 点 的 值 是 А | 
о], -- ото] = [зоро 


此 式 只 有 等 于 零 才 可 能 成 立 ， 所 以 等 式 (14.4-7) 是 正确 的 . 根据 同样 方法 对 于 足够 光滑 
的 平稳 过 程 Y(z) 可 以 得 到 


1-2 д0) |,, - [2 63], - [5 0) = 0 


[2 


„09| = 一 " 红 ， 
л 
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[5, „0)], = са, е . у ` (1 4.4-8) 
ИВ и РН 
rr(2) — rry(0) +2. т ry(0 ) 十 — О, +. - (14.4-9) 


从 式 (14 4-9) 也 可 以 导出 式 (14.4-5). 

НЕВЕ НЕ Е КРАЛЯ Ш ВЕ. А ХО) 和 УС) 的 互相 关 函数 阵 
Кху(п, п) 只 和 4 =* a 一 1 有 关 ， 那 么 称 ХО) 和 УФ 是 平稳 相关 的 ,向量 随机 水 数 
Ха) 是 平稳 的 必须 且 只 须 它 的 每 个 分 量 XC7) 是 平稳 的 和 各 分 量 之 间 是 平稳 相关 的 , 对 
平稳 相关 的 ХО) 和 У) 的 互相 关 函 数 阵 来 说 ， | 

Кхү(2) = (Кук (ЮГ. о (14.410) 

根据 实验 所 得 的 数据 来 确定 平稳 随机 过 程 的 相关 函数 和 数学 期 望 时 、 如 果 采 用 系 集 
平均 的 方法 ， 就 要 同时 对 同一 个 系统 进行 大 量 的 重复 观测 ， 这 种 做 法 在 实际 上 是 有 困难 
的 。 或 者 要 付出 高 昂 的 代价 。 因 为 平稳 随机 过 程 的 数学 期 望 和 相关 函数 与 实验 观测 计时 
的 起 点 无 关 ， 我 们 要 问 是 否 可 以 用 平稳 随机 过 程 的 一 个 现实 у(о, г) 来 确定 它 的 数学 期 
望 和 相关 三 数 电 ?可 以 证 明 , 对 于 连续 平稳 的 一 维 实 随机 过 程 УСО 等 式 


元 : 1 (7 | А 
Ү 1. г: т. 二 | уса 《14.4 11) 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 
. 1 (7 . Р 
im 5 О - 0, (14.4-12) 


Т>о 


这 是 因为 
Расы 


1 м 
2Т )-т 
(| сис — Ya, [УФ ~ 914) 
由 于 инь, Фао, В 
1, зоа - 3] а 0 т) 


(09 – 14| 


= і 
47? 
1 


由 于 等 式 (14.4-12) 成 立 ,因此 | -二 |" уфе 一 了 | 当 了 趋 于 无 穷 大 时 趋 于 零 ， 因 此 


上 述 论 断 是 正确 的 。 同样 , 如 果 [У@ + 1)Y(9)] 对 固定 的 А 也 是 平稳 过 程 , СНА 
数 记 为 5.(w), 那么 等 式 
nD) Lim. 二 сус +1) - ТНУ — Ум 


т — 
— Го | YG + WYCGaAa— У (14.4-13) 
Ta 2T J-T 


Е СООО 
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成 立 的 充分 必要 条 件 是 四 
Ба 2. 全 6,(и)ди = 0， (14.4-14) 


Т->о 2 


这 就 是 各 态 历经 定理 , 
对 某 一 一 特定 的 随机 过 程 当 "(2) 衰 天 得 足够 快 时 ,这 些 充分 必要 条 件 是 满足 的 根据 


等 式 (14.4-11), 再 由 切 比 雪 夫 不 等 式 可 知 ， 对 于 任意 小 最 s, 概率 
p 15. й У) а: — У| > 7|> 


2 了 
当 了 趋 于 无 穷 大 时 趋 于 零 ， 这 是 因为 ， 
оа реа мои] 


而 后 者 则 在 给 定 的 s 和 了 — o 时 趋 于 零 , 所 以 上 述 论断 是 正确 的 。 同样 , 当 了 趋 于 无 穷 
大 时 


а ожо) – ОО - Ра) > еро. 


在 实际 问题 中 , 根据 上 述 各 态 历经 定理 , 当 了 足够 大 时 , 可 以 认为 下 列 两 式 成 立 的 概率 接 
近 于 1， 


-一 1 (7 
= 一 一 4.4- 
у= |, a, (144-15) 
т 二 
тү(т) = 去 6, г 十 А)убо, na — Ӯ", (14.4-16). 


请 读者 注意 : 上 列 两 式 在 使 用 时 并 不 一 定 完全 可 靠 。 因为 实际 测量 时 了 不 能 趋 于 无 穷 
大 , 故 上 式 成 立 的 概率 小 于 1。 其 次 , 即使 是 概率 为 零 的 事件 也 是 可 能 发 生 的 ， 所 以 公式 
(14.4-15) 和 (14.4-16) 对 某 些 特定 的 测试 结果 可 能 有 不 成 立 的 危险 性 , 因此 , 在 使 用 这 
些 公 式 时 要 小 心 。 采 用 公式 (14.4-15) 和 (14.4~16) 来 计算 数学 期 望 和 相关 函数 时 ,仍然 
需要 多 观测 几 个 相同 的 系统 , 或 者 对 每 一 个 随机 函数 多 观测 几 次 , 然后 按 系 集 取 平 均值 ， 
这 样 可 以 提高 结论 的 可 靠 性 。 
现在 来 讨论 平稳 随机 函数 的 一 些 具体 例子 。 | 
11. 假定 (У) 是 一 个 具有 相同 概率 分 布 的 互 不 相关 的 复 值 平稳 随机 序列 ， 
Коа 5-5,2, 一 1, 0, 1, 2,………，, 它 的 数学 期 望 了 等于零 ,相关 函数 为 
一 -一 一 0, 2 == 0, 
ry[4] = «Уна, Ур = Ум {, ,1 一 0. 
设 序列 {XW} 是 {Y4} 的 滑动 和 , 即 
— Уау, R=, —2, —1,0,1,2, 
不 难 检 查 ., 对 任意 4,Xx == 0,XX 的 相关 函数 是 


тА) = ХХ = > а.а 
0<:<л 
0<-:<9 
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由 此 可 见 , 序 列 {Xi} 也 是 平稳 序列 ， 如 果 +, 5 нез н, х, 均 为 


平稳 序列 . 

根据 第 14.2 节 中 所 讲 的 随机 变量 的 几何 概念 ,此 例 中 平稳 序列 {У} 是 在 希 尔 伯 特 
空间 肪 中 互相 直 交 , 范 数 等 于 1 的 单位 向 量 序列 ,对 某 固定 的 A, X 是 随机 变量 希 尔 伯 特 
空间 中 某 一 个 » 维 子 空间 中 的 一 个 元 素 ， 在 各 种 可 能 的 а, 值 时 的 所 有 Хь 及 其 均 方 极限 
组 成 了 这 个 в 维 子 空间 . 

例 2。 假 定 随机 过 程 YC() = Ye*”*,Y 是 数学 期 望 为 零 的 复 随机 变量 ,那么 不 难 检 查 
У) 是 平稳 的 。 数 学 期 望 和 自 相关 孔 数 分 别 是 

М6; = Ўсіх ав 0, 
ғуб2) 一 《YY Уус 一 oveiol, 


如 果 复 随机 过 程 УС) 是 
Y() = Ye Узен + Yocom 一 У) Ү,сѓіок, 
к= 1 


НН Ув д == 1,2,---, 0 ,是 数学 期 望 为 零 的 互 不 相关 的 复 随机 变量 ， ок, К 1,2,0, 
п 互 不 相等 ,那么 立刻 可 以 证 明 УС) 也 是 平稳 的 。 它 的 数学 期 望 仍 等 于 零 ， 它 的 相关 函 
数 . 
гу(А) = об ед + ое 十 4 сў сбое) = У) А 
1 
当 воо, 要 级 数 хо) 收 伍 ,必须 使 УЛГУ У) o3 < оо, 这 时 У уени 也 收 
k=1 k=1 k=1 
ЖТ УС), УФ 的 数学 期 望 为 零 , 自 相关 函数 为 = 
ғүбА) == >, але", 
这 种 平稳 随机 过 程 称 为 具有 纯 离 散 谱 点 的 过 程 ，m，om，… 的 总 体 称 为 平稳 过 程 的 点 谱 
系 。 
例 3。 假 定 实 随机 过 程 是 
У(:) == X cos es + 7 sin (02, 
其 中 X 和 2Z 都 是 数学 期 望 为 零 的 实 随机 变量 ,如 果 ох == 05 == Б, ПН. <Х, 2) == 0, № 
Y(z) 是 平稳 的 ,这 时 相关 函数 
ry(2) == Dcos од, 
同样 地 , 设 实 随机 过 程 是 | 
YQ) = >, (Хьсовой 十 Zksin 03), 


k=1 
其 中 Хь, Zh 一 1, 2,…, 7 ;都 是 数学 期 望 为 零 的 实 随机 变量 ,如 果 要 Y(z) 是 平稳 的 ， 
则 必须 有 
Xi, 2;> = 0, 1,1 = 1,2, ms 
Cs XD 29|, Бр» 


› 1 ==) 
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这 时 УС) 的 相关 函数 为 | 
zy(1) = У bk COs win 
Pen 
ис, 车 Уу Б, < 00, 则 >, Б, созо д Ш, НА 
кл k=1 


У (Хьсозом + Zhsin оны) 
xz1 
也 均 方 收敛 于 Y(), 后 者 的 相关 函数 为 
ғүСА) >, BECOS одд, 


14.5 平稳 随机 函数 的 庶 分 解 
.. 首先 让 我 们 回忆 一 下 普通 函数 的 谱 分 解 。 设 有 一 普通 函数 f(), 它 定义 于 区 间 [ 一 0， 


9] 上 。 从 数学 分 析 中 我 们 知道 ， 如 果 f(#) 在 此 区 闻 内 平方 可 积 。 那么 它 可 以 展 成 伟 里 叶 
级 数 


Кг) = > але, -0<:<0, (14.5-1) 
其 中 ok = Ге, 9, &=0, +1, +2, ---. а 称 为 传 里 叶 系数 ， 它 由 下 式 决定 : 
а, -二 Г, Костина, 0, #1, #2, (14.5-2) 


> (14.5-1) 右边 的 级 数 是 周期 函数 ， 周期 为 ? 20, ВАТ 1—0, 0] 区 闻 上 均 方 收敛 于 
Кг), ВВ 


‘gz =» 0, (14.5-3) 


in 人- | 一 > Cy 


在 1—0, 0] 区 间 外 级 数 与 Ко) ВАНЯ, 如 果 把 f(z) 看 作为 函数 空间 
CL, 空间 ) 的 向 量 ,并 用 УСО 表示 此 向 量 的 范 数 ,那么 就 有 派 雪 伐 尔 (Parseval) 等 式 


Vol = | IK a еи 4.5-4) 
这 意味 着 下 列 三 角 函 数 序列 | 


1 1 
V2 4/20 0 

构成 逊 数 空间 的 规范 直 交 基底 ,它们 的 范 数 等 于 1, 并 互相 正 交 ， 

工 | А 278 4, = |) К, 

20 )- 1, k=1. 
ЯПА | а ТЕНИ, 便 得 到 函数 f(z) 的 谱 密度 图 , 如 图 14.5~1 (а). ТЕЖ 14.5-1 (Ь) 中 
坚 轴 画 出 的 是 jet， 这 就 是 函数 fo 的 功率 谱 密 度 图 ， аа ЧАЙ е «к 所 载 负 的 
信和 号 功率 ， 因 此 式 (14.5-1) 可 称 为 函数 Ко 的 谱 分 解 。 


(14.5-5) 
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a 


gs rr 1284. 
Ga) Ф) 


В 14. 5-1 


| аі 2 


如 果 f(z) 给 定 在 全 部 实 轴 (一 co , оо) Е, 那么 我 们 知道 ， Ж Кг) 平方 可 积 , 则 它 可 展 
成 传 里 叶 积 分 


Ко = | ews)do, (14.5-6) 
等 式 右边 积分 均 方 收敛 于 Кв), Вр 
| im 人 [мобов р = 0.. | (14.5 -7) 


:ww) 称 为 谱 密度 函数 ， 把 它 与 频率 特性 ЕС) 比较 可 以 看 出 ,FGiw) Ж (о) 的 2x 售 ， 
这 时 


Ки) = 1 [Г костна, Ес — 45-8) 
ЖИ — ВЕ, 550. (14.5-8 УЖИН ИВС (о), В 
im 5(о) 一 二 | 10а do 一 0。 (14.5-9) 


”对 函数 空间 С, 空间 ) 中 向 量 С) 的 范 数 有 下 列 " 功 率 * 等 式 


Г рае = 2". Со) 22, (14.5-10) 
我 们 把 (о) 的 积分 


SCo ) = Г. s(w@ dw . (14.5-11) 


称 为 f(?) 的 谱 函 数 。 

由 于 这 种 分 解 在 技术 上 用 处 很 大 ， 例如 可 以 根据 谱 密 度 孙 数 来 判断 信号 的 变化 速度 ， 
并 估计 各 种 频率 的 谐 波 通过 线性 系统 所 发 生 的 变化 。 自 然 会 产生 这 样 的 问题 ， 一 个 随机 
函数 能 否 进 行 谱 分 解 2 如 果 能 够 找到 谱 函 数 的 话 ， 那 么 人 们 可 以 从 某 种 意义 上 判断 这 个 
随机 函数 主要 集中 于 高 频 谐 波 部 份 或 是 低频 谐 波 部 份 。 幸 运 的 是 ， 答 案 是 肯定 的 。 平稳 
随机 函数 和 普通 函数 有 类 似 的 特性 ,可 以 分 解 成 谐 灾 , 即 可 以 进行 谱 分 解 。 平 稳 随机 函数 
的 谱 分 解 给 控制 系统 的 分 析 和 综合 提供 了 一 个 十 分 清晰 和 严整 的 全 套 理论 和 处 理 方 法 ， 
在 没有 开始 讨论 以 前 我 们 先 把 结论 写 出 . ВЕУ, в 一 0, 土 1, 土 2,… -是 一 个 数学 期 望 
为 零 的 平稳 随机 序列 ,而 且 方 差 有 界 , 那么 它 可 以 分 解 成 传 里 叶 - 司 落 吉 斯 (Stcljcs) 积分 


у, 一 | ciomgZ (в), (14.5-12) 
式 中 Z(o) 为 某 一 个 随机 谱 函 数 , 它 的 特性 以 后 再 仔细 研究 . 
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若 平稳 随机 过 程 Yo 定义 在 全 部 时 间 轴 《一 ©, оо) 上 ,而 且 数 学 期 望 为 零 , 方 差 有 
界 , 则 它 可 以 按 谱 函 数 进行 分 解 
ү) = (7 eraz(o)， (14.5-13) 


АН Z(o) ЖЕНА. ШЛЕ (14.5-12) 5 (14.5-13) 的 右 端 随机 积分 都 是 在 均 方 
意义 上 收敛 于 У, й ҮС) 的 . 

我 们 先 来 研究 随机 序列 的 谱 分 解 . 设 (У, 是 某 一 个 数学 期 望 为 零 ,方差 有 界 的 平 
稳 随 机 序列 ,根据 第 14.2 节 的 讨论 , 对 于 每 一 个 固定 的 * ти У, Атона <] 
互 内 的 一 个 向 量 ， 而 当 = 变化 时 У. 构成 一 个 向 量 序 列 ……，Y-l Ув, У, ， 由 于 该 序 
列 的 平稳 性 可 知 两 个 向 量 的 内 积 《Y。，Y-t》 一 rr[4] 只 与 жа т п. 如 果 
用 表示 移 位 算 子 


ОУ, == У, (14.5-14) 
那么 有 | 
ОҮ,, ЧҮ.) == ХҮ, Yi-t> == г] = У, У,-ь). (14.5-15) 
同样 
《CUY。，UY。 = <У,, О*0ОҮ, 4, - (14.5-16) 
式 中 UU* "ЖОНЕ, ЕН (14.515) #1 (14.5-16) 可 知 
О®0 = 1, | (14.5-17) 
І 是 希 尔 伯 特 空间 玉 中 的 单位 算 子 . 
БАНИ О* = 07, 对 于 每 一 个 平稳 随机 序列 都 存在 一 个 保 范 算 子 U 使 
У, == U"Yo, (14.518) 


而 且 这 个 保 范 算 子 Е Е АН За 2] ну, 即 由 随机 序列 {Y,} 组 
成 的 线性 闲 子 空间 ， 由 泛 函 分 析 得 知 , 在 希 尔 伯 特 空间 Н, 中 的 保 范 算 子 ( 西 算 子 ) 可 以 
‚арх | 

U = Й civdE,, (14.5-19) 


ЕА 石 , 为 由 某 一 个 自 伴 算 子 4 派生 的 投影 算 子 ,下 角 注 ”表示 投影 算 子 将 整个 子 空间 
Ну 的 所 有 向 量 投 影 到 自 伴 算 子 4 在 区 间 (х, о] 的 一 切 谱 点 所 确定 的 特征 子 空间 Ы, 
中 去 。 若 Yo 表示 任 一 数学 期 望 为 零 , 方 差 有 界 的 随机 变量 ,那么 它 属于 希 氏 空间 Hy， 向 
Е Е.Ү 便 属 于 子 空间 H。 БЕЯН РЯ: 

(1) ЕЕ = Е.,. 

(2) # <, М ЦЕ. < ЕМУ. 

(3) |E-.Yol = 0, ЕУ П == оу. 
| (4) 由 于 相应 于 两 个 互 不 相交 区 间 内 诸 谱 点 对 应 的 特征 子 空间 内 的 向 量 互相 正 交 ， 
若 令 Ель 一 Ель 一 Eo, Ш Ао 与 Де 互 不 相交 , 则 必 有 

Ед. Ед, Yol == 0. 
利用 投影 算 子 的 特性 ， 当 Доц 一 Am 时 有 
Ел», Е ды, Уо| == [Е У]. 

根据 B。 的 上 述 特 性 ,等 式 (14.5-19) 也 可 以 改写 为 


зов 
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0 = | сЕ 4. (14.520) 
进一步 不 难 推 得 , 算 子 0U 的 整数 次 方 罕 可 展 成 
Ur" == И ciondE,. (14.5-21) 


等 式 (14 5-12) 和 (14.5-21) 的 实际 意义 是 ,对 任意 两 个 建立 在 同一 概率 场 上 的 数学 期 望 
为 零 ,方差 有 界 的 随机 变量 ,下 列 关系 式 总 成 并: 


«Их, ҮУ = |. с“ КЕ.Х, У», 


CUrX, ҮУ - "Е.Х, У), пт 0, +1, 42, 
利用 式 〈14.5-21) 立即 可 得 到 平稳 随机 序列 的 谱 展 式 : 
У, = U"Yo 一 | "ЈЕ „Уз = Г cioodZ (0), 

式 中 Z(o) == Bye 是 随机 函数 。 由 投影 算 子 特性 可 推出 随机 谱 函 数 的 特性 : 

(1) Z(o) 一 0, 这 是 由 于 Yo = 0. 

(2) 12(—=)1 =0, 120) У = ду. 

(3) 设 Z(Aol = 2(0 + Аш) — 2 (о), ЇН (о, + до] 5 (101,40; + До] 
互 不 相交 , 则 有 | 


2(401)2*(Аоз) = (2 (А0), 2(Аш:)) = 0, 
这 是 因为 | 
(2(Аш), 2(Лоз)) = (Ел. yo, Ель Уо) 一 (У, Е Е лы. Уо) == 0, 

式 中 Еі, 是 Es, 的 伴随 算 子 , 由 于 Ea, 是 由 自 伴 算 子 派生 出 来 的 投影 算 子 ,所 以 Es。, 也 
是 自 伴 的 , E*。 一 Е... ВНЕ, 的 特性 (4) 可 推 知 上 式 成 立 . 

平稳 随机 序列 的 相关 函数 为 с ии 

ry[R] = (У У.) == (ОУ, Un"Yo), 
根据 序列 的 谱 展 式 可 得 到 
ИЯГЕ 人 “weekEoyu ү) 一 全 Е, (в). (445-22) 


上 式 内 Fy(w) = (Е.Х Үз) 称 为 平稳 随机 序列 的 谱 函 数 ( 它 是非 随 机 的 ), 它 是 非 降 有 界 
函数 ,因为 | | 


(Е Уз» Үз) = (EoYo, EsYo) = Е.Ү = 1200) 18, 
所 以 | | | 


_ ЕС-ж) = 0, F(x) = |У? = о. 
当 Е(о) 为 可 微 函 数 时 ，dF(o)/do == Ко) 称 为 平稳 随机 序列 的 谱 密 度 ， 于 是 式 
(14.5-22) 可 写 为 | 
| ry[k] = ОЯ (14.523) 
当 Е(о) 为 不 可 微 时 ,因为 FCw) 是 有 界 变 差 函数 , 引进 5 函数 , 使 式 〈14.5-23) 依然 有 
效 ， 类似 地 两 个 平稳 相关 的 平稳 随机 序列 的 相关 函数 也 可 有 


гух [А] 一 Г. ckedFyx(o) 一 М О 
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式 中 Frx(o) 一 (EaYo, Хо) = (Е.Ү, ЕХо). 因此 我 们 无 论 对 自 相关 瑟 数 或 互相 关 本 
数 都 可 写 为 | 
СТ = [| ене а)ао, 60, +1, 土 2,.……. (14.5-24) 
如 果 注 意 式 (14.5-24) 的 结构 便 可 发 现 , 它 与 第 十 章 中 的 离散 拉 氏 反 变换 公式 相 类 
似 ， 读 者 不 难 证 明 | 
Ко) = 二 У) мес, (14.5-25) 
п Ко : 
这 样 我 们 就 得 到 了 r[X] 5 Ко) 的 直接 相互 转换 关系 ， 
对 于 实 过 程 来 说 , ry[L*] 是 个 偶 函 数 , 因 此 (о) 也 是 偶 函 数 。 为 了 计算 方便 我 们 设 


Ф(а) = 2а), w>0. (145-26) 
雇 成 传 里 叶 级 数 后 有 
Фа) = 101 + 2.5 „ЕТ ооздо, | (14.5-27) 
x по 
[А] = |" cos @АФ( 0) dw. | . (14.5-78) 


我 们 再 来 研究 谱 展 式 (14.5-13)， 连 续 的 平稳 随机 过 程 YG) 是 一 个 参 变量 为 : 的 随 
ЖЕНЫ {У}, 一 oo < < оо, ЕН {У(#)} 组 成 的 线性 闭 包 , 即 {Y(z)} 中 向 量 的 线性 
组 合 及 其 均 方 极限 的 集合 ,组 成 希 氏 空间 中 的 一 个 子 空间 Hy。 我 们 定义 算 子 О), 

| UYA) = У + А). (14.5-29) 
很 明显 算 子 具有 如 下 性 质 : 

оС + ғ) = UUG) =0(90@). (14.530) 

由 于 过 程 是 平稳 的 ,所 以 对 于 (УС) НЕ УСА) 和 УС) 和 任意 的 2, 有 

UY UIE = (Уба + А), Уба 0) ба) 

== (Ү(2), Ү(2,)). (14.5-31) 
所 以 算 子 0(z) БТ СНЯТ), 而 且 0*С) = Uz)， 可 以 把 保 范 算 子 UG) 扩充 
作用 至 加 个 子 空间 Hy。 可 以 证 明 , {000}, 一 co 二 + 二 oo 是 保 范 算 子 的 单 参数 连续 群 ， 
它 有 唯一 的 谱 分 解 式 
00) 一 - | “ДЕ, (14.5-32) 


式 内 Е. ВЫХ АН АНИЯ, Во ВНЕ НН 8 
H 的 向 量 投影 到 让 位 算 于 4 在 区 间 (— 0, 1 的 一 切 谱 点 所 确定 的 特征 子 空间 可 中 
去 . 这 样 。 ” 

ур = ОУ) 一 | ewdEoY (0) = {7 21-02 (и), 


式 中 Z(w) 为 随机 谱 函 数 , 它 具 有 前 述 的 相同 性 质 , 差 别 仅 在 于 此 处 它 定 义 于 《一 2，%o) 
上 ,所 以 它 的 特性 (2) 应 改 为 : 
lz2C— оо) = 0, lzCoo) == УСО) == о. 
根据 平稳 随机 过 程 的 谱 分 解 公式 〈14.5-13) 和 投影 算 子 的 特性 , 可 以 求 出 相关 函数 


р 
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的 谱 分 解 公式 : 
| пубе— ғ) = (УФ, УС)) 一 《TY(0)， О'ҮС(0)) 
ХО 
СОЎ | < (145-33) 
上 式 内 Fr(o) 一 《E。Y(0), Y(0)》 称 为 随机 函数 的 谱 函 数 ,注意 ，Fx(w) 已 是 非 随机 的 


， 了 。 由 投影 算 子 的 特性 知道 


Fy(@) = (EY(0), У(0)) = (ELY(0), EY(0)) = lzCo0)l, 
因此 Fy(w) 是 非 降 有 界 函 数 ,而 且 
Fi( 一 oo) 一 0， Ро) = (оо =. 


当 F(w) Жур АИ, (бо) 一 22 (а) 称 为 谱 密 度 。 这 时 - 


rr(4) 一 | eho)do. (14.5-34) 
如 果 F(w) 不 可 微 , 当 引进 6 函数 后 式 (14.5-34) 仍然 有 效 。 对 两 个 平稳 相关 的 平稳 随 
机 过 程 的 互相 关 函 数 也 有 类 似 的 谱 分 解 公式 。 总 的 来 说 ,对 平稳 随机 过 程 的 相关 函数 , 谱 
分 解 公式 为 


С) 一 МО (14.5-35) 
并 且 我 们 可 以 得 到 
fa) =" мда, 145-36) 
这 是 因为 
1 [= Lio _ 11” ебед ее 
[т г(А)4А е ИЙ a) < f(ao)do 


一 Г, (o)do 2 |" песна 


— [Ков — ааа = Ко). 


如 果 (2) 在 一 口 到 十 0 上 绝对 可 积 ,那么 f(w) ЖЕНЕ. ШО) Е — 00] +оо ЕЖ 
是 绝对 可 积 的 ,那么 在 引进 5 函数 后 Ke) 还 是 存在 的 ， 
当 平 稳 随 机 过 程 Y(#) 是 实 过 程 时 ， 相关 函数 是 偶 函 数 ， 这 时 谱 密度 Ка) 也 是 偶 函 
数 ,因此 只 需要 研究 。 > 0 时 的 值 就 可 以 了 。 为 了 计算 方便 ,我 们 引进 
Ф(о) =8Ӯ 2 (0), о 22:0, (14:5-37) 
这 时 有 | | 
(А) = | соѕзоАФ(о)до, А > 0， | | (14.538) 


Ф( о) 一 2" соз 047(4)44, о > с. | (14.5-39) 
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方程 (14.5-38) 和 (14.5-39) 称 为 维 纳 - 辛 钦 《Wiener-Xnnqgn) 关系 。， 如果 随机 过 程 的 范 
数 的 平方 代表 它 所 载 负 的 功率 ， 


Ур = 5600) = [обеда (14.5-40) 


那么 9(o) 就 代表 УФ 在 不 同 频率 上 所 载 负 的 功率 密度 ,所 以 常 称 为 功率 谱 密度 . 

如 果 F(w) 有 第 一 类 断 续 , 则 在 谱 密度 Со) 里 可 以 包含 用 а 函数 所 表示 的 冲 量 。 当 
平稳 随机 过 程 中 包含 有 角 频 率 为 wk 的 随机 振幅 的 周期 振动 分 量 时 ， 在 相关 函数 (4) 里 
一 定 包含 一 个 频率 为 wx 的 周期 振动 分 量 ， 根 据 5 函数 的 性 质 


а |. ей = 8(1), 
21 /-® 


谱 密 度 Ko) 中 将 包含 一 个 (F(oto) 一 F(ok-o)) (0 一 и) 的 分 量 。 
现在 我 们 来 讨论 两 个 由 相关 函数 计算 功率 谱 密度 的 实例 ， 
1. 如果 相 关 函 数 是 以 高 斯 曲线 给 定 的 
| по) = коде», 
相应 的 功率 谱 密 度 就 是 
$b(w) 一 2. 700) |" соѕ оде 244 == Ф(0))е- 9", 


其 中 


| 
Ф(0) 27 "09), Е 

“有趣 的 事实 是 : 当 保持 Ф(0) 不 变 时 , 令 а оо, 这 时 对 于 所 有 有 限 的 л 来 说 , 相关 
函数 都 趋 于 零 。 同 时 , (0) 以 一 种 使 r(%) 变 为 ? 函数 的 方式 趋 于 co。 这 也 就 是 说 ,不 同 
时 刻 的 YQ) 值 是 毫 不 相关 的 。 所 以 这 个 随机 过 程 是 所 有 随机 过 程 中 “最 杂乱 无 章 的 一 
个 。 这 时 ,功率 谱 客 度 是 一 个 与 频率 无 关 的 常数 , 这 个 最 杂乱 的 随机 过 程 称 为 白色 噪声 . 
常常 用 白色 噪声 来 描述 物理 系统 中 自然 发 生 的 随机 变化 . 

严格 地 说 ,白色 噪声 不 是 宽 平 稳 过 程 ,因为 它 的 方差 为 无 界 ， 


= (0) = осада 一 [осоо = оо, 


但 是 从 真实 的 物理 系统 中 永远 取 不 出 纯粹 的 白色 噪声 ， 因 为 真实 物理 系统 总 有 有 限 的 
通 频 带 ， 白 色 噪 声 通过 此 系统 后 功率 谱 密 度 在 足够 大 的 频率 段 以 外 就 趋 于 零 , 并 且 


| .ecoyae ЖИВА. [роодо < 是 失信 号 总 的 负载 功率 有 限 。 如 果 用 仪器 去 测量 白 


色 噪 声 的 统计 特性 ， 由 于 仪器 总 有 有 限 的 通 频 带 ， 所 以 得 到 的 结果 也 不 是 纯粹 的 白色 唱 
声 . 其 实 ,白色 噪声 是 一 个 广义 的 平稳 随机 过 程 中 ， 它 是 中 间 运 算 的 一 个 工具 ,而 不 代表 
真正 物理 量 的 统计 特性 。 它 通常 总 是 以 通过 某 个 通 频 带 有 限 的 系统 和 而 得 到 的 平稳 过 程 来 
表示 的 。 如 果 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密度 在 足够 大 的 一 段 频率 范围 内 近似 于 常数 ， 那 么 
可 以 把 它 看 作为 站 色 噪 声 ， 这 里 所 指 的 “足够 大 ”是 与 被 研究 系统 的 通 频 带 相 比 较 而 言 . 
，。” 例 2。 对 于 流体 的 匀速 运动 中 的 微小 各 向 同性 袜 流 , 冯 ， 卡门 (Von Kirmin) НИЕ 
瓦尔 斯 《Howarth) 曾经 证 明 559; 基本 的 二 阶 相关 函数 就 是 rn(2) 和 20), п) 是 在 
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同一 空间 点 上 平行 于 平均 流动 方向 的 护 动 速度 分 量 对 于 时 间 间 隔 2 的 相关 函数 , ?2) 是 
与 平均 流动 方向 垂直 的 扰动 速度 分 量 的 相应 的 相关 函数 (图 14.5-2)。 如果” 是 平均 速 


度 , ! 是 汕 流 的 特性 长 度 ,那么 这 两 个 相关 函数 со 
就 可 以 近似 地 表示 为 “一 © 
п) 一 00), д0 | " 
соул (АИ 
rzx2) 一 +00) "(з > 2), 1 > 0. || 
根据 方程 (14.5-39) ,平行 于 平均 流动 方向 的 扰 sa， 
动 速度 分 量 的 功率 谱 密度 Vi(w) 和 垂直 于 这 个 _ п®@) 
方向 的 扰动 速度 分 量 的 功率 谱 密度 Ф, (о) 就 是 1452 
1 | 
Ф, (о) омут > 0, 


1 + 360/0) 
Фо) = PAO)L 3, >0, 
(90 О (ао “7 


х ру Ф,(0) 和 Ф,(0) 是 相应 的 功率 谱 密度 在 о == 0 处 的 值 。@1C0), ФО) У ^(0), 


00) 的 关系 是 


0,0) 一 -2 = (0), 


000) = 2,00). 


上 面 所 说 的 是 平稳 的 一 维 随机 函数 的 谱 分 解 。 平 稳 的 向 量 随机 函数 是 由 好 几 个 一 维 
.随机 函数 所 组 成 的 ,不 过 要 注意 ,除了 各 分 量 本 身 是 平稳 随机 函数 外 各 分 量 之 间 还 是 平稳 | 
相关 的 。 它 的 功率 谱 密度 与 相关 函数 阵 相 对 应 ,也 是 一 个 矩阵 。 : 
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根据 相关 函数 来 计算 功率 谱 密度 的 作法 不 是 绝对 必须 的 。 有 时 候 也 可 以 ВИ, 
УСО 本 身 的 已 知性 质 把 功率 谱 密 度 直接 计算 出 来 ， 
с 我 们 先 来 讨论 一 维 平稳 随机 序列 功率 谱 密 度 的 直接 计算 .假定 {Y,} РТР 
Ф, 方差 有 界 的 平稳 随机 序列 ， 那么 有 限 的 清 动 和 | 
| Ак(ш) = 5) Уве (14.6-1) | 


к=-№ 


анелия. 方差 有 界 的 随机 函数 ， ww 是 参 变量 , алби) 的 范 数 平方 是 


Ш 


М 


м 
нов У) >) YY еке 
Ke—N 1=-М 


一 у У ry[ 一 Пе, 


к=-М 1=-М 


在 引进 二 /一 后 ,就 取 自 一 2N 到 2N 的 整数 值 ， 对 同一 个 相同 的 项 就 有 
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2N +1 一 jsj 个 。 所 以 有 | | 
а С) = >, (2 +1 — |в е], (146-2) 


因此 


р 一 一 一 一 一 一 == ш— < — |а| ion | 
im Gn ту lvoOP Е 20 т) "lnle 


A 


в=-® 


这 样 就 可 以 按 下 列 公式 直接 求 功 率 谱 密度 


Ф (о) = im ОЕ г. (14.6-3) 
假定 УС) 是 一 数学 期 望 为 零 ,方差 有 界 的 平稳 随机 过 程 ,那么 它 的 积分 
Ао) 一 [уфе (14.6-4) 


也 是 数学 期 望 为 零 方差 有 办 的 随机 函数 ,0 为 参 变量 ，Ao《w) 的 范 数 平方 为 
Пасо) = | ,YOY ee ddr 


一 ГГ, туб ег, 
在 变量 四 换 一 一“ 后 可 简化 为 | 
во р „(1 - 4) „Одете, С (46-5) 
因此 
. 2—1: 1 2 ре | -iw 
а р Ва „Е ие 
| | „рена = ФК) 
这 样 就 可 以 按 下 列 公式 直接 求 功率 谱 密度 
or(o) 一 КОД (146-6) 


我 们 现在 来 讨论 几 个 直接 计算 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密度 的 例子 。 

_ 例 1。 平稳 随 机 过 程 Y(x) 是 一 系列 形状 相同 的 脉冲 , 脉冲 的 频率 是 一 个 常数 ， 脉 冲 
的 高 度 是 一 个 数学 期 望 为 零 ,方差 有 界 的 随机 变量 ,并 具有 一 定 的 概率 密度 分 布 冰 数 。 此 
外 ,还 假定 这 一 系列 的 脉冲 高 度 是 互 不 相关 的 。 如 果 脉 冲 是 矩形 的 ,那么 这 一 系列 脉冲 就 
像 图 14.6-! 所 画 的 那样 。 如 果 一 个 高 度 为 1 的 脉冲 表示 式 是 7(#) ,那么 


YO) = >, хи — АТ), 
к 
Ятт 2 ТАЈА ВЯ , X4 是 第 《个 脉冲 的 幅度 . 15 0 = МТ, 那么 
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图 14.6-1 


400) 一 人 Уре 一 М Хи — ЕТ)" 
x . 


一 У Хе" и. (§)e eqs 


kK=—N 


ao) Ў ети, 
式 中 
кә п), 
如 果 脉冲 是 宽度 为 2。 高 度 为 1 的 矩形 脉冲 , 则 
аба) = | eds = 2 ав. 
根据 方程 (14.6-6)， аа 
000) = ааа >. 2, ссий 


> 19а) |а. зрэ Ў, Т = Пе! нат). 


”因为 这 一 系列 脉冲 的 高 度 是 互 不 相关 的 。 所 以 除了 一! 外 rx 4-Й 都 等 于 志 ， 当 


=, 1 а 


KR=—N І 
最 后 就 得 到 
9(o) 一 27-1) |з, 

例 2。 我 们 来 考虑 图 14.6-2 所 表示 的 平稳 随机 过 程 Y(:)。 这 个 过 程 在 时 间 间 隔 了 
中 的 值 或 是 十 1 或 是 一 1. 这 里 的 了 不 是 常数 , 而 是 一 个 随机 变量 。7 的 概率 密度 函数 
w(7) 是 已 知 的 。 不 言 而 喻 ，7 之 0， 还 要 假定 这 一 系列 时 间 赣 隔 了 工 是 互 不 相关 的 。 我 
们 用 Т.(к = 1,2, 3,..-) 来 表示 第 和 《个 时 间 间 隔 。 假 设 时 间 间 隔 的 数学 期 望 是 工 ， 

Т = |ртст)ат. 
911520 = МТ, 这样 . 
Loe(o) == [ети а 1 У (一 1)*(е- — ем) 
#00 қ=1 - 
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图 14.6-2 
这 里 的 ил ЕК К АКУНИНА НУ А. РЕКАХ АЖ 
Ао(ю) == [2 > (一 Печ] 一 2 (Пети + =. 
根据 方程 (14.6-6), деп 生得 到 
0(o) 一 -一 -lim 工 > > (нет, 


Тм к21 к= 
我 们 先 芳 虑 不 过 к АЈ. ЯК 十 т, 这 时 就 有 
етікті) 一 CoTRATIC 一 ioTK+2。。 чет, 
既然 这 一 系列 时 间 间 隔 是 互 不 相关 的 , 因此 Тин, Теча 577, Тиз» 的 联合 概率 密度 函 
. 数 就 等 于 它们 各 自 概率 密度 函数 之 积 。 如 果 引 进 ете 的 数学 期 望 ” 
208 == (8) а pw) + бро) -} сто (тат, 

Х(о) 是 复 函 数 , 实 部 为 Ф(о), № Ф(о), Х(о) 又 称 为 的 特征 函数 ; ВА 

| рт тает) ма [Х(о)]". | 
在 求 2(o) 的 双重 和 式 中 , 像 еа 这 样 的 乘积 的 个 数 有 NN — т 个 ,而 每 一 个 这 样 
的 乘积 的 符号 都 是 (一 1)", ДЕСЕ зает 项 
lim м =" хо) ]". 


т 可 以 是 从 1 到 % 的 所 有 正 整数 ， НИ Жо) 的 定义 可 知 Ma <1, 因此 这 样 一 些 
项 的 总 和 为 


一 X(o) fim убо) > (о). 


Уу По) = 1+XxCo) ms NITTXCoOTT 1+2) 


不 难看 出 ,来 源 于 > АН АТЫ К > к 的 各 项 总 和 刚好 是 复 共 锯 的 . 
此 外 ,来 源 于 一 各 项 的 总 和 刚好 等 于 1。 所 以 虹 后 得 出 
| у = 411 ве XC |} 
® ) х Г со? = - Г ка). 
这 里 的 Re[ ] 就 是 取 { ] 里 的 实数 部 份 ， 如果 XCw)》 的 实数 部 份 和 虚数 部 份 分 别 是 Фа) 
和 ф(®) , 那么 


а 0) а). 
я HT 9+". 
如 果 概 率 密 度 函 数 w(7) АЙ (роо) АН — 
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1.7, ТРО, 

Т 

о, Т < 0, | 
对 此 特殊 分 布 来 说 ,这 样 的 一 个 振幅 是 1 的 随机 开关 函数 的 功率 谱 密 度 就 是 


Ф(о) == Т 


wT) = 


工 1T 
= 1+ (от | 
因为 这 个 随机 过 程 没有 任何 有 规则 的 周期 性 ,所 以 功率 谱 密度 是 连续 而 光滑 的 
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如 果 随机 函数 是 一 个 结构 中 的 应 力 ,那么 只 知道 这 个 应 力 的 平均 值 是 很 不 够 的 ,因为 
结构 的 破坏 与 应 力 本 身 的 大 小 有 关系 .为 了 安全 起 见 ， 我 们 就 需要 知道 应 力 超过 结构 材 
料 的 容许 工作 应 力 的 概率 ,也 就 是 随机 函数 У СО) 的 函数 值 Y 的 大 小 超过 常数 值 K 的 概率 
P{1Y| > К), 如 果 第 一 概率 密度 函数 w;(y) 是 已 知 的 , 那么 这 个 问题 的 答案 就 很 简单 ; 


ФРУ К} = | dy + (7004), (14.7-1) 


但 是 ,在 不 少 工程 问题 中 并 不 知道 概率 密度 函数 ,而 只 知道 数学 期 望 了 和 方差 中 ， 就 

是 在 这 种 情况 下 ,对 于 离开 平均 值 ( 即 数学 期 望 ) 的 大 偏差 的 概率 ,我 们 还 是 可 以 给 出 一 个 
一 般 的 估计 的 这 个 估计 就 是 必 耐 梅 - 切 比 雪夫 不 等 式 ， 

РПУ 9140} О 97 > Ro < (14.1-16), 


对 于 最 实际 的 应 用 来 说 , 必 耐 梅 - 切 比 雪夫 不 等 式 所 给 的 估计 还 嫌 太 宽 , 也 就 是 说 ,这 个 不 
等 式 所 给 的 上 限 常常 是 过 高 的 。 如 果 (уу 只 有 
一 个 极 大 值 ， 我 们 就 可 以 给 出 一 个 比较 精确 的 估 
计 .， 这 时 wi(y) 的 极 大 值 所 在 的 点 УЖ: с 
这 样 的 分 布 密度 函数 称 为 单 众 数 密度 函数 (或 单 
峰 密度 阔 数 )， 对 于 单 众 数 密度 函数 的 情形 ,大 伪 
差 概率 的 估计 是 高 斯 首先 作出 的 。 为 了 证 明 高 
斯 的 不 等 式 ， 我 们 来 考虑 图 14.7-1 所 画 的 函数 ， 
wi(%) ， и (=) х > 0 的 区 域内 是 单调 减 小 的 ， | 
可 以 把 w,(x) 看 作 是 许多 和 矩形 函数 的 和 ， 这 些 矩 
形 函 数 都 是 这 样 的 :在 0 < х С хо 间隔 内 等 于 一 
个 常数 ,在 * > о 区 域内 等 于 零 ， 我 们 先 来 考虑 矩形 函数 v(x) ; 

如 果 0 委 x* 之 zx， v(x) =1, 

如 果 >; 000) = 0,. 


图 14,7~1 


对 于 任意 一 个 К > зо, | 
: Кобе ~ 0. 
但 是 ,如 果 0 二 К = X03 
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[ива 一 Кє, — К), 

к 

不 难 证 明 , 对 于 这 个 范围 内 的 K 来 说 K(xo — К) 的 极 大 值 是 > х. ТД ЕЯ Ж х+ 
所 有 天 值 都 是 成 立 的 : | | 


к" (х) ах < — + xiv (x) dx, 


用 又 加 的 方法 就 可 以 得 出 
каак = 4 79 
现在 ， 来 考虑 一 个 模 坐标 是 ху — у 的 单 众 数 密度 函数 ил (=). 这 里 的 加 是 众 


数 ， 这 时 ， 
крада = г |" иная, 


而 且 
р 2 к 4 人 2 
| К |е да < ГҮ | wi(x)dx, 
把 这 两 个 不 等 式 加 起 来 ,就 得 到 | 
К?р{|У 一 у > К} <», 
这 里 的 v 是 离开 众 数 的 偏差 的 平均 值 ， 
и у Gy (147-2) 
设 K = 加， 我 们 就 得 到 高 斯 不 等 式 加 
РУ — у 2) < (14.7-3) 


如 果 密 度 函 数 и: (у) 对 于 у = yw 是 对 称 的 , 即 а (уо 十 z) = и (уо — х), АЖЕ 
加 一 了 ,vy == оу, МЛ (14.7-3) 就 化 为 


ИУ — ¥1 де} < (14.7-4) 


所 以 方程 (14.7-4) 所 表示 的 概率 估计 比方 程 (14.1-16) 的 估计 更 精确 . 
在 很 多 情况 下 ,我 们 可 以 认为 w(y) 是 高 斯 分 布 概率 密度 函数 (至 少 也 可 以 近似 地 这 


С |177 сга, 不 难 直接 算 册 


p{lY — Ў| > до} = 52 › &% 1, (14.7-5) 


这 个 概率 的 数值 很 小 。 例 如 在 不 一 3 时 ， 这 个 概率 只 有 0.003. 可 是 ,如 果 利 用 方程 
(14.1-16) 只 能 知道 这 个 概率 比 0.1111 小 .即使 用 方程 (14.7-4) 来 估计 ， 也 只 知道 这 个 
摄 率 小 于 0.0493， 这 三 种 估计 结果 所 以 有 这 样 悬 殊 的 差别 ， 当 然 是 因为 这 些 估计 方法 所 
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依据 的 资料 在 确切 程度 上 有 很 大 差别 的 缘故 ， 所 根据 的 假设 越 一 般 化 ， 所 能 得 出 的 估计 
结果 就 越 不 精确 . 

如 果 所 考虑 的 平稳 随机 函数 是 结构 中 的 应 力 ， 并 且 假 设 需要 根据 应 力 超过 某 一 个 园 
定 值 (也 就 是 材料 的 疲劳 应 力 ) 的 重复 次 数 来 进行 设计 ,那么 就 必须 知道 随机 议 数 在 单位 


时间 内 超过 固定 值 y 一 $ 的 可 能 次 数 。 这 个 次 数 显然 是 随机 序数 在 单位 时 间 内 经 过 5 值 


前 可 能 次 数 的 一 半 ， 用 No(5) 表示 上 述 的 经 过 5 值 的 次 数 。 这 个 数 最 先是 由 瑞 斯 Свое) 
计算 出 来 的 中 ， 下 面 我 们 介绍 他 的 计算 方法 . 

设 УС) 是 可 微 的 随机 过 程 ，w(y,， 3)aydy 是 在 同一 时 刻 随 机 函数 了 (2) 的 值 在 7 和 
ду 之 但 ,而 它 对 时 间 导 数 了 (2) КИЕТ у ў 十 好 之 癌 的 联合 概率 .这 个 概率 也 可 以 解 
释 为 在 单位 时 间 内 УС) Я Ў Со) 同时 在 上 述 范围 内 的 时 间 比 率 . 但 是 ,随机 阴 数 经 过 dy 
所 需 的 时 间 是 ду /131|。 所 以 ,所 需要 的 经 过 5 和 5 的 可 能 次 数 就 等 于 wa(5, 3)dydy 被 
ду /| 刘 除 得 的 商 |y|w2x$, 7)47。 因 此 ,对 所 有 的 ? 值 积分 就 可 以 得 到 次 数 №), 


мо) = [Г |928, 98, (14.7-6) 


”但 是 方程 《14.4-7) ЗЕЙ, ЗАЕТИ, УС) 和 Y(a) 就 是 互 不 相关 的 ， 
和 如果 YCD) У 的 联合 分 布 是 高 斯 分 布 , 那么 УС 和 Y(9 还 是 互相 独立 的 ，Y(D 和 
ус) 独自 的 分 布 也 是 高 斯 分 布 ,于 是 

у, 9 р-н), 
方程 (14.7-6) 就 可 以 写成 | 


NE) = 0007 191409989, (147-7) 
如 果 wi(3) 是 对 称 的 , 即 w.(3) 一 w( 一 了 ), АЈ 
мә) О дни (а. | (14.7-8) 


设 РЕ ЕО, У 的 数学 期 望 为 У, 方差 为 中 , 按照 方程 (14.1-17) 
和 (14.7-8) 就 有 


一 2w(8) [® ex _# зони) _ 
№() ў УВ |9 p| 5 я р (14.7-9) 
利用 方程 (14.4-8) 和 (14.5-38), "ЛА УС) 的 功率 谱 密度 算出 方差 
03 一 оо Сађаа, (14.7-10) 


再 根据 方程 (14. 1-17), (14.5-40), (14.7-9) 和 (14.7-10) 就 得 出 
м) = 2 1 9 ар >. У 
я Oy 


- 9 
1 2072 і 1 (Е __ -YY | 
=а | < ехр БЕ ci 《14.7-117) 


这 就 是 瑞 斯 给 出 的 公式 ，Ne(5)/2 ВЖЕ УС) 超过 .6 值 的 频率 ， 


ое еще зе НОНО me еее чет о тот 
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14.8 ”随机 函数 的 线性 变换 


在 第 14.3 节 中 已 经 讨论 了 三 种 特定 的 对 随机 函数 的 变换 。 它们 都 是 线性 变换 , 并 得 
到 了 随机 函数 的 数学 期 望 和 相关 函数 的 变换 规律 ， 可 以 看 出 ， 这 几 种 线性 变换 和 求 数学 
期 望 的 运算 是 可 以 互相 交换 作用 次 序 的 .假定 随机 项 数 Y(s) Т.А ХС) 进行 变 
Выня 
УС) = 4,Х(), (14.8-1) 
Y 入 可 以 有 相同 的 自 变量 ( 即 se 1) ДЖАНА ЗЕ (ВИ: зе +)。 例 如 控制 系统 的 输出 
就 是 对 输入 进行 变换 的 结果 ， 如 果 这 种 变换 满足 下 列 两 个 条 件 ,就 称 为 线性 变换 ,我 们 用 
,表示 线性 变换 , 它 满足 . 
(1) ЛХ) + KA] = LAX) + Ех. (14.8-2) 


《2) Zi[<XK(GDI] == сЁ.ХО), (14.8-3) 
其 中 。 为 任意 常数 ， 线 性 控制 系统 的 输出 就 是 对 输入 进行 线性 变换 的 结果 ， 在 控制 系统 
中 我 们 常用 到 的 基本 线性 变换 有 : 


(1) 2,800) = РС / ds IJ)XGD， 其 中 PC 4 / ds ) 是 微分 算 子 4/ ds 的 多 项 式 ， 
(2) Г,Ха) =Р(И)Х@), Ж Р(О) 是 移 位 算 子 器 的 多 项 式 ， 


(3) вх |в, ОХО ае, Ис, 0 ав. 
С ьхо- Зах, Же, 10, 1,2,-. ИВ 


б) LX ех) — > ахо, 其 中 多 是 向 量 随机 函数 ，X,( 是 它 的 分 县 : 


e 是 某 个 常数 向 量 с, 是 它 的 分 最 这 些 基本 线性 变换 的 积 也 是 线性 变换 . 可 以 证 明 ， 对 
于 这 些 类 型 的 线性 变换 ,只 要 它们 变换 后 的 结果 是 存在 的 ,那么 线性 变换 和 求 数学 期 望 这 
两 种 运算 是 可 以 交换 作用 次 序 的 ,因此 ,随机 函数 的 数学 期 望 和 相关 函数 的 变换 规律 是 : 


Y(s) = Г.Х) = LXC), (14.8-4) 
ТА п) = Yl) Ү(л)* = Li LEXCA)NXCE)™ 
一 LLAXCOAXCE) == 1,1 (а, в), (14.8-5) 
ғүх(яА) 一 У(я) Хы) == LXCGOX(G)* 
== 1, ХХ )* == 1, ех(Ал, п), (14.8-6) 


这 里 LX 表示 Г, ЗЕЕ ЗВ ЗНАВ ЕЗСНО ВД L* 一 1, 
如 果 随 机 函数 X(e) 是 高 斯 分 布 的 ,那么 可 以 证 明 , 通过 线性 变换 后 得 到 的 YC) = 
1,Х(#) лауте, 如 果 УС) Е ХС) 的 线性 变换 


YO) = | #9, 2 XCar. 


即使 X(2) 不 是 高 斯 分 布 的 ,但 如 果 XC4) Я ХС) 不 相关 的 最 大 区 间 | 二 一 可 比 15 一 al 
小 得 多 ,那么 Y(s) 也 是 近 于 高 斯 分 布 的 ， 不 相关 的 最 大 区 间 jna 一 &| 小 也 就 意味 着 XG) 
的 相关 函 教 很 快 地 误 减 为 零 ， 因 此 X(2) 的 功率 谱 密 度 相应 地 就 比较 宽 ，12 一 аах 
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也 就 意味 着 g(s, г) 实际 不 为 零 的 时 间 长 ,线性 变换 的 系统 的 惯性 较 大 。 因 此 当 一 个 不 是 
高 斯 分 布 的 功率 谱 密 度 较 宽 的 随机 过 程 X(z) 通过 一 个 惯性 较 大 ( 即 通 带 较 窜 ) 的 线性 系 


统 后 ,输出 Y(s) 就 近 于 高 斯 分 布 的 . 
Б Хо) 是 可 微 的 平稳 随机 过 程 , 它 的 谱 分 解 式 为 


| ХС) = р енаг(о), 
相关 函数 的 谱 分 解 式 为 | 
п) 一 | еу Со)аа, 


那么 可 以 证 明 它 的 导数 Y(D) 一 -和 X(s) 的 谱 分 解 式 为 


У 一 | шеи (о), 
у) 的 自 相关 函数 的 谱 分 解 式 为 
| | 109) — |" Пореч одаш = МНО 
而 YQ) 的 自 谱 密度 为 


Һ(о) = wifx(w), | 
同样 ,YQ 与 XQ) 的 互 谱 密 度 为 
Һх(о) == Сію) Со). 
把 此 结果 更 推广 一 步 ， 如果 
а 
y() =Р (2) Xs 


(14 5-13) 


(145-35) 


_ (14.8-7) 


(14.8-8) 


(14.8-9) 


(14.8-10) 


(14.8-11) 


Р(2/ 4 ) 是 微分 算 子 2 / dz 的 多 项 式 , 只 要 УС) ЕВА УС) 的 谱 分 解 式 就 为 


| У(#) = | PCio) eidZ Co), 
үбә) 的 自 谱 密度 为 
广 (o) 一 | Ро) (ә), 
Y(a 与 X(#) 的 互 谱 密 度 
fx(o) 一 P(io)fx(o)。 
如 果 平 稳 随机 序列 {X。} 和 它 的 相关 函数 rx[w1 的 谱 分 解 式 分 别 是 


Х, = 人 eiordZ(w), 
ОО 


随机 序列 (У„} (Хх, 的 线性 变换 
У, = РСИ)Х., 
其 中 РО) 是 移 位 算 子 了 的 多 项 式 ,那么 Y。 的 谱 分 解 是 
у, 一 м PCero)etendZ(o)， 


自 谱 密度 与 Y。, X。 的 互 谱 密度 分 别 为 


ein 


(14.8-12) 


(14.8-13) 


(14.8-14) 


(14.5-12) 


· (14.5-24) 


(14.815) 


(148-16) 
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fo) 一 1а) о), (148-17) 
их (во) == Р(с‘“)Һ(о). (14.8-18) 
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现在 我 们 开始 来 讨论 这 一 章 的 第 二 部 分 ， 也 就 是 各 类 控制 系统 在 随机 作用 下 系统 的 
分 析 问 题 ， 我 们 先 从 简单 的 问题 开始 、 如 果 对 一 个 线性 常 系数 控制 系统 加 上 一 个 平稳 随 
机 输入 , 那么 我 们 希望 知道 的 是 输出 的 数学 期 望 , 相关 函数 或 方差 , 可 能 还 需要 估计 离开 
平均 值 的 大 偏差 的 概率 以 及 超过 某 个 固定 值 的 频率 等 . 对 于 很 多 的 工程 问题 来 说 ， 关于 
输出 量 的 这 些 绕 计 特性 的 知识 已 经 足够 了 ， 

假设 平稳 随机 输入 ХО) 的 数学 期 望 为 又 , 相关 函数 是 r+x(4), 功率 谱 密 度 是 
Dx(w)， 再 设 线性 常 系数 系统 只 有 一 个 输入 和 一 个 输出 。 表示 输出 和 输入 之 间 的 特性 关 
系 是 传递 函数 (г) 和 脉冲 响应 函数 h(z)。 我 们 讨论 的 系统 假定 都 是 稳定 的 ， 因 此 FGs) 
的 所有 极点 都 在 左 半 8 平面 , 即 所 有 极点 的 实 部 都 是 负数 ， 依 脉冲 响应 函数 的 定义 , АСР) 
Ш; < 0 时 等 于 零 ， 对 于 一 个 从 :一 一 co 就 开始 作用 的 输入 作用 来 说 ,输出 量 


yO) = = 人 A(u)x(t — иди , | (14.9-1) 


输出 量 (9 是 输入 量 的 线性 变换 . 当 输 入 是 了 稳 随 机 过 程 ХС), Н УС) 是 个 随 
机 过 程 


УФ = -Tr ВХ 一 au (14.9-2) 
利用 随机 函数 线性 变换 的 特性 就 能 算出 输出 量 的 数学 期 望 和 相关 函数 分 别 是 
YQ) = О ws const， (14.9-3) 


У -НА, #) = а + и — и')А (и) (а dudu 一 гу(2). (14.9-4) 

由 于 УО 是 第 数 ，ry(t 十 4, 0 只 与 1 有 关 ,所 以 Y(D) 也 是 平稳 的 ， 同 时 输出 与 输入 
之 间 的 互相 关 阔 数 为 | 

ryx(t + А, Р) 一 (а — и) (и) du = тА), (14.9-5) 


所 以 输出 与 输入 是 平稳 相关 的 ， 根据 相关 函数 与 功率 谱 密度 之 间 的 关系 式 (14.5-36) 和 
(14.5-37) 我 们 就 得 到 


Ф,(о) 一 "5 гуСА)е7‘ "аА 
| |" гхи и ети" ель Сауе 4А, 


Фух (е) = "ждем 


тт 


. , аа 


г "СА — и)етіе0— 9 (ауе еадайА, 
0 


Er 
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再 根据 传递 函数 与 脉冲 过 渡 函 数 之 间 的 关系 
Е (д) = аена, 
就 得 到 
gr(o) 一 Gx(o)F(io)F( 一 io) 一 [Е (40) |Фх (в), (14.9-6) 
Ф, (о) = Bx(w)F (iw). (14.9- -7) 
在 这 里 我 们 用 到 了 F(iw) № Е(— iw) 的 复 共 罗 数 的 事实 ， 根 据 方程 (14.9-6) 就 可 以 由 
输入 的 功率 谱 密度 和 线性 常 系数 系统 的 频率 特性 算出 输出 的 功率 谱 密度 .甚至 于 当 频 率 
特性 只 是 用 曲线 或 数字 表格 来 表示 的 情况 下 ，@v(e) 也 还 是 不 难 计算 出 来 的 。 从 这 里 我 
们 也 可 以 看 到 ， 在 线性 常 系数 系统 中 传递 函数 和 频率 特性 的 概念 是 很 有 用 的 。 根 据 等 式 
(14.9-3) 可 以 由 输入 的 数学 期 望 求 出 输出 的 数学 期 望 ， 可 以 着 出 式 〈14.9-3) 中 的 积分 
ода 实际 上 就 是 传递 函数 Fs) 在: 一 0 时 的 值 ,也 就 是 稳 坟 放大 系数 尺 ,所 以 
У = Е(0)Х = KX. (14.98) 
在 一 般 的 情况 下 Б ЕС) 是 ， КВА, Н ОКНА ИИБ, 
因此 当 w ~> co 时 , F(io) ->0. 这样, 当 о -> oo 时 输出 功率 谱 密度 Ф, (о) 比 输入 功率 谱 
密度 Ф, (о) 更 快 地 趋 于 零 ， 这 一 事实 对 白色 噪声 的 输入 量 仍然 有 效 . 它 表明 随机 输出 
高 频 分 量 的 强度 比 随机 输入 高 频 分 量 的 强度 要 小 得 多 ， 所 以 一 般 线性 常 系数 系统 有 一 种 
使 输出 比 输入 更 “光滑 ?的 “过 滤 ? 作 用 . 
假定 线性 常 系数 控制 系统 有 几 个 输入 (或 控制 量 ) 和 几 个 输出 量 (起 受 控 量 )， 则 系统 
的 特性 可 以 用 向 量 形式 的 微分 方程 来 描述 : 


< y= Ay + Вх, (14.9-9) 
$ 


式 中 x 是 m 维 向 量 ,表示 系统 的 输入 作用 ; у 是 =” 维 向 量 ,表示 系统 的 状态 ; 它 的 其 几 个 分 


量 可 能 是 输出 量 ; 4 是 a x ИВ, ВЕ о х m ЧЕНЕ: п 是 系统 的 阶 数 。 假定 系统 
是 稳定 的 ,那么 方 阵 4 的 所 有 特征 值 都 有 负 实 部 ， 对 于 从 :一 一 oo 就 开始 作用 的 输入 量 
来 说 ,输出 量 


JOC) = | ес —o)Bx(o)do, - “(14.9~10) 


输出 量 也 是 输入 量 的 线性 变换 ,其 中 BG 一 0) 一 470， 它 是 方程 (14.9-9) 的 齐 次 方程 
的 基本 解 矩阵 ，g@(: 一 o)8 是 a x т ИЕ, 它 代表 输入 和 系统 状态 之 间 的 关系 ,相当 
于 脉冲 响应 函数 的 性 质 ， 当 输入 是 mw 个 平稳 随机 过 报时 ， 还 假定 任意 两 个 之 间 又 是 平稳 
相关 的 ,那么 就 相当 于 输入 一 个 m 维 平稳 随机 向 量 函 数 尖 (7?), 这 时 输出 是 向 量 函数 Y(z)， 


Ур = | eBX 04 一 (“еевха = дли. (149-11) 
利用 随机 函数 线性 变换 的 特性 不 难 算出 Y(z) ОСИ НИ НЕНН РЕ ВЕ 
УС) -| “Вт Х, (14.9-12) 


Rrli+ 4, #) 一 м eBRxCh — ш + из) Вт дауи, 
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ryy (2) ryy,(h) ry АО) 
: - |， (14.9-13) 


= Ry(7) -| : : 
тулу, (А) гулу СА)" "тулу, СА) 
所 以 YQ) 也 是 平稳 的 随机 向 量 函 数 。 同 样 , 输出 与 输入 之 间 也 是 平稳 相关 的 , БАНКЕ 
阵 为 | 
Ryx(i + А, 2) == 们 evaRxG — и) аи 
гих, (А) тя,х,(А)* “ту, х (А) 


== Кух(4) == А (14.9-14) 


zy7ax (2) 7„х. (1): И 7х. (2) 
自 相关 和 矩阵 Ry(%) 是 ”x ” 阶 的 ， 它 的 元 素 表示 系统 状态 的 自 相 关 函 数 或 互相 关 函 数 。 
互相 关 和 矩阵 Ryx(%) 是 x x m 阶 的 , 它 的 元 素 是 系统 的 某 个 状态 与 某 个 输入 的 互相 关 函 
数 。 如 果 生 个 输入 作用 互 不 相关 , 则 Rx(2) ЕЕ 

гх, (1) 0 ... 0 


Rx (1) 一 0 СОЛ 0 
0 0 ЫЫ rx (4) 
这 时 
Ry(2) = >, ев, а —и-+ избе“ аи ам, (14.9-15) 
R=1 


其 中 р, 是 矩阵 В КЖ А ЯНИЕ, 成 是 Ь, 的 转 置 .方程 (14.9~15) 表明 ,只 有 输入 作用 各 
分 量 互 不 相关 时 ， 系 统 状态 的 相关 矩阵 才 等 于 输入 作用 各 分 量 单 独 作用 时 的 状态 相关 和 矩 
阵 之 和 . 
如 果 我 们 把 
Фет врем, (49-16 


Фу; (о) = 二 (7 ву Сеа, (14.9-17) 


称 为 目 功 率 谱 密度 矩阵 和 互 功率 谱 密 度 和 矩阵 ， 它 们 的 元 素 为 自 功 率 谱 密度 和 互 功率 谱 密 
度 ,那么 读者 不 难 证 明 类 似 于 方程 14.9-6) 和 (14.9-7) 的 公式 


Фу (и) = ЕСо)Фх(®)Е*(—ш), (14.9-18) 
Ф, (о) = Е(:в)Фх(в), (14.9-19) 
ий ЕС) 是 系统 的 传递 函数 矩阵 ， | | 


ЕС) 一 们 “Bear， 
Е) ЖЕ) 的 转 轩 矩阵。 同样 ,与 方程 (14.9~8) 相 类 似 有 
Ў 一 Е(О)Х, (14.9-20) 


当 系 统 阶 数 很 高 时 ， 用 上 述 方法 计算 输出 的 功率 谱 窗 度 和 相关 请 数 就 比较 麻烦 ， 现 
在 我 们 来 介绍 兰 宁 和 白 亭 (Laning，Battin) 所 提出 的 模拟 计算 方法 aa， 当 系 绕 是 以 实物 给 
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出 时 这 种 方法 也 完全 可 以 应 用 ,我 们 来 看 一 个 输入 和 一 个 输出 的 系统 ， 根 据 方程 
〈14.9~4) ,输出 量 的 相关 函数 为 | | 


(0) = |" (ии О Ка и + du, 
作 变 量 置换 :一 4 十 w ,有 
| (а) = ва 一 四 dr КО — «уди, 
ЖЕНА 
ryx(t) = ИОС — и)дм, (14.9-21) 


„(0 = ве — а) (0де 一 ИС — нк, = (149-22) 


后 一 等 式 的 成 立 是 因为 当 + < 0 时 h(z) = 0. 这样， 模拟 的 方 框图 就 如 图 14.9-1 所 示 ， 
模拟 的 原理 如 下 : 

(1) 在 := 一 0 时 开始 将 输入 相关 函数 >x(D 输入 第 一 个 系统 ЕО). 

(2) 在 z 一 2 时 再 将 单位 脉冲 输入 第 二 个 系统 , 它 的 传递 函数 也 是 F(s), 或 者 可 以 
把 单位 脉冲 输入 等 效 为 系统 F(s) 的 相应 的 初始 条 件 . . | 

(3) 将 (1) т ВН ЛВ НЗ НОЕ ЛИНИЯ, Ч 
1 一 о 《实际 上 只 要 第 (1) 和 (2) 项 输出 近 于 零 后 ) 时 ， 积 分 器 的 输出 就 趋 于 ry(4)。 当 
1 一 0 时 得 到 的 结果 就 是 方差 а. 


ЖА 


Р) 


图 14.9-1 


ЕФЭК давио 的 概念 , 利用 这 个 概念 可 以 使 模拟 或 者 分 析 计算 方便 很 

多 。 在 实际 工程 问题 中 我 们 常 磁 到 的 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 是 о 的 有 理 分 : 式 ， ЖЖ 
可 写成 下 列 形式 : 

Ф(ш) 一 24) - и — Си) (—ю), (14.9-23) 

其 中 9 Со) 的 所 有 零点 和 极点 , 即 4(ie) 和 B(io) 的 零点 , 都 在 上 半 w 平 面 , 也 就 是 这 

” 些 点 的 万 部 都 大 于 零 ; 4(:) 和 ВС) 都 是 * 的 多 项 式 ，4(*) 的 等 次 小 于 BCs) ВХ. 

把 白色 噪声 自 : == 一 co 开始 就 加 入 至 某 一 线性 常 系数 系统 , 它 输出 的 功率 谱 密度 可 以 按 

方程 式 (14.9-23) 求 出 。 如 果 某 一 系统 当 输 入 为 功率 谱 密 度 恒 等 于 1 的 白色 噪声 时 , 它 的 

输出 功率 谱 密度 等 于 Bx(w)， 我 们 称 此 系统 为 成 型 滤波 器 。 显然 ， 它 的 传递 函数 等 于 

YY(s) = 4(s)/B(s)。 按照 上 面 的 假定 ， 它 是 稳定 的 , 所 以 有 可 能 用 电阻 电容 等 元 件 简单 
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地 构成 。 
可 以 把 成 型 滤波 器 (5) 与 系统 FG) 串联 起 来 看 作 一 个 新 的 线性 常 系数 系统 Е (ғ), 
Е,(5) = (;)Е($). (14.97-24) 
如 果 原 系统 Е(ғ) 是 稳定 的 ,那么 新 系统 Fi(*) ЧЕН. ТАКАТА У РА 


о = 1 Flin = [Кофе — 0), (149-25) 
其 中 | | 
ФС) = 25 L Й (бе. 
如 果 在 系统 Fi(s) 的 输入 端 加 上 一 个 功率 谱 密度 等 于 1， 即 相关 函数 为 x5(%) 的 随机 过 
程 , 那么 Е.С) 输出 的 功率 谱 密 度 仍 为 Py(w)。 这 时 
ry(4) = ва — и + и"), (и), (и dudu 
一 XC RG + наи, (14.9-26) 
输出 的 方差 为 | | 
= (0) = = (лам. (149-27) 


由 方程 (14.9-27) 可 以 看 出 ，o3 可 以 用 模拟 计算 方法 简单 地 求 出 ， 其 禹 所 计算 的 方块 图 
可 以 表示 成 图 14.9~2 的 形式 。 其 中 单位 脉冲 5C?) 的 输入 可 以 化 为 等 效 的 初始 条 件 ， 


| ори = 
| 1 
| | а 
| { 
А | Е 
成 型 水 下 器 | па 
асаа) 
Ө; 
图 14.9-2 


现在 我 们 来 讨论 平稳 随机 输入 作用 下 线性 常 系数 系统 分 析 的 几 个 例子 。 
” (1) 考虑 第 四 章 曾 讨论 过 的 二 阶 线 性 常 系数 系统 . 设 系统 的 运动 方程 是 


| пас дут х0), 
不 难 检验 ,系统 的 传递 函数 РС) 是 


Е(: 一 -一 一 一 Е . 
(0 = тя 十 cr 十 下 + (2/02) +2) НР 
这 里 的 ， mm 是 指 没有 阻尼 时 的 自然 频率 ,“ 是 实际 阻尼 与 临界 阻尼 的 比值， 
Г с/т. 
[4 = —_——— 


03 == —, 
2oo 


于 是 可 求 出 


F(iw)|? == F(icw (jw ана Зишишананиа 
[Е (а) |? == Ра) РС іо) (о/о) 一 1 + 402Со/од) 
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ВЯ ЛАУРА Х, 功率 谱 密度 是 ФГ), 那么 输出 的 数学 期 望 和 功率 


谱 密 度 就 分 别 是 
了 - Ех = + Ў, 
РА Ф,(о) 
И Ролу 

如 果 我 们 希望 知道 输出 的 方差 ,那么 有 

3 一 ao = ~- gxko) а 

о [токе г гэн Гола АО 
和 如果 С А АННО ВНЕ о 一 几 处 几乎 等 于 零 ， 因 此 ,如 果 gx(a) 是 一 个 变化 
РИ 


cogP (соу) _=_ Ф.о) 
Б = А? {; в (=? - 一 ў + 4225 2 аа те тс wi ~ 


这 个 等 式 表明 ,如 果 阻 尼 系 数 。 Р, нана. щ сарае, в | 


83% Е (г) 9 — Р А гы ВОКА, ПЕНИН А ИНЗИР 
于 零 的 极点 ,就 会 发 生 输 出 方差 是 无 限 大 的 现象 .因此 ,如 果 要 求 线性 系 绕 在 随机 输入 作 
用 下 具有 符合 需要 的 运转 状态 ,那么 传递 函数 FCs) 的 所 有 极点 必须 都 要 有 人 负 实 部 。 这 就 
是 本 节 开 始 时 我 们 对 系统 所 加 的 限制 。 这 种 要 求 与 在 黄 通 非 随机 的 输 人 作用 下 对 系统 的 
要 求 是 相同 的 ， 一 般 来 说 ， 可 以 用 进一步 改变 系统 的 传递 函数 的 方法 来 改变 输出 的 其 他 
性 能 。 例 如 ， 我 们 完全 可 以 设想 在 某 一 个 合用 的 频率 о ЗЕ, РАЗА px (е) о 取 极 少 信 > 就 
司 图 14.9-3 所 画 的 那样 。 那么 ,输出 的 随机 振幅 的 大 小 就 可 以 威 小 到 几乎 是 最 低 移 限度 . 

其 实 , 这 是 容易 作 到 的 , 只 要 在 系统 上 加 一 个 传递 函数 是 常数 a 的 反锁 线路 就 Вт 
看 图 14.9-4)。 这 样 一 来 ,系统 的 运动 方 程 就 变 为 


dy 小 地 = х 一 
т 5 с Ку х — ау, 


i 
$. 


或 者 


ду. у 
Да 


Фо) 
К 


ОУ У 
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十 
系统 的 自然 频率 变 为 ү", ояз юн, аашаа 
等 于 of， 

| (wt)? = Аа 


如 果 既 要 使 输出 的 方差 最 小 ,又 要 使 输出 的 数学 期 望 不 变 ,那么 反馈 线路 的 传递 函数 应 该 2 
选择 得 使 系统 稳 态 放大 系数 不 变 ， 因 此 这 时 反馈 线路 应 是 答 分 环节 ， 具 体 参数 的 选择 问 
题 ,我 们 将 在 下 一 章 里 讨论 。 

(2) 作为 第 二 个 例子 , ПАВ ЛЕКСИКИ, ЗЛА 
常 速度 在 空气 的 灌流 中 运动 。 设 * 轴 在 弦 的 方向 上 , = 轴 在 机 票 的 跨度 方向 上 , y #65 
跨度 方向 和 弦 都 垂直 ， 假 设 汕 流 的 扰动 速度 分 量 и, о, w 与 了 相 比较 都 是 很 小 的 。 由 于 
这 些 灌流 扰动 速度 的 存在 ,机 经 就 有 一 个 随时 间 变 化 的 明显 的 冲 角 a«, 因而 也 就 在 机 丑 上 
产生 了 随时 间 变 化 的 升力 。 只 要 扰动 速度 相当 小 ,变化 着 的 冲 角 “就 由 下 列 公式 给 出 ; 

| Е “-у, 

这 时 ,可 以 把 冲 角 “一 «(0 НЕРЖ. ДЗЕН” СН Е ЕАМ 
着 的 升力 ,或 者 ,把 开 力 系数 с, 看 作 是 系统 的 反应 ， 这 是 李 普 受 Chicpmann) 研究 过 的 一 
个 问题 Pa， 

为 了 求 出 升力 系数 的 平均 平方 值 CXK 5， 首先 必须 确定 机 宫 的 一 个 传递 函数 。 这 个 
工作 已 经 在 第 12.2 节 里 作 过 了 其实 , 如 果 。 是 输入 ,升力 系数 С 是 输出 ,那么 ,频率 特 
性 F(iw) 就 是 由 方程 (12.2-19) 到 (12.2-22) 的 各 个 方程 所 表示 的 。 
虽然 , 实质 上 演 流 扰动 是 三 维 的 , 也 就 是 说 , и, о, w 都 是 *, у, z, ! К. ША, 
对 于 第 一 次 近似 的 分 析 来 说 ,只 考虑 ” 以及。 与 *, :的 关系 似乎 就 很 够 了 所 以 ,在 洋流 
中 我 们 只 来 考虑 下 列 形状 的 扰动 速度 或 冲 角 : 


Е а(х: 1) = “0, 


Кали, 在 数量 级 是 </ 的 时 间 里 , ЕВО ВЕНА АНЕ, ВАДЫ — (x/V) 
有 关 ,第 12.2 节 所 给 的 西 尔 思 的 结果 也 就 可 以 应 用 。 在 分 析 渗 流 的 时 候 ， 常 常 采用 这 一 
个 假设 ， 这 个 假设 实质 上 也 就 是 要 求 下 面 的 条 件 成 立 ， 一 个 流体 质点 的 流速 的 时 间 变化 
率 小 于 一 个 固定 的 空间 点 处 的 流速 的 时 间 变 化 率 。 根 据 这 个 假设 ,就 有 
ОО 
其 中 的 @(o) иж о 

按照 第 14.4 节 的 例 2， 


PL 14301200?) 
о) = ту [1 + (иу) р" 


此 外 , 李 普 曼 还 发 现 1{pC&)1? 可 以 近似 地 表示 为 


ФСО ~ 一 一 一 一 Е с" 
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所 以 | 
— 1+ 32 1 
一 

Е х р +3 
== р _1 "35 __— 2 
4а? i [ze + Г) + 220 十 г) (71087 + 5, 
其 中 


р = 2С, 
升力 系数 的 平均 平方 值 与 参数 ? 之 间 的 关系 如 图 14.9-5 所 示 。 
很 显然 ,如 果 </ 一 0, 这 就 是 弦 长 比 庙 流 的 尺度 小 得 很 多 的 情形 。 这 时 


— 2 一 
С} 400 = 4020, 


在 似 稳 状态 中 ,机 票 的 升力 系数 与 冲 角 的 关系 曲线 的 斜率 就 是 2x。 相反 地 ， 如 果 c/L 
非常 大 ,这 就 是 机 票 的 弦 长 比 汕 流 的 尺度 大 得 很 多 的 情形 ， 这 时 С! 几乎 等 于 零 。 这 也 就 
是 说 : 各 个 局 部 的 扰动 总 起 来 说 部 互相 抵消 控 了 了 ,所 以 ,总 的 升力 是 夫 其 实 这 个 结果 是 
可 以 想像 到 的 ， 


14.9-5 


(3) 间歇 输入 的 问题 :关于 空气 动力 学 的 拢 流 拌 氢 问 题 有 一 个 极为 重要 的 现象 ,这 
就 是 尾 流 中 的 间歇 现象 ， 所 谓 间歇 现象 是 这 样 的 ， 一 个 尾 流 的 边缘 的 运动 尺度 很 大 ， 以 
至 于 边缘 附近 的 一 个 点 有 时 候 处 于 尾 流 的 内 部 ， 有 时 候 又 在 尾 流 的 外 面 。 如 果 一 个 尾村 
与 一 个 失速 或 者 部 分 失速 的 机 标的 尾 流 的 边缘 很 接近 ， 这 种 间 歌 现象 对 于 必要 上 的 升力 


就 会 发 生 很 重要 的 影响 。 对 于 这 种 作用 可 以 作 这 样 一 个 粗略 的 理解 : 可 以 把 尾部 的 流动 ， 


看 作 是 一 个 均匀 洗 流 的 区 域 ,这 个 洗 流 是 有 时 存在 有 时 消失 的 , 洗 流 作用 的 时 间 是 一 系列 
不 规则 的 时 间 间 隔 ， 这 样 一 个 流动 对 于 间歇 地 失速 的 机 票 的 尾 流 中 的 情况 来 说 ， 或 许 就 


是 一 个 好 的 模型 .在 这 种 情况 下 , 尾 要 上 的 流动 状态 就 是 时 而 这 样 时 而 那样 的 ,从 一 种 状 - 


态 变 到 另 一 种 状态 (从 有 洗 流 的 状态 变 到 没有 洗 流 的 状态 ,或 者 反 过 来 ) 的 时 间 间 隔 的 长 
度 工 就 是 一 个 随机 范 数 ,假定 了 的 概率 分 布 函数 是 泊 松 分 布 函数 ,那么 按照 第 14.6 节 中 例 
2 的 结果 ， 稍 微 修改 一 下 就 可 以 得 出 的 功率 谱 密 度 。 这 里 的 平均 偏差 不 是 1 而 是 角度 
ВН Мн ЛИ: 驱动 函数 ( 洗 流 ) 起 作用 的 时 间 间 隔 的 平均 值 世 就 是 工 的 平均 值 示 所 
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以 功率 谱 密度 就 是 


2 Т 1 
РУТА 
于 是 升力 系数 的 平均 平方 值 的 近似 值 就 是 : 
— Ро dw 
= 名 4 人 [1+ от 十 я(ше/ И] 


+ /2x 
Е = 40р ТЕР - (а= УТ). 
C1 与 7 的 这 个 关系 画 在 图 14.9~6 Е. п» 0 和 п — oo 时 的 极限 值 当然 是 与 上 面 研究 过 


的 那 种 情形 相等 的 . 


图 14.9-6 


14.10 线性 变 系数 系统 对 非 平 稳 随机 输入 的 反应 


在 上 节 中 谈 到 : 对 于 一 个 线性 常 系数 系统 ,如 果 在 г = 一 oo 开始 加 上 一 个 平稳 随机 
输入 ,那么 它 的 输出 也 是 一 个 平稳 随机 过 程 。 但 是 ,输入 常常 是 在 某 一 个 时 刻 才 开始 加 入 
的 , ВЕЧЕ :一 0 的 时 刻 才 开始 加 入 , 这 时 系统 的 输出 将 是 怎样 的 妮 2? 我 们 将 要 看 到 , 虽 
然 输 入 是 平稳 随机 过 程 , 但 系统 的 输出 ， 一 般 讲 来 ， 是 个 非 平 稳 的 随机 过 程 。 事实 上 系 
统 的 输出 是 

үс) и ка ~ с)Х(о)дс; (14.10-1) 


这 里 积分 上 限 为 :是 由 于 o > А 一 o) = 0, ТО АНЧА ХО 在 :一 
0 时 才 开始 加 入 、 在 作 灾 量 置换 "一 / 一。 后 得 到 | | 

YC) = [вх 一 ax 4.10-2) 
可 以 看 出 输出 量 仍 是 输入 量 的 线性 变换 。 方 程 (14.10-2) 与 (14.9-2) 不 同 之 处 就 是 积分 
上 限 是 Жоо, 输出 随机 过 程 的 数学 期 望 和 相关 函数 分 别 是 


Ур = Хх (aCe, . (14.10-3) 
|, А(«) (а) (А и + и аи", | (14.10-4) 


б 
0 


| | 十 和 
ху А, 1) = | du 


17 «р ма әх 
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可 以 省 出 随机 过 程 УС 是 非 平稳 的 。 只 有 * ах, [дам (Оин А, У) 


是 近 于 平稳 的 . 
现在 来 看 更 一 般 的 情况 .假定 已 给 定 的 系统 是 一 个 线性 变 系数 系统 ， 它 只 有 -个 葵 
人 和 一 个 输出 .代表 系统 输出 和 输入 之 间 的 特性 关系 的 是 脉冲 响应 函数 A(:, с), 它 是 两 
个 变量 о 的 函数 , 它 就 是 在 5" 时 刻 系统 输入 端 加 以 单位 脉冲 函数 2 一 о) 时 系统 输 
出 端 在 + 时 刻 的 反应 。 显 然 : 二 go 时 Hz с) 一 0。 如 果 在 г = 0 时 刻 开始 在 此 系统 输入 


端 加 上 一 个 非 平稳 随机 过 程 XC?), 那 么 系统 的 输出 也 是 非 平稳 的 


ү() = охо). (1410-5) 
同样 根据 随机 过 程 线性 变换 的 原理 得 出 输出 Y(2) 的 数学 期 望 和 相关 函数 分 别 为 
ҮС) 一 We с) X(o)do, (14.10-6) 
пажа) аа [В+ ии aCesta) ddms C14.10-7) 
输出 与 输入 的 互相 关 函 数 为 本 
тух + 4,1) 一 | М + hya)rxCost)da {14.10-8) ` 


如 果 输 入 是 一 个 数学 期 望 等 于 零 的 白色 噪声 ， 它 的 相关 函数 是 (а, в) = 5G 一 
1) ,那么 输出 随机 过 程 的 自 相 关 函 数 就 为 


+ 
нар = | и К + ри, шеби, — ш) дт 


Ё . =... 
| + А, и.) (Е, wad А20, 
0 


= 1 (14.10-9) 
| ВЕНА, А Сьи аи, А < 0, 
这 时 输出 与 输入 的 互相 关 函 数 将 是 
пас ъа) = | (+ 4,08 (в — 1)ао 
АА, 1), А > 0, А 
一 2 1), 1 一 0， (14.10-10) 


0, 1 一 0. 
要 知道 输出 随机 过 程 的 统计 特性 必须 要 知道 以 第 二 个 变量 “ 为 自 变量 的 脉冲 响应 函数 
h(t, с), 也 就 是 在 不 同 的 时 刻 o, о, 输 人 一 个 单位 脉冲 函数 5 一 с) 时 系统 在 时 
刻 的 输出 反应 。 这 一 点 在 一 般 情 况 下 难以 做 到 .下 面 我 们 介绍 一 种 用 第 十 三 章 所 讲 的 伴 
随 函数 和 格林 公式 来 解决 这 类 问题 的 方法 . 
为 了 更 一 般 起 见 我 们 用 向量 形式 来 表示 线性 变 系数 系统 的 状态 ， 假 定 ” 阶 线性 变 系 
数 系统 的 运动 规律 是 


人 > 一 Ау + B(x, 《14.10-11) 
$ ` ， 


ниса ото оао вето отеле з ие т 
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Яню ФЕ х 是 系统 的 输 人 作用 , = 维 向 量 表示 系统 的 状态 , 它 的 某 几 个 分 量 是 输出 
Е, 400) 是” х п ИЖЕ, В) 是 a х za 阶 函数 矩阵 ,它们 的 元 素 都 是 变量 г 的 函 
数 。 系 统 式 (14.10-11 ) 的 伴随 方程 是 


4 фа — AS, (14.10-12) 
4 | : 


其 中 4*(2) 是 4) 的 转 置 矩阵 , ф 也 是 4 维 向 量 , 称 为 伴随 函数 。 根 据 格林 公式 有 
(уь), ФС) == (у(а), ФС) + |. (В@)х@), Фа), (14.10-13) 
其 中 (у, Ф) 表示 两 个 向 量 的 数量 积 ，%(z) 是 伴随 方程 (14.10-12) 在 某 种 初始 或 终端 条 
件 下 的 解 ， 
假定 从 ;一 0 开始 给 系统 输入 一 个 非 平稳 的 向 量 随机 函数 ХО), ТАБ 
Y(2) 就 是 一 个 非 平稳 的 向 量 随 机 函数 ， 下 面 我 们 分 几 种 情况 讨论 ， 
(1) 系统 状态 的 初 值 :一 0 时 , УС) 一 0, 输出 量 是 YCz) 的 某 个 分 量 Y;(z)， 这 时 
只 需 令 伴 随 方程 (14.10-12) 的 终端 条 件 为 
0, 712}, 
Фот) =) =, 
把 求 出 的 伴随 函数 ФС 代入 式 〈14.10-13) 中 就 得 到 
Y(t= Т) 一 | охо), pO)ad, — (14.10-14) 
Y; 仍 是 输入 XG) 的 线性 变换 。 根 据 随机 函数 线性 变换 的 原理 , Yi(z) 的 数学 期 望 和 相关 
函数 分 别 是 
ут) = | (ВФХО, Фа, (14.10-15) 


ҮСТ +ЪА, Т) = 人 |а) Cu) Вх, и:) В" (и: )ф.( и) du, (14.10-16) 


在 式 (14.10-16) 中 四 (x) 是 终端 条 件 为 
ОИ 

时 的 伴随 方程 的 解 , Ф, (и) 是 终端 条 件 为 

0, =: 

=: 

时 伴随 方程 的 解 ;向 量 或 矩阵 上 的 右上 角 注 “zc” 仍 表示 转 置 Rx 是 输入 随机 向 量 函数 的 

自 相关 算 阵 。 如 果 输 入 是 互 不 相关 的 数学 期 望 等 于 零 的 白色 噪声 . 


Фа = Т) = | 


‘0 -.: 0: 
Rx(#,0) = | 0 о 777 0 80: — о), (14.10-17) 
оо д 


那么 输出 的 数学 期 望 Y(7) = 0, 相关 函数 为 
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| Bas BC BC) le) Tau, т> 0 
„СТА, 7) 一 | (14.10-18) 
AO AOAOL A EE 
k=1 


Ян 6,00) 是 长 方 矩 阵 B(z) К А ПАЈЕ, 
(2) 系统 状态 的 初 值 :一 0 时 УС) = 0, 设 输出 量 为 


п 


(УФ, с) = У] ФУ, 


< 是 某 个 确定 的 向 量 函数 。 那 么 它 的 输出 (YCZ)，e(7)7) 仍 用 (5С СО, ФС) 


表示 ,不 同 的 是 %(z) 是 伴随 方程 (14.10-12) 在 终端 条 件 %(: 一 7) 一 el: = Т) 时 的 解 。 
它 的 数学 期 望 和 相关 函数 的 求法 和 (1) НИЯ, 
(3) 系统 状态 的 初 值 不 为 零 ， 它 是 一 个 随机 向 量 Y(: 一 0) 一 7， 系统 无 外 作用 . 
如 果 由 终端 条 件 | 
0, 12}, 
а 
. 解 出 伴随 函数 在 :一 0 寺 的 值 Ф(0), 那 我 们 就 可 以 得 到 系统 状态 分 量 УКРОЕТ = ТН 
刻 的 值 : 


УТ) = (У, ф(0)) = ф"(0)Ү,. (14.10-19) 

还 可 以 得 到 系统 状态 分 量 Y;(7) 的 数学 期 望 和 相关 函数 ， 
YT) = pC0)F,, (14.10-20) 
"(Т +4,.Т) = 41(0)5х.$.00), с. (14.10-21) 


在 式 (14.10-21) фф, Ф, ТТУ (1) 中 的 相同 。 

(4) ”系统 状态 的 初 值 不 为 零 , 是 一 个 随机 向 量 , 在 :一 0 时 开始 加 入 一 个 随机 输入 
ХС), 它 与 初始 状态 不 相关 ， 这 样 可 以 按照 它们 分 别 作 用 时 得 到 的 结果 相 加 ， 这 里 也 就 
不 再 袭 述 了 . 

”按照 上 面 的 方法 可 以 方便 地 求 出 输出 在 某 个 固定 时 刻 的 统计 特性 。 如 果 要 求 的 是 以 
z 为 自 变量 的 输出 的 统计 特性 ， 那 么 上 面 的 方法 仍然 合适 。 下 面 我 们 来 介绍 -- 种 由 邓肯 
《Duncan) 首先 提出 的 方法 . | 

假定 变 系数 线性 系统 的 运动 规律 是 


= = 4(0)у 十 BCDx， (14.10-11) 
$ 


在 :一 0 时 (0) = 0. НЕМ, ОЛД А — 1 т ЖЕТЕ АЈ 3 ХО), 它 
的 各 个 分 量 都 是 数学 期 望 为 零 的 白色 噪声 ,各 个 分 量 之 间 互 不 相关 ， 
0... 0 
Ек(1,9) =| 0 9, о са), (14.10-17) 
сой 
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这 时 ,系统 的 状态 或 输出 是 
У = | .ec с)В(о)Х(о)4о, 


其 中 (2, о) = с 是 齐 次 方程 4 y АУ ЕЖЕ, 000,0) 一 E,E 是 


ШЕЕ. ША ҮС) 一 0, ж; зна У 与 输入 ХС) 的 互相 关 和 矩阵 为 
Кух(1, ғ) = У) Х:() - 


= | BG, о) в(в) Хо Жо 


= | Ф(г, с)В(о)Кх(о, do 


— Bsx, | (14.10-22) 
其 中 
只 0、 0 
хх = | 0 С о. (14.10-23) 
0 0 0. 
ЖЕ ТУСУ (о) 1 的 导数 为 


< УСУ" Со) = ГАСУ СО) + ВС ХС)ТУ" Со) + УЧИ ФА") + KB | 
= АУУ + ВОХ) + УФУ АО 


+ УФХ ФВ", 
полаже, 再 把 式 (14.10-22) 代入 就 可 得 到 


Е Ку(#, 1) 一 Авба, + Rr, "(в + BO ExB'(e), (14. 10-24) 


ХЕШЕ ЕАЭС Ву(1, г) ЕВЕ. М КУ, 站 是 对 称 矩 阵 , 所 以 将 
方程 《14.10-24) 展开 后 得 到 的 是 "хир 个 线性 变 系数 微分 方程 的 方程 组 。 м 


此 微分 方程 组 就 可 以 得 到 输出 Y,(9) в 0 (+) 和 其 他 一 些 统计 特性 . 
现在 再 来 看 一 个 例子 .所 给 定 的 系统 是 


TH нуну, y(0) = 0. 
аг 


在 :一 0 开始 给 系统 加 入 一 个 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 хх, СНХ У 
rx(1) == ает, {985 (14.5-36) 得 出 输入 的 功率 谱 密度 为 : 


Ф, (о 2 ас 
(0 EE joy 


所 以 成 型 尖 波 器 的 传递 函数 为 1226. 一 二 ， 如 果 мб) 是 一 个 数学 期 望 为 零 的 白色 吃 
Я ин, в) = 9и — в), ВА К) жо) 满足 下 列 微分 方程 
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Х + сХ – |2 ко. 
我 们 以 Y 和 X 作 为 向 量 Y(Cz) МЛН, ЛЕН МС), 因此 
р = АСУ + КОМО, 
Ё 


其 中 

1 1 

т т 0 [YC 
AQ) 一 (2) 一 | 一 一 У = | 

0, —с|, (2 , XC) 

将 方程 (14.10-24) 展开 后 就 得 到 : : 
< ry(t,1) 一 一 2 туб, г) + 2 гүх(2, 2), 
Eryxl, 1) 一 一 (2 + ‹) ryx(t, 1) + та, 


= rx(t,1) = — 2с7х(1, №) + 2 ас. 
(А 


相应 的 初始 条 件 为 гу(0, 0) = 0, гух(0, 0) == 0, rx(0, 0) 一 4, 于 是 


ТА ' 1 1 - 2 -а+е 
УЖ) = туг) = а ( тт + тт е7 一 т ет + пи"), 


在 前 面 的 讨论 中 我 们 看 到 ,如 果 系 统 的 输入 是 白色 噪声 ,那么 分 析 计 算 的 公式 就 比较 | 
简单 ,在 计算 输出 的 相关 函数 时 只 要 求 单 重 积分 就 可 以 了 。 但 是 , 系统 的 输入 ХО 往往 
不 是 白色 噪声 , 而 在 某 些 情况 下 是 非 平稳 过 程 , ВИТАЛИА ВЕЕ Rx(z,, п). 根据 ， 
在 线性 常 系 数 系统 中 引进 的 成 型 洪波 器 的 概念 ,我 们 也 可 以 设想 XX() 是 某 一 个 线性 变 系 | 
数 系统 在 输入 为 白色 噪声 时 的 输出 ， 这 个 系统 就 是 成 型 渡 波 器 。 现 在 我 们 就 设法 根据 相 ， 


ЗЕЕ Кх(ц, в) 来 求 成 型 滤波 器 的 方程 524， 我 们 先 假定 成 型 滤波 器 的 方程 已 给 定 
= x = Dx + ЕР»), (14.10-25) 


其 中 D(z) 和 f(s) 为 待 求 的 函数 矩阵 和 函数 向 量 , 滤波 器 的 输入 М азе арте 


的 白色 噪声 (д, 5) 一 8(и 一 оо), ОЗЕРЕ ХО), 输入 NG ЖЕ! = 
时 刻 开 始 加 入 的 , ХО) 一 0， 那么 我 们 可 以 得 到 


хо -| ol, „жом (идди, 
其 中 @(z、 и) 是 方程 (14. 10529) АЭК ВЕ ЖЕЕ 
一 - “ФС, и) = DOD, и). 


当 >(2) ОНАЙ 5( 1 一 и 时 ， 我 们 记 输 出 为 №(1, о). В, М, с) 代 央 系统 的 
` 脉冲 响应 函数 


hl, о) = | Ф(2, ч)# (и) (и — с)ди | 
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Ф( Fe), 1>0 >, 
一 Ко), ‚0, (14.10-26) 


0 >>, 
输出 的 自 相关 矩阵 Юх(н, #2) 为 


Рх(һ, в) = Х (2) Х"(2,) 一 [a ось, и.) (и, 5 (м, — ш) (и) D(z, и; )4и> 


i 
| А(2,, oh'(s, с)д0, <, 
一 人 7 (14.10-27) 
| "ВС, с)А: (2, ad 页 壮志 
io 


РН Кх(ь, 2) 具有 如 下 特性 : 
(1) Ма>ь>аН -Rx(n, в) 一 0(2)Кх (а, 2); (14.10-28) 


РАР = Rx(ti, 1) = Кх(и, пр" (аз), (14.10-29) 
2 


(2) Ма>н >ьН, 
< Кх(лһ, #2) = р(2)Кх(һ, #) + К" (ь, а) (14.10-30) 


Ма>а> о 时 ， 
2. Rx(z,, ь) == Рх(һ, 0") + АСА, 5) (ь). (14.10-31) 
(3) Вер Rx(n, в) 总 可 以 分 解 为 单 自 变量 矩阵 的 乘积 


Н(и, ю)Ф" (р, а), dh; 


(14.10-32) 
Ф(2, кН", 5), ии. 


Кх(и, в) =] 
实际 上 , 当 4w 二 时 ， 
Каб, в) = ("Аа Fn, о)до = |" АСА, FOC, п)Ф "бо, о), 
НЕ (о, в) = 0-0, и). ШАФ | | 
на, 0) = |" Ка, Ра, в)аа, (14.10-33) 
其 中 Фо, в) = 9, 0)， 就 可 得 到 式 (14.10-32) 的 上 半 等 式 ， 辣 样 也 可 以 得 到 式 
(14.10-33) 的 下 半 等 式 . 可 以 看 出 ,矩阵 Н(и, и) 满足 下 面 的 微分 方程 : 
ен, в) = Радн(и, и) + Кн (Сы, в). (14.10-34) 


根据 自 相关 甜 阵 的 以 上 特性 ,我 们 就 可 以 由 自 相关 矩阵 Rx(t1， 12) 求 出 待 求 的 函数 
矩阵 D(z) МАЖН РС), 


在 求 出 D() 和 f(z) 后 ， 就 可 以 把 成 型 洪波 器 式 (14.10-25) 和 原来 的 系统 式 . 


(14.10-11), 合并 成 一 个 新 的 线 福 变 系数 系统 。 在 г = о 开始 在 新 的 系统 上 加 上 一 个 数 
学 期 望 为 零 的 白色 噪声 МС), РС) 一 5(r)。 新 系统 的 输出 中 的 一 部 分 分 量 就 组 成 了 
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У(г). 根据 前 面 的 分 析 我 们 可 以 求 出 输出 YQ) 的 统计 特性 。 
在 通常 情况 下 , Хо) 不 是 向 量 随 机 函数 ,而 是 一 般 的 随机 过 程 ， 
(пью) * ФС, 0), п>и> а, 
= в) = | ql, 10) * А, и), п>ь >. 
这 时 ,很 容易 求 出 成 型 滤波 器 的 dCz) ЖЕ). ЯП, ЕЗБЕ ОЕ ХС), г >> 0 的 相关 
函数 为 、 
30/2， 访 二 五 二 0， 


"(А Э) — {3 n>>0., 
这 时 и=0,4(1, ю) = 341, p(t, и) = 1/2, ФС, А) = 2, 
因此 
24 (32 32 2. 
20 = 4 (38) /Зв 2° 7 
а 2\:, 1..9 
РО) = [2 (31) - (- 2) з1]2. = Р? 
КО] 一 二. 
所 以 ,成 型 滤波 器 的 方程 为 
> 0 
4 А 2 
Вр 


1.4% 十 2x == Зп(г), 2 > ц=0. 
4: 
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在 实际 系统 中 总 是 存在 着 各 种 非 线 性 的 因素 ， 最 常见 的 就 是 饱和 现象 和 非 灵敏 区 现 
象 。 在 某 些 特定 条 件 下 ,有 可 能 把 非 线性 系统 近似 看 作 线 性 系统 来 分 析 ,但 是 在 很 多 情况 
下 这 种 近似 是 不 允许 的 ， 例 如 ,我 们 来 看 一 个 飞机 上 自动 驾驶 仪 的 舵 机 系统 , 它 的 作用 是 
根据 输入 到 舵 机 系统 的 信号 大 小 , 按 比 例 地 产生 舵 偏 角 , 使 飞机 拐弯 飞行 。 舵 机 系统 的 作 
用 原理 方 框图 见 图 14.11~1。 如 果 控 制 信号 x 中 没有 随机 分 量 ,那么 在 最 大 舵 全角 的 范围 


Я] 
偏转 角 


内 , 舵 偏 角 是 正比 于 控制 信号 的 。 如 果 在 控制 信号 中 还 夹杂 了 随机 干扰 ,那么 舵 偏 角 也 是 
作 随 机 摆动 的 。 在 随机 干扰 比较 小 时 ， 舵 偏 角 的 平均 值 还 是 正比 于 控制 信号 的 平均 值 的 
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大 小 ; 当 随 机 干扰 比较 剧烈 时 ， 在 同样 的 控制 信号 的 平均 值 干 舵 偏 角 的 平均 值 会 剧烈 变 
小 ， 就 是 舵 系 统 “ 失 效 > 了 .“ 和 失效” 的 原因 是 在 于 舵 机 系统 的 放大 器 有 饱和 现象 。 因 此 即 
使 控制 信号 中 的 平均 分 量 使 放大 器 工作 在 线性 段 ， 但 是 随机 干扰 剧烈 时 会 使 整个 能 机 系 
绕 的 性 能 受到 放大 器 饱和 的 影响 。 放 大 器 放大 系数 选择 得 愈 大 , 则 这 种 “失效 ”的 可 能 性 
也 愈 大 。 在 这 一 节 中 我 们 将 介绍 一 种 能 够 包括 上 述 这 类 问题 的 分 析 方 法 。 即 在 随机 输入 
作用 下 非 线性 闭路 控制 系统 的 近似 分 析 方 法 . 
先 讨论 无 惯性 非 线性 环节 在 随机 输入 时 的 输出 特性 ， 无 惯性 非 线性 环节 的 输出 是 输 
人 的 非 线性 函数 
у = f(x). (14.11-1) 
当 加 入 随机 输入 时 ， 在 任何 时 刻 机 ，。 输 出 的 随机 变量 УС) Р 只 与 输入 随机 变量 ха) 有 
关 ， | 
УЧ = ИХ()1, (14.11-2) 
办 在 这 里 只 是 作为 参数 引入 的 。 如 果 已 经 知道 随机 输入 的 概率 分 布 特性 ， 那 么 我 们 就 可 
以 求 得 随机 输出 的 数学 期 望 , 自 相关 阔 数 ,方差 及 输出 输入 之 间 的 互相 关 函 数 ; 


YD = | we, г)4х, (1411-38) 
туба, в) = УС) Се) — У@ + УС) 
| К) wae путь вания, 
|7 арбы, ван 07 але ка, (1411-4) 
ао = | П Раб ае, paz| ， 44155) 
rrx(Cas а) = УФХ» — Yn) (а) 
= Df) we зь Банан 


一 Г. Ки (1, fdr * | оС, һ)ах3. (14.11-6) 
假设 随机 输入 ХО) 是 高 斯 过 程 ,那么 它 的 第 一 ,第 二 概率 密度 函数 分 别 是 
| _ х) — Хр _ 
wi(*, 2) | Р 1 [рохо | }, | (14.11-7) 
1 


ил(х1 й; ха, а) 一 — 
2 жох(н)ок (в) 1 一 Өх()хи,) 
1 [( (п) — Ха) 


х exp{ 一 一 一 一 一 一 一 
2 (1 — pk xo) сх(а) 


+ (хору 一 2х, 
ox(#2) 


x 00 —Х())(«()— X(z)) 
а) | (141178) 
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其 中 рхиржор 是 随机 变量 X(4) 和 ХО) 的 比 相关 系数 .为 了 使 计算 简化 ， 常 将 第 二 概 
率 密度 函 教 按照 切 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 (de6btmeb-Hermite) 多 项 式 展开 为 无 穷 级 数 : 


Ce 二 5 00 0А 


( ) -一 
я’. Xl 115 х: р ка ех! | 
> 3 2zeoxtuyoxco Tt 2 


dx(n) x(t2) 
1 (а) паба, (= 
х 571 ухах, (0 00). н, вх(1:) ) 
: (14.11-9) 


其 中 .C2) ВНЕ ЛЬ БОЕВ 
Hn(t) > н.) 一 Н.Е, ' И ` 
НХ) 1, Н) ws |, НИХ . (14. 11-10) 


ЭН, (0), п 0,1,2, 在 一 中 << 上 对 权 函 数 сав. 


нона н { ЕТ 
这 样 ЩЕ ХС) ВЕЧЕ ВН 的 统计 特性 就 是 ! 
| ҮС) = ха) 一 2000) * = «СКО, 90), ; (14.11-12) 


ту(15 12) 一 Хелена, dealt) 
= Хае (КО), окунь, вх(1:).), (14.11-13) 


оке = > AKC, 0300), Еб 


зба» 2 一 > ГОАО 


2 е Е 


= Ў) онон бы), С ха, го, (14.11- 15) 


其 中 
_ т _ хб). XD 
„00 = «ОФ, (0) = XI, 2a ) 
n=0,1,2,.…., (14.11-16) 
хо =} „_ | 41 
hl) = техн, 0-2). п=1,2, (1411-17) 


利用 公式 (14.11-10). 中 的 НС) = 1， 80 =: 和 正 交 性 式 (1411-1) 可 以 最 后 得 到 


ryx(f1, 12) 一 了 0 3 «ОС, вх(и))гх(и1> #2). (14.11-18) 


如 果 хо) 是 平稳 高 斯 过 程 , 那么 公式 (14.11-12) 一 (14.11-17) #1 (14.11-18) 将 分 别 为 
У =КХ) 一 СХ, ох), .. | (14.11-19) 
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(4) 一 У! о5(2)а(Х,0к), . . (14.11-20) 
т | 
0$ 一 у 3(Х, ох), (14.11-21) 


= 1 ， х-х ... _ 
а.(Х, ох) = ут Кх)н, ( ря ), л 1, 2, +, (14.11-22) 


п! 


ғух(1) 一 一 деи, (14.11-23) 


нр ВВ оао 级 数 ry() 具有 明显 的 物理 意义 ， 与 它 第 一 项 相应 的 输出 的 
那 一 个 分 量 ,其 相关 函数 的 形式 与 输入 的 相关 函数 是 一 致 的 ,其 余 分 量 表示 由 于 非 线性 引 
起 的 畸变， 这 些 畸 变通 常 泵 是 很 显著 的 , 首先 是 因为 级 数 的 系数 以 1/x1 的 速度 递减 , 其 
次 是 由 于 相关 函数 本 身 当 2 > 0 时 ,|px(4)1 < 1,87 
оза) БЕЗ л 的 增加 也 急剧 减 小 。 主 要 的 畴 变 也 只 
可 能 在 2 值 较 小 时 发 生 ， 

“假设 ， 非 线性 环节 是 理想 的 继电器 (图 14.11-2)， 
它 的 输出 输入 关系 是 

і, + 二 0, 


у- к ={ х > 0, 


如 果 输 入 的 平稳 随机 过 程 X(z) 的 数学 期 望 XCz) 一 0， 
比 相关 函数 ox(2) = с, 方差 ox 一 1， 那 么 输出 的 
г нев 
(2) = > рх(1)а = 22 атру (а). 


а) Е «ада, 它们 的 关系 见 图 1-3. мі 2065, Ин 
项 ex(2) 相 来 代替 rv(2) 的 误差 将 不 超过 5 多. 


1.54 


ох(Аа 


0.5 


— 141 


图 14.11-3 


对 于 一 些 常 用 到 的 典型 非 线性 环节 ,根据 公式 (14.11-12) 和 (14.11-15) 可 以 算出 系 
数 а, a1, а: 等 来 。 对 于 理想 继电器 环节 (图 14.11-2) 来 说 ， 


Ө "2 
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т == 2Ф(Х/ох), 
a 


2 > 

1 一 2 
т А сбн, 

2 == — (Х/М 2х) 2, 


3 1 ря 2114. 
1 мв [( 和 /cx 1] 1 3 


3 


其 中 8(X) = |0, ЫХ ИЕ, п 一 0,1, 2 ,3,… 可 见 图 14.11-4. 
М2 2 Е ох 


т 


对 于 有 限 幅 特性 的 线性 放大 环节 《图 14.11-5), 它 的 输出 输入 关系 是 
Е 1, Хі» А, 


Y =КХ) = 1х, —А<хж<А, 


一 /， Х&а-А 


я 


图 14.11-4 图 14.11-5 


系数 а0, а, аз, аз 分 别 为 
ау == 1 {a + т)Ф (==) 一 (1 一 mi)0 (==) 


Ci 
+ 


al == [01 Ё (т 2) + Ф (т "| , 
1 1 А 


1+т 1-м 
а= 19-1740 22-е ( |, 
2^/ я 


І (ту _ - 5 ("33| 
;入 | + те $ ( <: + (1 — те $ ( 1 1. 


а; == 一 
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Ат ХА, пе ox/A， 06) = л |00040, 8, А.т, о ЖШ 
л х 
示 于 图 14.11-6 中 . | 


14.11-6 


知道 了 无 惯性 非 线性 环节 在 随机 输入 时 的 输出 特性 。 就 很 容易 求 出 开路 非 线 性 系统 
在 高 斯 随机 过 程 的 输入 作用 下 的 输出 特性 ， 在 一 般 情况 下 ， 开 政 非 线性 系统 可 以 表示 为 
由 三 个 环节 串联 组 成 ,中 间 是 无 惯性 非 线性 环节 ,前 后 都 是 线性 惯性 环节 (图 14.11-7) 它 
们 的 关系 式 是 


О (2) = |. №02, с)Х(о)4с, 
ро КО), | 
уб) 一 | 0, ов (14.11-24) 


! 7 


图 14.117 


要 求 得 输出 了 (z) 的 统计 特性 。 就 需要 知道 非 线性 环节 输出 V(z) 的 统计 特性 。 如 果 只 知 
道 非 线性 环节 输入 0 (г) 的 数学 期 望 和 相关 函数 是 不 够 的 ,必须 知道 (za 的 分 布 ， РЕЖ 
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出 (Ca 的 统计 特性 。 假 设 开路 非 线 性 系统 的 输入 ХО) 是 高 斯 过 程 ; 那么 高 斯 过 程 经 过 
任何 线性 变换 后 仍 是 高 斯 过 程 ，Z Gz) 也 是 高 斯 过 程 。 知道 了 系统 输入 Хо 的 数学 期 望 
和 相关 函数 就 可 以 算出 系统 输出 YC(z) 的 数学 期 望 和 相关 函数 。 如 果 线 性 环节 是 常 系数 
的 ,而 且 ХС) 是 从 : 一 一 © 时 输入 的 平稳 过 程 ,那么 在 计算 中 有 关 随 机 过 程 线 性 窄 换 的 
部 分 ， 可 以 涛 不利 用 输出 输入 之 间 切 率 谱 密度 的 关系 与 相关 函数 和 功率 谱 密度 的 关系 ， 以 
便 使 计算 简单 些 。 

对 于 非 线 性 系统 来 说 ， 开 路 系统 的 计算 方法 不 能 活用 到 闭路 系统 中 去 。 对 于 线性 系 
统 ,我 们 可 以 根据 开路 系统 的 传递 函数 或 特性 求 出 闭路 系统 的 传递 函数 或 特性 , 它 与 输入 
的 大 小 无 关 。 对 于 非 线性 系统 ， 没 有 传递 函数 的 概念 ， 系 统 的 特性 与 输入 作用 的 天 小 有 
关 ， 闭 路 内 每 个 环节 的 输入 及 特 竹 都 与 它 的 输出 在 关 。 即 使 整个 闭路 非 线 狂 稚 统 的 输入 
是 一 个 高 斯 过 程 ， 但 在 闭路 内 的 非 线性 环节 的 输入 ， 严 格 说 来 还 不 是 高 斯 过 程 ， 它 的 分 
布 规 乔 与 很 多 因素 有 关 ,一 般 来 说 ,比较 难于 准确 确定 。 不 能 确定 非 线 性 环节 输入 的 分 布 
规律 ， 就 不 能 准确 地 确定 它 的 输出 的 绕 计 特性 。 现 在 我 们 采 介 绍 一 种 浇 程 近似 方法 一 一 
统计 线性 化 方法 。 这 一 方法 是 由 波 顿 《Bootoa)》 首先 提出 的 统计 线性 传 方法 在 实用 
上 比较 方便 , 在 满足 一 定 的 条 件 下 , 它 具 有 足够 的 准确 度 ， 但 是 也 很 准确 定 它 在 一 般 情况 
下 的 准确 程度 。 

铀 计 线 性 化 的 实质 就 是 按照 一 定 的 准则 用 线性 放大 环节 来 代替 非 线性 环节 ，- 然后 按 
线性 系统 的 方法 来 分 析 . 我 们 假设 非 线性 环节 的 输入 是 识 电 分 布 的 ， 这 样 就 可 以 求 出 非 
线性 环节 输出 的 数学 期 望 \ 相 关 函 数 与 输入 的 数学 期 望 ,相关 函数 的 关系 ， 设 非 线 性 环节 
的 输出 输入 特性 是 
У = КХ), (14.11-25) 
近似 的 线性 环节 的 输出 输入 特性 为 | 

У; = koX + СХ — Хх), (14.11-26) 
这 里 对 输入 的 平均 分 量 和 随机 分 量 采 用 了 不 同 的 放大 系数 如 和 к. ко АН Е Ж 
同 的 准则 来 确定 ， 它 是 与 非 线 性 环节 的 输入 有 关系 的 。 有 一 种 线性 化 的 准则 是 使 近似 偏 
У, Ү 的 平方 的 数学 期 望 最 小 , 即 
Е? = [Үү — УР = [4 + ЫХ — Х) 一 了 一 тіп. (14.11-27) 
К (14.11-27) 的 右 端 展 开 后 得 到 
Е = [kX — УР + Ray +94 — 230. 
н Е и, | Е 
Е, 
ah 
这 样 就 得 到 使 琴 最 小 时 的 Ао т Б, 
ю = Ү/Х, (14.11-28) 
да 一 гих / 9х. (14.11-29) 
根据 公式 (14.11-19) 和 (14.11-23) 就 得 到 
如 一 oo/ 中 ， (14.11-30) 
hl /ox. Е (1411-31) 


Ё, 
ak 


一 = 0, 


2 
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如 入 都 是 输入 X(z 的 数学 期 望 下 和 方差 ox 的 函数 。 如 果 非 线性 特性 人 (X) 不 古奇 对 
称 的 ， 即 

KA— Х) * — КХ), 
那么 即使 痊 人 的 数学 期 望 元 等 于 零 , 输出 的 数学 期 望 了 也 不 等 于 零 . 这 时 ， 若 在 近似 的 
线性 环节 的 输出 输入 特性 式 (14.11~26) 中 用 了 来 代替 kX， 则 


у =У+А(Х —Х), | (14.11-32). 
У = 4, | (14.11-33) 
hi 一 ayox-。 (14.11-34) 


自然 ,也 可 以 按照 其 他 准则 来 确定 名 和 如" . 
在 统计 线性 化 后 ， 闭 路 非 线性 系统 就 成 为 了 闭路 线性 系统 ,但 是 它 还 有 两 个 待定 参 
数 ,我 们 可 以 把 非 线性 环节 的 a0, а УХ, ox 的 关系 和 线 狂 系统 统计 分 析 的 方法 联系 在 一 
起 来 求 出 等 效 的 放大 系数 如 和 如 以 及 
非 线性 闭路 系统 的 近似 统计 特性 ， 
下 面 我 们 用 一 个 极 简单 的 控制 系统 
来 作为 例子 说 明 如 何 应 用 统计 线性 化 
方法 ， 假 设 此 控制 系统 的 结构 图 是 图 
14.11-8, 它 所 包含 的 非 线性 环节 是 带 有 
о 限 幅 特性 的 放大 器 .在 + 一 一 co 时 就 
图 M3 开始 给 系统 加 上 一 个 已 知 的 平稳 随机 过 
вхо, 现在 来 求 此 控制 系统 的 输出 特性 . 根据 统计 线性 化 的 候 设 , 非 线性 环节 的 等 交 
放大 系数 是 如 Я, 利用 线性 系统 的 分 析 方法 ， 我 们 得 出 输出 量 Y 和 非 线性 环节 的 输入 
量 的 数学 期 望 和 方差 分 别 是 
у=— № Хх 
„ 1+ КК» 
-万 一 1.9 
1 + АКК, 
= | | А 
-ә11 Ф АКК, + Tiw 
2 11° 1 + Тј 
Г: Г. + КК. + т хода, 
其 中 gx(o) ВА ХОР) 的 功率 谱 密 度 . 


候 设 输入 随机 过 程 的 相关 函数 为 zx) 一 вее, Ярд gx(o) 一 2901 . 
经 过 一 定 的 运算 后 可 得 


3 


Co)aa， 


(Ку)? 
(1 十 МКК?) + АКК, + ат)" 
1+ oT(1 + АКК) 
С AKKDGU + АКК. t+ oT) ~ 
再 根据 限 幅 特性 和 非 线 性 环节 输入 是 高 斯 过 程 的 假设 ,我 们 可 以 得 到 等 效 放 大 系数 ко, 


03 = 


с? 
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和 非 线性 环节 输入 量 避 的 统计 特性 的 关系 : : 7 | 
„рат + i-meg/l—m\ 

ьа (они) (то т 


А 731 Ci с - с с 1 


а) 955]. 


ее) +22) 


其 中 
1 д’ 1 д’ 
1. Н 

Ф(и) ms 75) е 241, 

А 1 -到 

Ф(и) == — е 1, 

(и) 75 

由 此 我 们 可 以 建立 联 立 方程 式 2 


ая) 


1 1 十 和 i—m 
в |е (6) но (к), 
和 „9х 1+ «Т(1 + MKK2) 
л + ‚КО + АКК, + Т) › 


A 71 1+ Rr- | 

Я УЖ ИБ А, 再 根据 如 和 和 可 以 求 出 输出 的 了 
和 oy. 假设 оТ = 0.1, 1/А =1, КК, =1, К, =2, Х/| == 0.8, ЖА А, А, У/Х 
与 ox/i 的 关系 见 图 14.11~9。 从 图 中 可 以 大 
出 , 当 输 入 中 的 平均 分 量 固 定 不 变 时 ,输入 中 
随机 分 量 愈 大 ， 输 出 的 平均 分 量 就 您 小 ， 如 
果 把 非 线性 环节 的 线性 段 的 放大 系数 1 /А 
增 大 , 那么 反而 使 这 种 “失效 ”现象 更 厉害 ， 
例如 ,在 aT = 01, КК, =1, Х/1 一 0.8 的 
条 件 下 , 当 ! /A 一 1 时 ， ox/1 == 1.0 时 的 
了 了 /多 等 于 ox/1 一 0 对 的 0.94 倍 ;而 当 MA= - 

2 时 , ax/1 一 1.0 时 的 了 /各 等 于 cx/ 一 0 时 
的 0.84 倍 。 如 果 在 1/A 增 大 时 ， 闭合 回路 中 


的 放大 系数 KK 二 不 变 ,那么 这 种 “失效 ” св и 


现象 更 为 急剧 . 在 ат = 011, кк. =1, 元/ 一 0.8 的 条 件 下 ， 当 ИА=2 М, 
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ox/1 == 1.0 5-8 У/Х 3 ох/1 一 0 时 的 0.64 倍 。. 

统计 线性 化 方法 在 原则 上 也 可 以 推广 到 变 系数 非 线性 系 统 和 非 平稳 随 机 输入 的 情 
бо. 这 时 , 等 效 放 大 系数 就 不 是 待定 常数 , 而 是 与 输入 的 相关 函数 ,数学 期 望 有 关 的 待定 
时 间 函 数 了 ， 


14.12  пнхимвни кв: 


前 几 节 讨论 的 都 是 连续 系统 对 随机 输入 的 反应 ， 在 很 多 离散 控制 系统 中 ， 它 的 输入 
也 含有 严重 的 随机 干扰 、 例 如 ， 脉 冲 雷达 的 距离 跟踪 系统 和 和 角 跟踪 系统 都 是 离散 控制 系 
统 , 它 的 输入 作用 是 从 目标 反射 回来 的 脉冲 回 波 ,除了 真 五代 表 旭 标 位 置 的 信号 外 , 还 夹 
杂 了 很 多 随机 噪声 和 干 抗 。 下 面 我 们 就 来 分 析 一 下 最 简单 的 离 贡 系统 一 线 狂 常 系数 离 
散 系统 对 随机 输入 的 反应 

在 第 十 章 我 们 已 经 谈 到 ， 如 果 离散 系 统 内 的 连续 部 分 是 线性 常 系数 系统 的 ， 采样 元 件 
是 脉冲 线性 调幅 元 件 它 的 输出 是 宽度 相同 、 相 位 相同 的 矩形 脉冲 , 每 一 个 采样 周期 的 防 
冲 幅 度 与 采样 时 刻 脉冲 元 件 输入 值 成 正比 关系 ) ,那么 此 离散 系统 也 是 线性 常 系数 的 ， 线 
性 常 系数 离散 系统 的 运动 规律 是 用 线性 常 系数 差分 方程 组 来 描述 的 ,在 一 般 情况 下 它 是 

rtite 一 ОУ, + Вых, 十 В, | (14.12-1) 
其 中 ms 是 Co 在 :一 (> + ЭТ ЧИКИН, х, 是 xG) 在 :一 27 时 刻 的 值 。 s7 表示 
状态 取 值 延迟 于 采样 时 刻 的 时 间 , 1 > 8270, ЩЕ 。 一 0, 就 表示 在 采样 时 刻 取 值 。 设 
x 是 m 维 向 量 ,代表 系统 的 输入 、y 是 » 维 向 量 ， 代 表 系 统 的 状态 ， 它 的 某 几 个 分 量 是 系 
统 的 输出 Ро хо 阶 常 为 阵 ,如 果 它 的 特征 信和 都 在 复 平面 上 的 单位 圆 内 , 则 此 采样 系 
统 是 稳定 的 ，B; 和 В, ВЕ» Х УВЕ, ВВВ е 不 同 而 不 同 ， 假 设 输 入 作用 在 
‚= 一 о 时 就 加 入 到 系统 里 去 了 , 而 且 系统 又 是 稳定 的 ,那么 在 от + ет 时 刻 系统 的 状 
态 就 为 


Уза 一 > Р\Вля, 1-4 + 5) ОАВ. | (1412-2) 
к=0 К 
我 们 令 | О | 
40, &<0, 
ватт В,, ;k=0, И (14.12-3) 
рев, + рев, t=1,2,. 
等 式 (14.12-2) 就 成 为 | 


Ун = > НАТ. | (1412-4) 


ША, НЦТІ 是 ”>x mm пазна, 它 相当 于 离散 系统 的 脉冲 过 渡 函 数 . 可 以 看 出 


Уз 是 输入 作用 х, 的 线性 变换 . 
如 果 输 入 作用 是 平稳 随机 序列 {Х,} 那么 系统 的 状态 {Ys} 也 是 随机 序列 ,其 中 


i У) НМАТХ 4. Е (14.12-5) 
= 0 
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根据 随机 国 数 线 性 变换 的 特性 我 们 可 以 算出 У... 的 数学 期 望 和 自 相关 函数 答 阵 
| л (5 нит ух о аа12-6) 
Кү[а ++, п +=] = (Үн, Уа) 
= У) У нета —1+ онота) 
— ви, Е (14.12-7) 
Үн я ИЕ ( 当 。 不同 时, 它 是 不 同 的 ), 9 十 4 十 en 十 6] 只 与 《有 


关 , 所 以 СҮ, 是 平稳 随机 序列 ， 系 统 的 状态 与 输入 之 间 的 互相 关 函 数 和 矩阵 是 
Кух[п 十 [4 +8, в] = <Узчьььь х, 


= унта — И = Rrxft， о 442-8) 


所 以 它们 是 平稳 相关 的 , 
根据 相关 函数 和 功率 谱 密度 的 关系 式 (14. 5-25) 和 (14.5-26) 可 得 到 


gri(o) 一 圭 > ВУ | 


Л 120 као т=0 


== 15, У у Нитки 一 1 十 темки 


х (Н*[ттТ1Уе іютТ 
= ЕТО) Фх (ЕТО), т. А (14.12-9) 


Фл, Сө), 一 二 > поет Е 


іх рэ HIT]e-earRxEA = 一 Пеев 


тте. 


= Е (іо)Ф(а), Е (1412-10) 
其 中 | 
Fi(iw) = У) НИТ ЕТ (14.12-11) 
1=0 
就 是 离散 系统 式 (14.12-1) 的 离散 频率 特性 矩阵 ， 同 样 , 等 式 (14.12-6) 可 以 改写 为 
Yr = F*(0) EK. о (14.12-12) 


假设 离散 控制 系统 只 4 有 一 个 输出 7 和 一 个 输入 х, 它 的 匡 动 规律 是 用 线性 党 系数 高 
阶 差分 方程 来 表示 的 : - 
Goyatit 十 ауы 十 + ду» 一 Реа тии + 25, 
т< 1. : (14.12-13) 
假设 系统 是 稳定 的 , 并 在 :一 一 co 时 就 开始 给 系统 加 入 一 个 平稳 的 随机 系列 , 那么 系统 
的 输出 输入 关系 就 是 、 
_ У» + Уы + му, = boX ntm + biXarm-i ++ 5,Х,, 
т. = А (14.12-14) 
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根据 前 面 所 述 ,, 我 们 已 经 知道 输出 {Y,} 也 是 平稳 随机 序列 。 根据 第 14.8 节 的 随机 项 数 
线性 变换 的 特性 式 (14.8-17), 我 们 求 方程 (14.12-14) 两 边 的 功率 谱 密度 ,就 可 以 得 到 
jeoci 十 ео... 4+ а |2Ф,() == |” + Бе" 十 十 2x(o)。 
于 是 ,输出 与 输入 功率 谱 密度 之 间 的 关系 是 
gr(o) 一 Е Фи (и). (14.12-15) 
外 此 可 湖 高 散 系统 式 (14.12-13) 的 8 为 零 的 离散 频率 特性 


УА ет + Буебебт—1) 十 .…. 十 ГА ` _ 
Е.) == ей 十 а} еп) +. .十 аі? (14.12 16) 


这 正好 与 我 们 以 前 的 概念 相符 合 . 
线性 变 系数 离散 系统 和 非 线 性 离散 系统 对 随机 输入 的 反应 的 分 析 方 法 与 连续 系统 的 
分 析 方 法 相 类 似 ,我 们 在 这 里 就 不 再 著述 了 ， 
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在 第 14.9 节 里 ,我 们 曾 讨 论 了 二 阶 系统 对 于 随机 输入 的 反应 , 在 那里 的 讨论 中 已 经 
说 明了 用 反馈 控制 来 改进 系统 性 能 的 可 能 性 ， 但 是 ， 在 那个 例子 里 反馈 机 构 是 相当 原始 
的 ， 因 为 进行 反馈 控制 作用 所 需要 的 力 的 数量 级 与 输入 驱动 函数 的 数量 级 相同 ， 在 一 个 
更 实际 的 设计 中 ,我 们 可 以 把 反馈 机 构 设计 得 更 巧妙 一 些 ,使 得 反馈 作用 所 需要 的 力 减 少 
很 多 ， 例 如 ,可 以 用 反馈 伺服 机 构 带 动 可 以 转动 的 附加 村 片 , 从 而 控制 庙 流 中 的 机 标的 运 
5). 转动 必 片 所 需要 的 力 与 机 票 运动 所 引起 的 空气 动力 效应 《升力 、 ВН. ЕН) 相 比 
较 ,可 以 小 得 很 多 . 我们 可 以 把 这 个 控制 系统 的 方 框图 想象 为 图 14.13-1 的 情形 ， 输 入 的 
随机 函数 是 扰动 气流 .输出 了 就 是 机 票 的 位 移 .， 第 一 个 传递 函数 Fi(s) 表示 扰动 气流 
和 这 个 气流 所 引起 的 升力 之 闻 的 关系 .升力 与 转 矩 变化 的 结果 ， 就 使 得 机 器 产生 垂直 方 
向 的 运动 和 旋转 和 运动。 这些 由 于 空气 动力 的 原因 所 产生 的 外 力 与 机 票 运 动 之 间 的 关系 是 


也 输入 引起 y 


的 空气 动力 
ЕСУ 


图 14.131 7 
由 结构 的 传递 函数 Р.г) 所 描述 的 机票 的 运动 又 要 产生 两 种 作用 。 ВАЗ 5 
二 个 空气 动力 学 的 传递 函数 F;(s) 又 产生 空气 动力 ， 这 是 第 一 个 反馈 线路 ,然而 ,这 个 反 
馈线 路 不 是 设计 者 所 能 任意 改动 的 、 设 计 者 能 够 处 理 的 是 第 二 个 反馈 线路 ， 机 标的 运动 
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ЗЈН Ы З ВО 58), Б — АОН АВЕ Е.С). ЖЕНЕВА 
Fs(s) 又 产生 空气 动力 .所 以 输 和 与 输出 之 间 的 关系 就 是 
УС) 一 Е) [FAOXG) + ЕТС) + Е) Р (ғ) УС], 


或 者 
р ВФ 1. 
Хо) ПГ -ЕСО+ЕОРОГ = 10 


ВЫ „БОЕ КИЕВА Е4(5) 就 可 以 使 系统 的 总 传递 函数 得 到 改善 . 
如 果 @x(w) 是 输入 X 的 功率 谱 密度 , Ф, (0) 是 输出 了 的 功率 谱 密 度 ,那么 ,按照 方程 
(14.8-13) 
gry(o) = BxwF i0)F,(— iw), (14.13-2) 
这 里 的 F,(s) 是 由 方程 (14.13~1) 给 定 的 。 完全 可 以 想到 ,如 果 希 望 飞机 里 的 洪 客 得 到 最 


1 ГР 12 
大 的 安 适 ,我 们 就 必须 使 加 速度 -后 У 尽 可 能 地 小 ,这 也 就 意味 着 | 4 усо |" 取 极 
小 值 。 因 为 


00) 一 оз) ХОР, 
所 以 在 相同 的 方 关 下 ,数学 期 旦 [和 9] 等 于 零 可 使 [2 of 取 极 小 ， 雪 此 要 


ж [уко | 取 极 小 也 意味 着 要 求 ЗУ, 等 于 零 ,同时 还 要 - УС) 的 方差 оъ 
въ Ион вржинияекнаиан 

om РЕК) yer 

ОЕ ОВЛ | Co. 418-9) 
因为 FCs), ЕК»), Fs(s) 和 Fs(s) 都 已 经 固定 下 来 了 , 不 能 加 以 改变 ,所 以 我 们 只 能 用 改 
变 传递 函数 Е,(г) 的 方法 使 оъ 达到 极 小 信 ， 可 以 采用 下 列 司法 ， 先 你 出 一 个 传递 函数 
F4(9 ,但 暂时 先 不 确定 其 中 的 参数 数值 ;根据 式 (14.13-3) ТИЕ о, а 
中 包含 Раб) 的 未 定 参数 ;再 用 普通 求 极 小 值 的 方法 确定 使 cy 取 极 小 的 参数 。 这样 确定 
№ FCs) 就 是 使 乘客 最 舒适 的 伺服 机 构 的 传递 函数 。 必须 指 出 ,在 此 方法 中 ，FiCs) 的 基 
本 形式 还 是 由 设计 者 根据 某 些 实际 情况 和 经 验 相当 随意 地 选 定 的 ， 只 是 某 些 参数 尚未 确 
定 而 已 ， 所 以 上 面 得 到 的 极 小 值 并 不 一 定 是 真正 能 够 达到 的 极 小 值 ， 因 为 , 妈 果 把 Fs) 
的 基本 形式 加 以 改变 ,还 是 用 同样 的 计算 方法 就 可 能 得 出 一 个 更 好 的 结果 . .所 以 ,如 果 希 
望 得 到 更 好 的 结果 ,还 必须 研究 F4(*) 应 是 娜 一 种 形式 的 函数 问题 , 这 一 个 问题 可 以 用 最 
优化 的 方法 解决 ， 在 下 一 章 中 我 们 还 要 讨论 ， 对 于 特定 的 输入 条 件 ,设计 目的 不 一 样 时 ， 
所 得 到 的 Р.(5) 的 形式 即使 是 同一 个 形式 , 但 参数 也 可 能 不 同 ,甚至 相差 甚 远 ， 某 些 参数 
对 这 个 设计 目的 来 说 是 比较 好 的 ,但 对 另 一 个 设计 目的 来 说 , 可 能 是 极 不 好 的 . 这 就 是 下 
一 章 要 讨论 的 控制 系统 在 随机 输入 下 的 综合 问题. | , 
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第 十 五 章 Ни 


上 一 章 讨 论 了 在 隧 机 输入 作用 下 控制 系统 的 分 析 间 题 ， 这 一 章 将 讨论 有 随机 输入 作 
用 时 控制 系统 的 综合 问题 ， 这 里 控制 系统 没有 完全 给 定 ， 可 能 是 已 给 定 了 系统 的 结构 形 
式 , 但 是 某 些 参 数 并 没有 确定 ;也 可 能 是 连 系统 的 结构 形式 都 没有 给 定 。 综 合 就 是 要 根据 
已 知 的 系统 输入 特性 ,系统 的 结构 形 站 ,对 系统 输出 的 要 求 等 案 设 计 榨 制 系统 合 饭 具有 顶 
和 良 的 性 能 .一 般 是 从 准确 度 的 观点 来 看 系统 的 性 能 的 .例如 ,要 求 设计 一 个 随 动 系统 , 它 
的 输出 应 很 准确 地 复 现 输入 中 的 有 用 信号 ， 因 为 输入 中 除了 有 用 信号 外 还 夹杂 着 各 种 各 
样 的 噪声 ， 又 例如 ,要 设计 一 个 接收 机 , 它 能 很 准确 地 判断 在 强烈 的 噪声 中 有 无 徽 弱 信 号 
的 存在 ,并 能 准确 地 估计 信号 的 某 些 参数 .这 些 系统 的 综合 都 是 要 把 输入 中 的 有 用 信号 与 
只 声 分 离开 来 使 信号 尽量 少 受 噪声 的 影响 所 以 这 里 谈 的 综合 问题 通 作 可 以 化 为 曲 寥 
过 滤 的 问题 。 
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我 们 先 来 讨论 信号 的 复 现 问题 ， везавюляии «0 вл ко я 
Ч < ОЙТ 

| 0) f(D +, (15.1-1) 
过 滤器 的 输出 是 y(D) ,如 图 15.1-1 所 示 ， 有 用 以 号 利 品 记 可 能 是 随机 的 ， зелени 
机 的 . 有 用 信号 的 特性 与 噪声 的 特 狂 总 是 有 一 定 的 
О 
a(z) 变化 比较 剧烈 ,过 滤器 是 这 样 一 种 系统 : 它 能 
驶 更 多 好 让 有 用 信号 通过 而 一 定 穆 度 地 阳 止 噪声 的 
通过 ， 使 得 输出 У 较 多 地 与 输入 中 的 有 用 信号 - | | | 
КОЖЕ, В (人 有 尽量 少 的 联系 。 М № 15.1 
ЕЛЕ ЕАО ЕР НИ, мы 
的 作用 在 一 定 程度 上 能 够 实现 . 

对 于 最 简单 的 信号 复 现 问题 要 求 输出 /2 尽 可 能 地 复 现 输入 中 的 有 用 信号 500), 这 
时 理想 的 输出 nm(z) 就 等 于 КО. 有 时 ,在 一 般 的 信号 复 现 问题 中 要 求 输出 УС) 
有 用 信号 К) 的 某 种 变换 , 例如 fs) 的 一 阶 导数 或 高 阶 导数 ,在 o 了 时刻 后 的 从 D) 的 值 或 
它 的 导数 的 值 等 ,这 时 过 滤器 的 理想 输出 у) 不 等 于 КО 而 是 | 

nO = [ные дда | A ~ ode, (15.1-2) 

Кен 是 定义 于 (一 0， оо) 上 的 某 一 给 定 的 绝对 可 积 函数 或 为 8 函数 及 其 高 阶 导 
数 . 

假定 过 滤器 已 经 给 定 , 它 是 一 个 线性 常 系数 系统 ,传递 函数 是 FE(s) , 脉冲 响应 函数 是 
4(D， 当 然 ， 过 滤器 应 该 是 一 个 稳定 的 系统 。 即 F(s) 的 极点 都 在 复数 * 的 左 半 平 面 上 ， 


566 第 十 五 章 ЫЕ 


Ж ЕС) В вр 之 间 可 用 传 里 叶 变换 式 联系 起 来 
A 一 二 [eR G0)ao. | (15.1-3) 


在 一 般 情况 下 , F(s) 是 ， 的 有 理 分 式 , 且 分 子 多 项 式 寡 次 比分 母 多 项 式 敌 次 低 ， 那 么 当 
+ 一 0 时 hz) 一 0， 当 输入 作用 Со) 加 至 过 滤器 输入 端 语 ,过 滤器 的 输出 信号 将 是 


уб) == Г. х(иуА (т 一 и)аи. 
这 里 假定 输入 作用 是 从 + = 一 оо 开始 的 .根据 卷 积 公式 的 对 称 性 , 令 : 一 wo 就 有 
у) = ОХ — судо, (15.14) 


既然 过 滤器 已 经 给 定 ,一 般 来 讲 它 的 输出 уСг) 与 理想 的 输出 у (0) ЕАН. УВ у (р 
之 差 就 是 误差 е(+), 根据 方程 (15.1-2) 和 (15.1-4) 有 
` е0) 一 КО Ө =" ос — с) (в) — (О = 9) + nl — 0) 13 (о) }ас (15.1-5) 
误差 的 平方 是 
п) = [| (7 о оно) ~ а — 0) +0 =} 

x {К-ж (и) — Ее - и) + ва — ды) води. (15.1-6) 
.一 在 许多 信号 复 现 的 问题 中 噪声 是 随机 函数 , 我 们 用 М) 来 表示 3 同时 信号 的 特性 我 
们 也 不 能 确切 预知 ， 只 能 知道 它 的 统计 特性 ， 例 如 ， 随 动 系 统 的 输入 有 用 信号 常常 是 无 
法 确切 预知 的 ， 我 们 在 这 里 也 假设 它 它 是 随机 的 ， 用 ЕО) ЖЖ. 这 时 方程 (15.1-2)， 
(15.1-4), (15.1-5) 和 (15,1~6) 中 的 积分 都 是 随机 积分 , 观测 值 , 理想 输出 ,实际 输出 和 
误差 也 都 是 随机 函数 ,分 别 用 久 (2), У: (+), Y(z) МЕС) ЖЖ. А ЕС), N(z) 的 统计 
特性 已 知 , 则 根据 式 (15.1~6) 可 以 求 出 EB2(z) 的 数学 期 望 ( 系 集 平均 值 ), 它 肿 做 均 方 误差 ， 
通常 这 个 值 是 一 个 时 间 函 数 。 Е 

如 果 假 设 Е (г), Сг) 都 是 平稳 随机 过 程 , 而 且 它 们 之 闻 是 平稳 相关 的 ， 那 么 Е (Ж 
章 用 "一 ”表示 数学 期 望 ) 与 时 间 + 无 关 。 如 果 ЕС) 和 N(x) 的 数学 期 望都 等 于 零 ,那么 很 
明显 , 此 时 误差 ECz) 的 数学 期 望 也 为 零 。 这 时 , 均 方 误差 Е? 就 是 误差 Е) МУ. 
设 F(z) ‚ М) 是 平稳 相关 的 平稳 实 随机 过 程 ,因此 它们 的 自 相关 函数 иг), rw(4) 都 是 
偶 函 数 , 互 相关 函数 则 满足 下 列 关 系 : 
| | rw(2) 一 rwr(— 2), (15.1-7) 
这 时 的 均 方 误差 为 | 
в о Эры) ~ КоА) — Ки 
— rew(o — who) — #(6)]№ (и) — ryr(o — ив (о) [в (и) — В (и) ] 
+ ғ (о — и) (ов (и) Ydodu, (15.1-8) 
现在 来 找 均 方 误差 和 信号 ， 噪声 的 功率 谱 密 度 的 关系 。 在 上 一 章 中 已 谈 到 功率 谱 密 

度 与 相关 函数 的 关系 是 


000) = |" аена, (15.1-9) 
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可 以 看 出 实 平稳 随机 过 程 的 自 功 率 谱 密度 Br(w)。gBw(o) 是 偶 和 函数， 平稳 相关 的 互 功率 
谱 密度 根据 式 (15.1-7) 有 


| Фьу(о) 一 Фу(-—0). (15.1-10) 
相关 函数 可 以 表示 为 . 
| :1) 一 >. [одеть (15.1-11) 
根据 前 面 对 НО, hCs) ОБЕ А (0) 的 传 里 叶 变换 | 
| Fi(io) = [подета (15.1-12) 
和 过 滤器 的 频率 特性 
ЕС) = мое 一 pe а. (15.1-13) 


利用 公式 (15.1-11)，(15.1-12) 和 (15.1-13) 可 以 将 方程 (15.1-8) 化 简 , 最 后 得 到 
Ва т |7 {PT Fe) — Ев) ИЕ) 一 PC 一 io)] 


— Фу(о)[ Fiw) — Е(ію)1Е(— іо) — Фик(®)Е (0 [Е (— іо) 

， — ЕСо)] + Фи(ю)Е (1) Е( — о) } 4. (15.1-14) 
式 中 大 括号 { ”} 内 的 表示 式 就 是 误差 的 功率 谱 密 度 BsCwo)， 根 据 第 14.5 节 所 述 , 被 积 函 
数 的 最 后 一 项 实际 上 就 是 噪声 通过 过 滤器 F(s) 后 输出 的 功率 谱 密 度 ,被 积 函 数 的 第 一 项 
是 由 于 过 滤器 的 实际 性 能 与 理想 性 能 差异 而 产生 有 用 信号 的 误差 功率 谱 密度 .显然 第 一 
项 和 最 后 一 项 是 w 的 实 函数 .如果 信 号 与 噪声 是 平稳 相关 的 ， 那 么 被 积 函数 的 第 二 项 和 
第 三 项 是 w 的 复 函 教 , НЕХ (15.110), Шан В, 相 如 以 后 仍 为 实 
数 ,此 二 项 是 由 于 有 用 信号 和 噪声 相关 而 引起 的 均 方 误差 。 当 信号 和 品 家 互 不 相关 时 , 均 
方 误差 只 由 第 一 项 和 最 后 一 项 产生 。 如果 Fi(iw) 是 某 一 个 真实 的 稳定 系统 的 频率 特性 ， 
那么 当 F(iw) = Fi(iw) 时 ,误差 就 内 由 噪声 通过 过 滤器 FCiw) 后 输出 的 功率 谱 密 度 产 
生 。 一般 来 说 , Fi(iw) 的 通 频 带 较 宽 , 也 就 是 在 较 大 的 w 值 以 后 Fi(iw) 才 趋 近 于 零 , 那 
么 即使 F(iw) 一 Fi(iw), 信号 本 身 不 产生 误差 ,但 是 总 的 均 方 误差 仍 较 大 。 如 果 选 用 通 
频带 很 窄 的 过 滤器 , 即 FCiw) 在 不 大 的 w 值 以 后 就 很 快 地 趋 于 零 , 那 么 由 噪声 产生 的 误差 
将 是 很 小 的 ， 但 由 于 过 滤器 实际 性 能 和 理想 福 能 差异 很 大 因而 信号 本 身 产生 的 均 方 误差 
较 大 ,总 的 均 方 误差 仍然 较 大 ， 从 这 里 可 以 看 出 ,如 果 过 滤器 的 设计 准则 是 使 均 方 误差 最 
小 ,那么 应 该 选择 一 个 适当 的 过 滤器 ， 它 的 通 频带 既 不 太 宽 , 又 和 理想 特性 差异 不 太 大 。 
我 们 将 在 下 面 几 节 中 讨论 这 种 过 滤器 的 设计 
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如 果 信 号 和 噪声 的 统计 特性 和 理想 传递 函数 FXKs) 已 益 给 定 ， 那 么 式 (15.1-14) 的 
均 方 误差 中 只 有 过 恋 器 的 传递 函数 F(s) 是 没有 确定 的 .设计 使 均 方 误差 最 小 的 最 优 过 
滤器 的 一 种 方法 就 是 先 假定 过 滤器 的 传递 函数 F(s) 取 某 种 合适 的 形式 ,但 是 含有 某 些 待 
定 的 参数 ， 于 是 均 方 误 差 就 是 这 些 待定 参数 的 某 个 确定 函数 ， 最 后 再 根据 均 方 误差 最 小 
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的 要 求 来 确定 这 些 参数 的 最 优 值 。 最 优 过 滤器 的 设计 问题 就 化 成 一 个 求 已 知 函 数 的 极 值 
问题， 菲利普 斯 (Phillips》 假 设 最 优 过 滤器 的 传递 函数 F(s) 是 * 的 有 理 分 式 , 解决 了 这 
种 最 优 过 滤器 的 设计 问题 中 。 这 的 确 是 很 自然 的 一 种 选择 方法 ， 因为 我 们 知道 线性 常 系 
数 系统 的 传递 函数 就 是 :的 有 理 分 式 ， 

由 于 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密度 Ф(о) 75 Ф(о) == Со) (— іо) 的 形式 ,其 中 
(оо) 也 是 го 的 有 理 分 式 , 它 的 极点 和 零点 都 在 复 平 面 w 的 上 半 平 面 。 既然 FG) 是 稳 
定 的 ，F(iw) 的 极点 都 在 复 平面 e 的 上 半 平 面 , 根据 式 (15.1~14), 均 方 误差 ЕЁ 总 可 表 
示 为 


工人 „(о) - 
Е? == — абе аы, (152-1) 
其 中 2,00) 和 е, (о) ПАВЕЛ, 
А.(о) = ако" 十 ву0" + + а, `  (15.2-2) 
ово) = Бро"? 十 Бра" +. + В, | (15.2-3) 
而 且 4, (о) 的 零点 全 在 复 平 面 w 的 上 半 平 面 ， 
我 们 令 
| 1 -. - 
„= 2 кі | 8и 2)“ (152-4) 
ВАЗЕ х 


-. Ег == xils. | 
I, 与 各 系数 4 #1， В, ЖЖ ВИ 5.2-1. ВЧ, 在 这 种 假设 下 我 们 求 出 了 均 方 误差 Е? 
的 表达 式 , 它 是 某 些 待定 参数 的 函数 。 这样 ， а 
НЕВЕ. 


表 5.2-1 9548. 5 2.) 和 А) 趟 内 庄 系 数 的 关系 


bo 
ь=- 2 ва, > 


416, 
一 а, + аф. 一 Ст 


7. 
з=: ууч етдин а.а.) 


Е 


боС— ааа + 2243) 一 адазёі + ада, + (аза 一 аа.) 


А . 249(@093 + 24а. 一 сии И 
а Ms ` 
= 72А; ао,” 


5 


М, == po( 一 aoaies Ч азаћ + ада; 一 азаза,) + г азау + аза) 
+ 2,6. (воз — ауа) 十 Ao айу — вла, ) | 


„ара 4 
+—- (=. воле, 4 ауа 十 ва. 一 4,403), 
5 


А, = 2441 一 2аъа.аза; 一 аъазаза: + аоада + аА + азаҙа; 一 412020304。 
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在 上 一 节 中 ,最 小 均 方 误差 是 在 过 滤器 的 传递 函数 F(s) 的 形式 已 给 定 的 情况 下 求 出 
的 ,在 一 般 情况 下 , 它 不 是 最 小 的 均 方 误差 . 现在 再 来 讨论 传递 函数 形式 未 知 并 以 淘 方 误 
差 最 小 为 准则 的 最 优 过 证 问题 。 

先 从 随机 序列 的 纯 预 测 这 样 一 个 具体 例子 开始 。 假定 预测 器 的 输入 只 有 有 用 信 呈 而 
没有 噪声 。 有 用 信号 是 一 个 随机 序列 ЕГ], 我 们 以 后 简 记 为 Rkt。 对 每 一 个 任意 给 定 的 
时 刻 п, 我 们 要 求 根 据 信号 在 a 时 刻 以 前 有 限 个 或 无 限 个 时 刻 的 值 Fi1，Fi-2,***， 
Руа» "7 来 预测 以 后 某 个 时 刻 , 例如 Аы 时 刻 的 有 用 信号 Pt+ry 1 20. 用 此 预测 值 作为 
预测 器 的 输出 Yi, 也 就 是 预测 器 在 и 时 刻 的 输出 У 是 输入 Ера, Рё, ***, Еа," 
等 的 函数 


У = 2(Рьа, Ека, °°, Ри, "**). (15.3-1) 
8 叫做 纯 预 测 函 数 . 预测 器 输出 У, И Е а 之 差 叫 做 预测 误差 
Еу Ем YR, (15. 3-2) 


它 也 是 个 随机 序列 . 如 果 选 择 这 样 的 纯 预 测 函 数 有 使 预测 的 均 方 误差 在 任何 时 刻 太 都 
最 小 , 即 
(Ё,) = (Еьы 一 Ў.) = тів (Рун — У), (15.3-3) 
则 这 个 预 调 器 叫做 最 优 预 测 器 ,这 时 У, 叫做 Fn 的 最 优 预测 ,8 ИАН. 当 
给 预测 器 输入 随机 序列 Е, 的 某 一 个 现实 大 时 , 它 的 输出 序列 Yk ВЫ у 
ук == ль аа 8н ***). 
чизя, 由 最 优 预 测 函数 8 确定 的 最 优 输出 ў, 是 随机 变量 Рун 在 Ет э = 1, 
… 取 值 -条 件 下 的 条 件数 学 期 望 , 也 就 是 
Ba ель о) = Ен] Fon а оа 1, 2,55}, (15.3-4) 
事实 上 ,如 果 随 机 序列 Fi 的 联合 概率 密度 存在 , 均 方 误差 ЕЗ 可 表示 为 
Е} 一 |} ， Ха — у (ы, А-а, 5") наҺааҺ-а **, (15.3-5) 
根据 册 叶 斯 定理 ,概率 密度 函数 是 | 
ш (ўач, л» аа) = Шен ао) Оа, fr-29"° *), (15.3-6) 


Е} = |- : -人 [ыы — Уи -2 Эа} 
(а Аа)" 
现在 考虑 大 括号 内 的 积分 , 因 y4 只 是 В, а, , тЫ Ден 无 关 , 所 以 
[бы — уфы -ob а-а 
= — 2 Рана, fea] + [я [fas А-а» дайы 
= (ук ГЕ Аа ПР ОСЕ кні, а, 1 
+ [аис ћ-2, `` анн. (15.3-7) 
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要 使 均 广 误差 下 最 小 就 要 使 式 《15,3-7) 这 个 正 值 取 最 小 值 ， 式 (15.3-7) 中 只 有 第 一 
项 与 yx 有 关 , 因 此 就 得 出 式 (15.3-4)， 

如 果 随 机 序列 Е, 是 高 斯 分 布 的 ,那么 Fi 的 条 件 概率 分 布 也 是 高 斯 型 的 ,此 时 Fi 
的 条 件数 学 期 望 同 时 又 是 它 的 众 数 (在 此 值 条 件 概率 密度 函数 取 极 大 值 ) ,中 值 (概率 密度 
函数 的 中 心 点 ) 和 平方 均值 , 因此 用 它 来 作 Ен 的 最 优 预 测 是 最 为 恰当 的 .如 果 随 机 序 
列 Fi 不 是 高 斯 分 布 的 ， 那么 选择 条 件数 学 期 望 作为 Ен 的 最 优 预测 就 没有 什么 明显 理 
.由 。 

当 随 机 序列 Р, 是 高 斯 分 布 时 ， 最 优 预 测 函 数 8 一 定 是 线性 函数 。 因为 概率 密度 函 
数 的 形式 为 


«(ен Аа, ао ) = сә»{-1) 114), Р 9 ЭА+НЬА-1,А—2, 5 
2,4 


фор, 都 是 常数 ， 随 机 变量 Ро 的 条 件 概率 密度 函数 的 形式 为 
wf fe 办- 一 aexp{— раан + 2%! Бан.) }. 


ca Ёр, ко 是 常数 , 它 是 一 维 高 斯 分 布 ,条 件数 学 期 望 与 р, п 一 1，2,… 成 线性 关 
系 , 而 最 优 预测 就 是 Fn 的 条 件数 学 期 望 , 所 以 上 是 线性 函数 ， 当 随机 序列 不 是 高 斯 分 
布 时 ,最 优 预测 函数 不 一 定 是 线性 函数 .在 实际 情况 下 ,我 们 所 遇 到 的 随机 函数 常常 是 高 
斯 分 布 或 近 于 高 斯 分 布 的 ,因此 通常 只 限于 求 最 优 线性 预测 . 

能 够 完全 实现 准确 预测 的 序列 称 为 奇异 序列 , 这 时 EE == 0。 例 如 , 由 有 限 个 具有 互 
不 相关 的 随机 振幅 与 随机 相位 的 简 谐 振动 之 和 组 成 的 平稳 随机 序列 信号 可 以 做 到 预测 的 
均 方 误差 等 于 零 ， 即 知道 了 序列 在 过 去 某 些 时 刻 上 的 值 就 能 以 等 于 1 的 概率 去 确定 它 在 
以 后 任 一 时 刻 上 的 值 .但 是 一 般 说 来 ,实际 上 常 遇 到 的 随机 序列 都 不 是 奇异 的 ,因此 即使 
是 最 优 预测 也 仍然 有 误差 ， 

一 般 来 说 ,最 优 预 测 函 数 8 是 与 时 向 有 关 的 。 当 随机 序列 是 平稳 的 ,而 且 预 测 器 的 输 
入 是 坟 以 前 无 限时 刻 开始 的 ， 那 么 最 优 预 测 函 数 8 与 时 间 无 关 . 

现在 来 讨论 随机 序列 的 一 般 最 优 过 滤 问 题 。 假定 过 滤器 的 输入 是 观测 值 Хь, РЕ 
т ЕВЕР, н о 维 有 用 信号 随机 序列 上 和 普 维 噪声 随机 序列 М, 组 成 ， 

Х, = С.Е, + М,, (15.38 

其 中 Ci 是 т Х sw 阶 非 随机 矩阵, 它 是 下 标的 函数 、 过 滤器 的 理想 输出 У, 是 FF 本身 
或 所 某 个 已 知 的 线性 函数 。 如 果 Р, 的 统计 特性 已 知 , 那么 i 的 统计 特性 也 可 知道 . 
现在 要 根据 坟 时 刻 以 前 N 个 时 刻 的 观测 值 Хь, п 一 1, 2,…, М, 来 确定 过 滤器 的 输 
出 У, СЕ У, КАНЕ, | 


У, = СХ, Ki Ky], (15.3-9) 
其 中 入 是 正 整 数 ,可 以 趋 于 无 穷 大 、 过 滤器 G 的 输出 误差 如 :是 实际 输出 与 理想 输出 之 差 
Е, = Vit — Yi, . (15.3-10) 
它 也 是 一 个 # 维 随机 序列 、 如 果 过 滤器 G 使 输出 误差 的 均 方 什 
ЕЕ, == (You— УС, = ү) (15.3-11) 


最 小 , 那么 这 样 的 过 证 器 就 叫做 最 优 过 滤器 。C 叫 最 优 过 滤 函 数 。 当 一 ”一 1, 则 Fa 
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№, Хь, Уц, У, 都 是 随机 变量 序列 ， 如 果 又 有 Ck 一 1, М, = 0, У == Ран, 12 0, 这 
就 成 为 我 们 上 面 提 到 的 随机 信号 Fi 的 纯 预 测 问题 。 如 果 Nt 关 0， 则 是 一 般 的 预测 问 
题 。 如 果 С 一 1, М, = 0, Yu = Ра, 1 2 0, 则 是 随机 信号 的 平滑 问题 。 当 т = п = 
1，Ck 一 1， 和 Yu 一 Fi 时 , 就 是 纯 过 滤 问 题 。 在 观测 值 中 包含 有 随机 噪声 对, 一般 说 
来 ,即使 最 优 的 过 滤器 仍 存在 大 于 零 的 极限 均 方 误差 ,这 主要 是 因为 噪声 的 功率 谱 密 度 和 
有 用 信号 的 功率 谱 密 度 有 又 接 的 部 分 ， 而 过 滤器 相当 于 一 个 对 于 不 同 频 率 有 不 同 通 过 能 
力 的 涨 波 器 。 对 于 这 部 分 琶 接 频率 , 分 不 清 观 测 值 中 哪些 属于 有 用 信号 , 哪些 属于 噪声 ， 
所 以 不 可 能 把 曲 声 过 滤 掉 而 又 同时 使 有 用 信号 完全 通过 ， 因 此 就 不 可 避免 产生 过 滤 的 误 
差 .如 果 随 机 噪声 是 饭 色 哄 声 , 它 的 功率 谱 密度 是 个 常数 ,那么 即便 是 最 优 过 浅 , 输 出 的 均 
方 误 差 也 不 可 能 等 于 零 . 

在 随机 序列 的 一 般 最 优 过 证 问题 中 , 可 以 证 明 , 在 观测 值 已 给 定 为 Xi 时, Я 
器 的 输出 ў 是 理想 输出 Yi 的 条 件数 学 期 望 。 如 果 在 要 求 过 滤 均 方 误差 ЕЕ, 最 小 的 
同时 , 还 要 求 过 滤器 必须 是 线性 的 , Бр G 必 须 是 线性 沙 数 ,那么 实现 这 种 要 求 的 过 滤器 叫 
做 最 优 线 性 过 滤器 ，G 叫做 最 优 线性 过 滤 函 数 .通常 我 们 要 求 的 最 优 过 滤器 就 是 求 最 优 
线 福 过 滤器 ,因为 如 果 有 用 信号 和 噪声 是 高 斯 分 布 时 , 求 得 的 最 优 线性 过 滤器 是 一 切 过 泪 
露 中 最 好 的 ,不 可 能 再 有 其 它 的 过 滤器 使 过 滤 的 均 方 误差 更 小 。 

对 于 随机 过 程 来 说 ， 一 般 的 最 优 过 滤 问 题 的 提 法 和 随机 序列 的 过 滤 间 题 相 类 似 。 这 
时 过 滤器 的 输入 即 观测 值 Х(г) 是 m 维 随机 过 程 ， 它 由 ” 维 有 用 信号 随机 过 程 F(z) 和 m 
维 噪声 随机 过 程 组 合 而 成 

XC) = СФЕО) + Ме), (15.3-12) 
其 中 CQ) 是 m x+* 阶 非 随机 的 函数 年 阵 。 过 滤器 的 理想 输出 У) 是 对 有 用 信号 РО) 
进行 某 种 已 知 的 线性 运算 的 结果 。 过 滤器 的 实际 输出 У) (与 УР 维 数 相同 ) 是 对 输入 
Хо 进行 物理 土 能 实现 的 运算 的 结果 .过滤 误差 Е 就 是 理想 输出 И) 与 实际 输出 
У) 之 差 , 它 也 是 о 维 随 机 过 程 , | 

ЕС) = 0) — YO). (15.3-13) 
使 均 方 误差 Е'ФЕ() 最 小 的 过 滤器 就 是 最 优 过 滤器 。 和 随机 序列 的 情况 一 样 ， 在 观 
测 值 Хо 是 某 一 个 现实 хо) 时 , 最 优 过 滤器 的 输出 У) 是 理想 输出 УС) 的 条 件数 学 
期 望 。 当 信号 F(z) 和 噪声 МС) 是 联合 高 斯 分 布 时 ， 最 优 线性 过 滤器 是 一 切 过 滤器 中 均 
方 误差 ЕЕ 最 小 的 . 

ШЖ т = =1, ВА ЕС), М), ХО), У:@), УФ 都 是 纯 量 随机 过 程 . 此 时 
Yi(z) = F(z + о), 根据 o 分 别 为 大 于 零 , 等 于 零 或 小 于 零 ， 便 可 得 到 随机 信号 F(z) 的 
预测 ,过 滤 或 平滑 问题 

тал, 我 们 就 来 讨论 各 种 类 型 观测 值 时 以 均 方 误差 最 小 为 准则 的 一 般 最 优 过 滤 
间 题 ， | 
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设计 最 忱 线性 过 滤器 的 一 种 有 效 方法 是 柯 尔 莫 果 洛 夫 《Konmoropo8) 理论 和 维 纳 
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《Wiener) 理论 。 这 两 种 理论 的 实质 和 结果 是 相同 的 , 但 是 处 理 方法 各 有 特点 。 由 于 柯 尔 
莫 果 洛 夫 理 论 有 很 好 的 几何 直观 性 ， 利 用 和 项 尔 伯 特 空间 的 几何 原理 使 过 滤 问 题 十 分 清晰 
而 严密 ,所 以 先 介 绍 这 一 理论 。 我们 在 这 里 只 讨论 一 维 的 实 随机 序列 ， 
假设 过 滤器 (以 后 也 称 为 系统 ) 的 输入 是 观测 随机 序列 | 

| Ху = Е, -- №, Аж... — 2, — 1,0, +1, +2, .-. (15.4-1) 
其 中 有 用 信号 Е, 和 噪声 N* 是 平稳 相关 的 数学 期 望 为 零 , 方差 有 界 的 平稳 随机 序列 ,所 有 
的 相关 函数 都 为 已 知 ， 假 定 系统 的 理想 输出 了 是 有 用 信号 Е, 的 已 知 线性 函数 , 它 的 数 
学 期 望 也 为 零 ,方差 也 有 界 , 它 的 相关 函数 以 及 它 与 输入 的 互相 关 函 数 也 为 已 知 。 我 们 先 
假定 系统 的 实际 输出 Y 是 г ВАДАТ е 个 时 刻 的 输入 的 线性 组 合 : 


Yh ака 十 ака 十 … А а Х (15.4-2) 
输出 误差 是 .| 
Ер У — Yi <. (5.4-3) 
最 优 线性 过 滤 问 题 就 是 选择 系数 бы, 1 == 1, 2,.…', п, 使 最 优 输出 
Ук = BXit 80X2 + 5 + 8ьХ» (15.4-4) 
保证 均 方 误差 ЁД 达到 最 小 . 


为 此 把 随机 序列 Хы, А = е, 一 1,0, 十 1,.… 看 作 是 随机 变量 空间 Н, 中 的 一 个 
序列 ,每 一 个 Xi 都 是 希 尔 伯 特 空间 Ну 中 的 元 . 当 осы, і = 1, 2,555, п 取 各 种 不 同 值 时 ， 
所 有 由 式 (15.4-2) 确定 的 了 在 所 中 构成 一 个 子 空间 及 。H 是 无 穷 维 的 ,而 Hx 却 是 
有 穷 维 的 ,其 维 数 不 超 过 n。 于 空间 Hx 中 每 个 元 都 可 以 表示 为 式 (15.4-2) 的 形式 , 如 果 
Хи, Ха, -**, Ха 线性 不 相关 ， 子 空间 Hx Е}, 那么 系数 аа, 24,*…* ,ats 是 唯 
一 的 .既然 理想 输出 Yu 是 有 用 信号 Fu 的 线性 函数 ， 可 以 认为 它 也 是 随机 变量 空间 А, 
中 的 一 个 元 。 输 出 误差 EL 是 Н, 中 由 Yw 到 子 空间 Hx 中 某 个 元 的 差 向 量 ， 它 的 数学 期 
望 等 于 零 , 均 方 误差 就 是 EF4 的 范 数 的 平方 因此 ,要 均 方 误差 最 小 , 必须 而 且 只 须 В, 是 
Ук 到 子 空间 如 x 的 垂 线 ,最 优 输 出 Ў, 是 Yu 在 子 空间 Hx 的 直 交 投影 ,而 Ё. 与 Hx 直 交 
因此 ， Ё, 与 Х.т, Хы, ***, Хе 的 内 积分 别 等 于 零 。 这 样 就 可 得 到 下 列 п 个 方程 式 : 


(к, Xe) m0, i 1,2,..*,n, (15.4-5) 
:展开 后 得 到 线性 方程 组 | | 
(Уц, Хк) == (Ха, Ха) ды (Хы, Ха) + 十 ды (Хн, Ха), 
== 1,2, 7 (15.4-6) 


НЕХ, Хао, 5, Хь, 线性 不 相关 ,就 可 得 到 2 B84-2，*"* ,Bn 的 唯一 解 
(У, Хь), (Хы, Ха), "(Ха-а Ха-а) 
(У. Хы), (Ха, Хе», .. “Xn Xt-2) 


(Хь, Хаа 
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《Ke Хаа), (Хк, Хаа), (Ха, Ха) 
«Хиль Хва), «Ха-а, Ха-а), "Хав, Ха-а) 


(Ха, Хь), Хаа, Ха-а), ** Ха-а, Ха-а) 
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如 果 把 X41, Хр, -**, Хы, 看 作 是 一 个 = 维 随机 列 向 量 天 的 诸 分 量 
х = (Ха, Хы, ** "„Хь»), | 
那么 | 
| ды Увы XD Вы, 21,20,05, (154-7) 
其 中 |3% | 是 方差 阵 3% 的 行列 式 ,|3% 1 是 方差 阵 Уа 的 第 i 行 第 i 列 元 素 的 代数 余子 
式 ,因此 最 优 输 出 是 
Ў, == РЕНХ)Уц 一 > (> (Ув, Хы) mL) Хы = Куху Х, (15 4-8) 
其 中 PCHx) 是 向 Hx 子 空间 的 直 交 投影 算 子 。 由 于 Yu 和 Xi 是 平稳 的 ,因此 求 得 的 系数 
й, і 1, 2,555, ә 和 Куох БАХ. ВУ УР 
差 为 —__ | 
| ЁЗ == (У 一 EAIXA-1 一 BX 一 -一 Хи 


一 0] 一 > У 88х11 — т] 


=1 m=1 


== 0%, 一 > > 8,2371 — т] 


一 0%, (15.4-9) 
它 与 无 关 . мх, 1, Ка . Хь, 线性 相关 时 ， 子 空间 Hx 的 维 数 小 于 x， 可 以 确定 
无 穷 多 组 最 优 系数 1, 2 ，2。， 但 无 论 取 哪 一 组 最 优 系数 ， 得 到 的 输出 都 是 最 优 的 , Н. 
最 小 均 方 误差 是 同一 个 л 值 . . 
当 理 想 输出 Ув = == Р. №, 最 小 均 方 误差 是 

ава 9 Ў Ў ааа (15.4-10) 


Г =1 т= 1 


要 噪声 хелай, ВР ов == 0, Д Раг 包含 在 子 空间 Hx 中 ， 此 时 称 噪声 Ni 为 有 用 
信号 F: 的 从 属 序列 ， 在 一 般 技 术 问题 中 从 属 序 列 不 存在 ,所 以 最 优 过 滤器 的 均 方 误差 是 
不 可 能 等 于 零 的 ， 当 Fi 和 Ne 都 是 高 斯 分 布 时 ， 最 优 线性 过 滤器 的 съ 就 是 最 小 的 均 方 
误差 ,不 可 能 再 加 以 改善 . 

在 上 面 的 讨论 中 ,系统 的 输出 只 与 有 限 个 时 刻 的 观测 值 有 关 ， 故 求 得 的 最 优 系统 称 为 
有 限 记 忆 的 。 当 е 趋 于 无 穷 大 , 即 输出 与 么 以 前 所 有 时 刻 的 观测 值 有 关 时 ， 则 系统 称 为 
帮 限 记忆 的 ,这 时 系统 输出 是 无 限 个 输入 值 线性 组 合 的 均 方 极限 

YX 


== У аХь, (15.4-11) 
1=1 


КИН ЛЕЕВ № У, 故 Yh 的 方差 应 是 有 界 的 . 当 а, 
ao -…，w，… 取 各 种 不 同 的 数值 并 使 无 穷 级 数 式 (15.4-11) 均 方 收 伍 时 ,所 有 可 能 的 Yt 
及 其 志方 极限 在 数学 期 望 为 零 ,方差 有 界 的 随机 变量 空间 н, ( 希 尔 伯 特 空间 ) 中 构成 一 个 
子 空间 Hx, 它 一 般 是 无 穷 维 的 .同样 ,最 优 过 滤器 的 设计 问题 ,就 是 要 找 一 组 有 无 限 个 数 
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的 数列 Bl aa °’. 4,, °› 它 使 得 最 优 输出 


Ў, = Ха АХЫ А ,Х Б У ах (15.4-12) 
ТЕТ 


达到 均 方 误差 В УК. & (154-12) 中 右边 无 穷 级 数 是 均 方 收敛 于 Ў, 的， 例如 ， 当 
ЊУ < oo 时 , 式 (15.4-12) 的 右 端 表 定 是 均 方 收敛 的 。 
根据 前 述 原理 ,这 组 А, 名， ，, 中，.… 必须 满足 无 限 个 线性 联 立方 各 
И 一 У) orx[ — т] 0, 151,2, 2 (15.4-13) 
НОЖЕН РОКИ 了 
利用 平稳 随机 序列 相关 函数 与 功率 谱 密度 的 关系 | 


r[k] = + р. Pw) ето, (15.4-14) 
т 


Ф(о) = 1 У) [6 Је (15.4-15) 
x к, 
就 可 以 把 方程 组 (15.4-13) 写成 


Г. ст Фф, (о) 一 站 (io)gx(o)jdo = 0, 1 1, 2,555, п, 8, (15.4-16) 
| Fr*(iw) 一 > Be бетт, 1 (15.4-17) 
Pr(iw) 就 是 过 滤器 在 采样 周期 为 тн. 由 于 要 求 系统 应 该 是 稳定 的 , 因 
此 式 (15.4-17) 的 右边 级 数 > йе 应 一 致 收敛 ， НАНЕС ЗВОН 


# Ро) 应 满足 方程 (15.4- -16). 

我 们 令 | : 
С*(10) = (Ф; x(o) — В*(ю)Фх( в) |. (54-18) 
由 于 Ф, «(о), Фх(0) 和 上 *(iw) ВХ 22/0 о КОВА, ЭД Сте) 可 以 展 为 
无 穷 传 里 叶 级 数 . 根据 方程 (15.4-16)》 和 优 里 叶 级 数 的 正 交 性 


г. чт ет 0, 1 = "5 
< о т { я (15.4-19) 
我 们 可 以 得 出 结论 : G*(iw) Я АЖ 

G*(iw) = рз cme tiomT, (15.4-20) 
由 于 过 滤器 是 稳定 的 ， Br(iw) 恒 为 有 界 ， 所 以 最 优 输 出 的 广 尖 为 


ды = -+ о) Ф, (о)до < oo。 (15.4-21) 
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因此 ,最 优 线性 过 滤器 的 采样 频率 特性 Ёо) 应 满足 下 面 两 个 条 件 : 
(в) PB*(iw) = >; а„е7^®"Т, 


(0) Сео) = 19,300) — Ёо) gx(o)] = Ў) сент, 


这 时 理想 输出 与 实际 输出 之 间 的 最 小 均 方 误差 (也 就 是 方差 ) 为 
д1 Р Е 
= оз — >. Г. [FP*(Ciw) POx(w)dw, | (15.4-22) 
在 通常 的 情况 下 , 随机 序列 的 功率 谱 密 度 Фу х(0) #1 Ф (о) 常 可 写成 7 的 有 理 函 
数 。 在 引进 复 变数 > 一 ет), Фх(10) 就 是 复 变 有 理 函 数 gx(z) 在 单位 圆周 = 一 ст 
上 的 值 。 这 时 


3 за. | (15.4-23) 
Ee) 一 [ix(a) — ЁО) фа) Зент, (15.4-24) 


由 于 决定 E*(iw) 的 级 数 是 一 致 收敛 的 , 故 式 (154-23) 在 单位 圆周 ст == 上 是 收敛 
№. В (15.4-23) 还 可 以 看 出 (zx) 当 1z| 趋 于 无 穷 大 时 趋 于 零 。 同 时 G*(iw) 也 是 一 
致 收敛 的 , 故 式 (15.4-24) 在 单位 圆周 e*7 一 > 上 也 是 收敛 的 . 最 后 我 们 得 出 在 Ф(=) 为 
复 变数 = 的 有 理 函数 时 最 优 线性 过 让 器 的 采样 传递 函数 Ро) 应 满足 下 面 三 个 条 件 : 
(1) 多 (Cz) 在 平面 的 单位 园 上 和 单位 圆 外 , 即 |jz| > 1 时, 无极 点. 
(2) Ё(оо) 一 0. 
(3). б(=) = [Фу (а) 一 名 (xz)5x(z)] 在 = 平面 的 单位 贺 上 和 单位 较 内 , 即 jz| < 
1， 无 极点 . 
根据 这 些 最 优 条 件 ,在 很 多 情况 下 可 以 求 出 最 优 线性 过 滤器 的 解析 表达 式 . 
例 1 假定 在 过 泪 器 的 输入 作用 中 , 有 用 信和 号 与 噪声 都 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 
序列 ,它们 之 间 是 互 不 相关 的 ,它们 的 相关 函数 分 别 是 
rp[R] = се", ас 0, 
сз & = 0, 
rn[k] 一 | 0, kx 0, 
现在 要 求 构造 最 优 线性 纯 过 滤器 , 即 Ул = Е. ПЖ түүхэ 7х 和 ТУ, 9 
ry,x[*] — ту [К] 一 < — 1], 
ғх[4] == ғ] + н], 
гу, [А] == ТЕК]. 
然后 再 根据 公式 (15.4-15) 求 出 所 需 的 各 种 功率 谱 密度 


уат а-а) 
ФЕ ) ж (сет —_ а)(е 7 _ а) э 
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gxw(o) = ат, 


op ST (er — Бесит —b) 
Dxr(ew) = 0-00) + Ф.(о) Б (сот 一 уфт: 一 а) › 
Фу х(о) == CivTD (о), 
其 中 
а == е7°ї, |.| <, | 
без =з пса, СЇ —— Ё?) = (су Не) — а), || < 1,2 0, 


作 变 换 ет = з 后 ,得 到 


Е 4 一 а7 (1—0); 
一 26)(2 一 C3 
| By х(2) 一 я Фь( =). 
这 时 
Ez) = Ф, (в) 一 (а) (о) 
2 ЁО)В( – Ы) в) 181<1, 
Я — 22) (= — а) > lal <1. 


由 于 要 满足 最 优 条 件 (1) 和 (37), В С) 不 能 有 模 大 于 或 等 于 1 的 极点 ， .G(s) 不 能 有 
模 小 于 或 等 于 1 的 极点 ,因此 РО) 的 极点 只 有 可 能 在 5 点， 
cs 一 2, 


其 中 6(2) 为 x 的 整 函数 , 它 在 整个 平面 上 无 极点 ; 同时 СС) 的 分 于 在 : z 呈 4 点 上 一 
定 要 等 于 零 , 即 
A— В(1-— Ба)(а —– Б) (а) = А — BC1- 一 -aq == 0. 
由 此 得 到 
(а) = б 
5) Fa) 

再 根据 最 优 条 件 (2 ”)，(co) 一 0， 所 以 -6(z) 应 是 常数 

%(2) = = const, 

: B(l — аё) 

这 样 就 求 出 了 . 
名 . 4 
Рб) Blz — В ~ а) ? 
它 可 以 展开 成 z КЖ 
A рт-А 


ВС) = ва — 26) 之 Е 
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因此 最 优 线性 过 滤器 的 采样 频率 特性 为 


о) ПЕ ЧИН ПНВ И 
РС) вО 2) (2 6) 7 ва) 22° | | 
最 优 输出 为 


ү, = ва. ая" Ха 
这 时 ,最 小 的 均 方 误差 为 
1 (7 ры 
оз, = +101 — | [Ё сш) РФ, (о)до 


т 42 1 
—=В(1 — ab) ет 一 人 йо 
А 
а | ва = zl 
如 果 要 求 输出 У, 是 输入 ХА, Хаа, Хамо" 的 溯 数 ,而 理想 的 输出 定 为 Yu 一 Fi， 
那么 就 相当 于 把 上 述 系 统 的 输出 提前 一 个 采样 周期 ,这 时 最 优 输出 多 为 
= за — 46) = У Ха 
最 优 线 性 过 滤器 的 采样 频率 特性 为 
жү: == а е тт = 4 — 
Ро) Ва = а. > р ВО ав) erp | 
例 2， 假 设 已 知 观 测 随 机 序列 X = Е, 十 Nk 在 所 有 采样 时 刻 的 值 ， 而 且 有 用 信号 
Е, 1885 №, 都 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 序列 ， 它 们 之 间 是 互 不 相关 的 。 现在 要 寻求 
用 观测 序列 在 所 有 时 记 取 值 的 线性 函数 来 估计 有 用 信号 产生 的 均 方 误差 的 最 小 值 . 于 
是 ， 系统 的 理想 输出 为 Ук = Е,, 实际 输出 У, 是 所 有 Х,, К = 2, 一 1， 0， 1, 
2, 的 线性 函数 


= 101-2) 


ет 


7 


У, = У amX ить 


同样 ,为 了 求 出 最 小 的 均 方 误差 必须 先 寻 找 函数 
PF*(iw) > йет, 
并 使 
(антра) 一 Pro)ex(o)jo 一 0， Го, 2, 1,0, 1, 2 
这 说 明 函 数 G*(iw) 一 Bpx(w) 一 F* (5), (о) 的 所 有 传 里 时 系数 都 等 于 零 ,因此 
Gr(io) = Orx(o) — Ё*(іо)Ф, (а) 一 0. 
这 样 就 可 求 出 


*(1‹0) = Orx(o) _ Ф-(о) 
о тра) ™ еба) 
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因此 最 小 的 均 方 误差 为 
оз = 1.10] 1, Ано) 0, Со) бо 


- 5 " о) — | Ё*(1о) |2Ф,(0)14%0 
二 | ФК) — бо) о,ө) 


1 р ge(o)[gx(o) — Фе] |, 
2) Ф, (о) 
由 于 Fi БМ, ЕЖА, Ф, (0) = Ф(0) + Ф, (о), 所 以 
1 (7 F(w )Ф, (о 
= 21, о бе, 
Нат аро оН АМЕ н ИВ ТН УА 
声 的 功率 谱 密度 不 互相 覆盖 , 即 Ф.о): gw(o) = 0 时 才能 把 噪声 完全 过 滤 挤 . 


”15.5 ”平稳 随机 过 程 的 最 优 线性 过 小 叫 罗 | 
现在 来 讨论 平稳 随机 过 程 的 最 优 过 滤 问 题 ， 这 时 要 求 设计 的 系统 将 是 线性 常 系数 连 


' 续 系统 .假定 观测 值 ХО) 是 有 用 信号 F(z) 和 噪声 W(a 的 又 加 : 
X(t) = ЕС) + МО), о (15.5-1) 


F(z) 和 N(z) 都 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 ,它们 之 间 是 平稳 相关 的 , 它们 的 相关 函 


数 都 已 给 定 , 设 系统 的 理想 输出 YQ(z) 是 输入 有 用 信号 F(z) 的 已 知 线性 变换 :. 
У,(2) = -| hi(oO Fl 一 5)dc， о. (15.5-2) 


其 中 (2) 是 定义 于 (一 0 , co) 上 的 某 一 给 定 的 绝对 可 积 函 数 或 是 о 函数 及 其 高 阶 导数 ， 
并 且 满 足 条 件 i | Е | 


Г. [ноды д), (а) Re — дааа < оо, | (15.5-3) 
系统 的 输出 УС) 是 г 时 刻 以 前 所 有 观测 值 X(: — о), с > 0 的 线性 变换 : 
У( = [кожа 一 IO)dr; - | (15.5-4) 


АС) 就 是 系统 的 脉冲 响应 函数 , 它 应 满足 下 列 三 个 条 件 : 
(1) 当 ， <0 时 h(2) 一 0. 


о) (нае < oo 或 是 5 函数 及 其 高 阶 导 数 ， 


(3) | [во Rx — р) аа’ < оо, 
这 时 系统 显然 是 稳定 的 ,传递 函数 Е 
F() = | (гед 
的 极点 全 在 左 半 5 半 面 上 .从 等 式 (15.5-2) 和 (15. 5-4) 中 可 以 看 出 Y(z) 与 Yi(z) 都 是 
数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 , 它 们 都 与 X(z) 平稳 相关 ， 现 在 要 在 所 有 满足 上 述 三 个 条 


MT .3 
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件 的 线性 系统 h(x) 中 寻找 最 优 的 线性 系统 АС) 使 得 过 滤 后 误差 已 (z) = УКР 一 了 (2) 的 
均 方 值 (也 就 是 方差 ) 取 最 小 值 


Ёр) = (Ү.(0) — Y= па (У) — У). (15.5-5) 


在 第 15.1 节 中 已 经 给 出 了 相应 于 脉冲 响应 函数 АСО) 的 均 方 误 差 E? 的 表示 式 
(15.1-8). 我 们 用 hz) = КР + вп) 表示 对 最 优 脉冲 响应 函数 hz) 的 变 分 ， 其 中 п) 
也 是 满足 上 述 三 个 条 件 的 任意 函数 , 8 是 任意 小 的 数 . 把 4Cz) 一 Cs) + en(z) 代入 方程 
(15.1-8) 后 ,不 难 求 出 均 方 误差 增 量 的 主要 部 份 为 


0 (7 err АСА) 一 KOI+ (о Ки 
— rweCo — wu) {hu) 一 AD)] + гк(о — ш) (и) }асди 
| en rae — Lo) — 80001 一 rc 一 人 La) 


— }(0)] + тубо — и) (0) + ryCo — и) Ка) }4о4и. (15.5-6) 
- 因为 Ко 是 最 优 的 ， 所 以 对 任意 ?Co) ,58 束 都 必须 等 于 零 ， 这 个 条 件 给 出 了 АО 应 满足 
的 方程 式 : 


[а н) + ноо 9) Аидан 


= Г р — и) + rv(o — и) + ги, (а — и) + rw(o — и) hu)du, 


由 于 
rp - Гм 一 Рр у 
和 
ГЕ тру + Тнв + гм = rx, 

所 以 20 应 满足 等 式 | о 

Г. rex(0 — и) (и)4и = Г < — «)}(и)ӣи, (15.5-7) 
方程 (15.5-7) 的 左边 正好 就 是 理想 输出 Y1(z) 与 观测 值 X(2 的 互相 关 函 数 ,所 以 

ry.x(0) = | xc 一 u) (маи. (15.5-8) 


О А-В (Норр 积分 方程 . 

维 纳 - 何 甫 方程 具有 明显 的 几何 意义 随机 过 程 ХС 一 т) 在 + > 0 时 的 所 有 的 值 都 
是 希 尔 伯 特 空间 н, 中 的 向 量 . 在 + 时 刻 所 有 可 能 的 线性 过 滤器 的 输出 Y( 及 其 均 方 极 
限 组 成 了 н, 中 的 子 空间 Hx， 它 一 般 是 无 穷 维 的 .理想 输 出 Y(z) 也 是 希 尔 伯 特 空间 
Н, 中 的 一 个 向 量 。 根据 希 尔 伯 特 空间 的 几何 原理 可 以 得 出 结论 均 方 误差 最 小 的 最 优 
线性 过 滤器 的 输出 УС) ЛЕНИЕ Yi(z) 在 子 空间 Hx 内 的 直 交 投影 , 差 向 量 

E() = Үз) — Ў() 
就 是 向 量 Yi(z) 到 子 空间 Hx ИЕ. 垂 线 应 与 子 空间 Hx 直 交 ， 即 与 子 空间 Hx 内 每 一 
个 向 量 直 交 , 因 此 Ў) 应 满足 方程 
(Ү(0) – 7), Ха- 0)) =0, 920. 
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根据 内 积 的 定义 有 
zyx(a) == ryx(g), 02 0, 

再 根据 线性 常 系数 系统 输出 与 输入 之 间 互 相关 函数 的 表示 式 、 即 可 得 到 式 (15.5~7). 

我 们 利用 平稳 随机 过 程 相关 消 数 的 谱 分 解 公式 

| | (о) = 1 人 -eco)eo， (15.5-9) 
就 可 以 把 方程 (15.5-8) 写成 

人 ”tenx(o) — Во)Ф (оао = 0,9020, (155-10) 

其 中 

| ВС) 一 [ели 


这 就 是 最 优 过 滤器 的 频率 特性 , 它 应 满足 方程 (15.5-10)， 
再 令 
| СС) = Фу х(ш) — Ё(о)Ф, (о). (15.5-11) 
如 果 G(io) 的 极点 都 在 复 平面 的 下 半 平 面 ,而 且 在 上 半 平 面 当 |w| 沿 某 一 射线 趋 于 无 
限时 它 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 1 / o , 那么 这 时 
| обода 一 -cdGo)zo = 0, с 22 0, 


П 上 式 中 闭路 积分 路 线 是 复 平面 。 上 实 轴 以 及 
包含 上 半 平面 的 一 个 封闭 半圆 (图 15.5-1)， 

:因为 积分 路 线 内 不 包含 eI“G(iw) 的 极点 ,所 
以 积分 等 于 零 . 由 于 过 滤器 的 三 个 限制 条 件 ， 

”因此 最 优 过 滤器 的 频率 特性 РСо) 的 极点 应 
在 上 半 w 平 面 ,并 且 积 分 …… 


1 г. Су РФ (шв) ды < оо, 


综 上 所 述 要求 的 最 优 线性 过 滤器 的 频率 特 
性 РС) 应 满足 下 面 三 个 条 件 : 

(1) (iw) 的 极点 都 在 上 半 ww 平面 ( 保 
| в 551 证 系统 稳定 )。 | 

(2) СС) = Фу (а) — Ё(іо)Ф, (о) 的 极点 都 在 下 半 Е, ЗЕЕ о ИВ, 
当 |o| — оо 时 , 它 的 减 小 速度 不 小 于 1/ w (保证 均 方 误差 最 小 )， 


(з) | Ро) рек (одва < oo (保证 输出 的 方差 有 界 )。 这 时 最 小 的 均 方 误差 是 


пр 000-2 |7 (Со) Фао), (15.5-12) 
如 果 | 
Еа) 一 | не, 
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那么 由 式 (15.5-2) 可 以 得 到 


Фу х() = Е.(іо)Фьх(о). (15.5-13) 
在 很 多 情况 下 Bx(w) 可 分 解 为 
gx(o) = (iv)F(—iw), (15.5-14) 


(іо) 是 零点 和 极点 都 在 上 半 о 平面 的 函数 , 例如 是 iw ПН. ЗЕЕ (15.5-13) 
和 (15.5-14) 代 入 等 式 (15.5-11) 后 可 以 得 到 
С(ію) = Fi(iw0)Drx(w) 一 Pliwo) FCGiw)(—ivo) 


ре о ВАСо)Фь(о) В, А К 
到 人 девке. ia) PCGio)wdio)|. (15.5-15) 
и 

Ба) бо) 2 Габа) (ә)] [Ровно І 


{+ 代表 它 的 极点 在 上 半 % 平 面 ,{ ]- 代 表 它 的 极点 在 下 半 о 平面 的 那 部 分 ,那么 


G(io) 一 亚 (一 io) re 


— jw Fi(ico)Drx(ewo) _ іо іо 
несов -or 
上 式 中 第 一 项 极点 都 在 下 半 % 平 面 ;第 二 项 前 面部 分 因子 的 极点 都 在 下 半 w 平 面 ,后 面部 
分 因子 的 极点 都 在 上 半 % 平 面 .。 因 此 , 第 二 项 的 极点 在 上 半 、 下 半 w 平 面 都 有 , 要 满足 最 
ИР (2) 中 前 一 部 分 必须 使 { Тя, 也 就 是 


110) Dex(w 
ЁСа) 一 去 [еее]. (15.5-17) 
可 以 看 出 由 式 (15.5-17) 得 出 的 ЕСо) 是 满足 最 优 和 条件 (1) 的 .方程 (15.5-17) 只 是 最 . 
优 线性 过 滤器 的 必要 条 件 , 它 还 应 满足 最 优 条 件 (2) 的 后 一 部 分 和 最 优 条 件 《37。 在 实 
БО Ф, (0), Фх(о0) 和 Pi(o) 稳定 时 这 些 最 优 条 件 总 是 可 以 满足 的 . 想 从 函数 
Е,(іо)Ф (о) С іо) 中 分 出 极点 在 上 半 ww 平 面 的 那 部 分 运算 , 也 可 以 用 解析 式 来 表 
ж. 实际 上 上 (io) 可 写成 下 列 解析 表达 式 : 


Pr . eios 1(iw)Brx(w) it 一 
. Bliw) pe а | Рок 。 0692 omg (155-18) 


用 w 平面 上 的 角 路 积分 方法 不 难 判断 这 个 积分 的 正确 性 ， 至 于 在 实际 计算 中 到 底 采 用 方 
程 (15.5-17) 还 是 (15.5-18)》 要 依据 不 同 的 具体 情况 来 决定 ,有 时 还 可 以 直接 利用 最 优 条 
件 (1), (2), (3)， 对 于 确定 的 加 (7?) 或 Е (го) 和 确定 的 各 种 功率 谱 密度 Ф, Ф,, Фан, 
Фу, 来 说 ,最 优 线 性 过 滤器 的 特性 就 完全 被 确定 了 . 

当 了 曝 声 不 存在 上 时， Фу Dey => Фур = 0, Pex == Ф, Ф,(о) = giv) іо). 如 
果 确 定理 想 输出 的 函数 Со) 除了 满足 以 上 条 件 外 并 在 :< 0 时 有 Cz) 一 0， 那 么 Fi(iw) 
的 极点 都 在 上 半 о 平面 。 这 时 根据 方程 (15.5-17) 就 有 РС) 一 Fi(iwm), EG() = 0, 这 
是 可 以 事先 想到 和 的， 如果 FiCiw) 的 极点 不 全 在 上 半 we 平面 ,那么 即使 没有 噪声 实际 的 最 
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优 线 性 过 滤器 的 频率 特性 Ё (го) 也 不 可 能 等 于 Fi(iw)、 这 时 误差 ЕО) 不 可 能 等 于 零 ， 
即 总 有 均 方 误差 存在 。 如 果 有 了 噪声 存在 的 话 ， 了 (iw) 将 不 等 于 Ро), 即使 最 好 的 过 滤 
器 也 不 可 能 完全 消除 均 方 误差 ,换言之 ,过滤 总 是 有 限度 的 ， 
关于 进取 一 个 函数 的 极点 在 上 半 平面 的 那 一 部 分 运算 ， 我 们 可 以 作 如 下 解释 。 假 
定 F(iw) ЕУ о 的 实 轴 上 无 极点 , 且 当 |o| 沿 平面 上 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ，F(io) 
趋 于 零 的 速度 不 慢 于 Ио. НЯ 
4 > 0 时 包含 上 半 


平面 的 积分 回路 к) 一 二 | ет Е) 
л 2—9 


ЖЖ). НР F(iw) 有 以 上 特性 , 所 
以 可 以 把 沿 复 平面 @ 实 轴 的 积分 化 为 沿 
/ 闭路 积分 路 线 的 积分 。 因 为 被 积 函数 中 
И сонаати “有 因子 ew“， 对 于 正 的 + 和 负 的 + 这 两 
.球面 的 积分 加 巾 。 种 情况 ， 在 复数 。 平 面 上 所 取 的 积分 路 
线 也 一 定 有 所 不 同 , 正如 图 15.5-2 所 画 
图 1552 . 的 那样 假设 F(iw) 只 有 在 上 半 “平面 
上 的 极点 ,那么 对 :> 0 的 情况 ,闭路 积分 路 线 包含 了 F(io) 的 极点 ,这 时 1) 不 等 于 零 
对 :二 0 的 情况 , 闭路 积分 路 线 不 包含 F(iw) 的 极点 。 这 时 ВО) 一 0、 如果 F(iw) 在 下 
半 w 平 面 上 也 有 极点 ， 那 么 对 :<0 的 情况 ， 闭 路 积分 路 线 包 含 了 F(iw) 的 某 些 极 点 ， 
这 时 АС) ЖА. МО 是 表示 的 系统 的 脉冲 响应 函数 ， 那 么 F(iw) ЕТ о зр 
面 上 有 极点 就 意味 着 系统 在 冲 量 作用 以 前 就 有 了 反应 。 事 实 上 任何 实际 物理 系统 都 不 可 
能 发 生 这 种 情况 、 所 以 ， 从 已 知 通 数 选取 极点 只 有 在 上 半 о 平面 的 那 一 部 分 的 运算 ， 且 
的 在 于 使 得 最 优 线性 过 滤器 实际 上 能 够 实现 。 因 为 在 这 种 情况 中 :一 0 时 АКО) 一 0. 在 
实际 上 能 实现 的 传递 函数 这 一 概念 的 基础 上 , 伯 德 和 香农 对 方程 (12.5-17) 作 了 一 个 解 
в. БЕДЕН Л ХС) 是 白色 噪声 ,功率 谱 密 度 Bx(w) = 1, 那么 Вх — и) = 
6 (1 一 由， 根据 方程 (15.5-7) 就 得 出 


Ө) = 二 МО 一 u)du 一 2 уух), #>0, . 


同时 根据 物理 上 能 实现 的 概念 就 有 
ВС) 一 0， :< 0. 

因此 根据 上 面 的 解释 ,物理 上 能 实现 的 最 优 线 性 过 滤器 的 频率 特性 必然 是 

ЕС) 一 [Фу х() 14 一 [ЕС )Фех (о) 1+5 С15.5-19) 
此 处 [ ТУН Фу (о) ШЕ Б о НЫЕ. Е АК 
是 白色 噪声 ,而 是 某 一 可 进行 下 列 分 解 的 函数 X(9D 

@x(o) == Сю) io), (15.5-14) 

那么 输入 X(z) 通过 一 个 传递 函数 为 1/V(s) 的 系统 后 输出 ZC) 是 个 白色 噪声 ( 见 图 
15.5-3), 并且 Bz(w) 一 1。 输入 是 白色 噪声 2(1), ЩЖ УС) 的 最 优 线性 过 滤器 的 频 
率 特性 根据 式 (15.5-19) 应 是 [Фу „(в ]+. 一 ГЕ, (іо )Фь: (о) 1... 那么 输入 是 ха 输出 
ХҮС) 的 最 优 线性 过 滤器 应 是 上 述 两 个 环节 的 串联 , 它 的 频率 特性 应 该 是 
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[orz(o)] + = | 2027069). 


和 (一 we) 


У(:) 


“最 优 线性 过 波 器 
图 15.5-3 


Ё(ію) 一 Те 2) [Е (Фра (ію) ] +. 


由 于 90) 的 零 极点 都 在 上 半 “ У, 所 以 FCiw) 的 极点 都 在 上 半 оо Ш, 即 过 滤器 是 
稳定 的 . 又 由 于 Z(z) 是 输入 ХФ 通过 环节 е6) 后 的 输出 ,所 以 


grz(o) = Ф,х(о) ет (15.5-20) 

这 样 最 优 线 性 过 站 器 的 频率 特 作 的 最 终 形 式 就 是 
у Л ЕС )Фех (в) | ， 
PB(iw) zds| (о) |. (15.5-17) 


上 面 的 讨论 还 有 另外 一 点 需要 说 明 . 我们 曾 假设 可 以 把 @x(w) 进行 如 式 (15.5-14) 
所 示 的 分 解 ,但 是 对 于 % 的 任意 一 个 正 值 偶 函数 Ф(о) 不 见得 总 能 分 解 成 那 种 形式 。 如 
果 要 使 8(w) 能 这 样 分 解 , 8(w) 还 必须 满足 维 纳 - 派 勒 (Paley) 准则 52; 


|" Пов) до < co， (15.5-21) 
= 1 十 


具体 地 说 ，@(w) 或 者 像 在 白色 噪声 的 情况 时 那样 ， 是 个 常数 ;或 者 当 w 一 co 时 @(w) 
趋 近 于 零 ， 但 趋 于 零 的 速度 不 能 过 快 。 如 果 Ф(о) Ж о" 那样 的 速度 趋 于 零 ， 不等式 
(15.5-21) 将 成 立 , 但 是 如 果 它 像 。 ”或 者 ”那样 快 地 趋 于 零 就 会 使 积分 发 散 。 后 面 
两 种 类 型 的 Ф(о) 不 能 按 式 (15.5-14) 进行 分 解 。 在 实际 工作 中 信号 和 噪声 的 功率 谱 密 
度 通常 是 w? 的 有 理 分 式 , 所 以 式 (15.5-14) 那样 的 分 解 是 可 能 的 ， 


15.6 例子 和 应 用 


例 1. 假设 信 号 和 噪声 为 互 不 相关 的 平稳 随机 过 程 , 它们 的 功率 谱 密度 相应 为 


Ф(о) 一 By(w) = т, 


1 

1+9” | 

要 求 设计 对 信号 起 微分 作用 的 最 优 线性 过 滤器 , 也 就 是 给 定 的 理想 特性 Fi(s) ==. ВУС 
我 们 求 出 输入 作用 的 功率 谱 密度 

一 о А О +7) + по 

Ф;(о) Ф( ) + Ф,( ) іже. + о? э 


ХЛ "ЛА ЕК (15.5-14) 进行 分 解 , 即 
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V0) Ею Vit 

— о? 十 W2i 十 1 

它 的 零点 和 极点 都 在 上 半 中 平面 . 令 iw = 5, 那么 得 到 
р Ури ет, 


РА 2541 


> 


它 的 极点 零点 都 在 左 半 5 平面. 
于 是 


Е.(ію)Ф(о) _ Е1(5)Ф=(5/ 7). 
Ш ( — зо) 9 (— s) 


(о 十 м2: + 1) (27 一 W2 пу кп; 十 Vi 二 内) 
as +.2 + с + 4 
n+ W25 二 1 в, 
其 中 a, 2, с 4 都 是 常数 . 很 明显 ， 它 的 极点 只 在 左 半 3 У (Вр Е о 平面 的 部 分 是 
第 一 项 ,因此 
Е Ф) | = | = as + 2 , 
т (№) 1+ 9—9 + 24+V2s+1 
把 e, 2 确定 后 我 们 得 到 Е 
= 1 [ЕСФ] 1 
О ВИ асг 5 
СЕРУ + nt — п)ѕ 一 27 
ранив ВИТ Ти, 
全 当 没有 了 曝 声 时 ，” 一 0，F(s) 就 随 之 趋 于 ，*, 这 是 当 
结果 . 
"я 2. ЕЕ, 而 信号 比较 微弱 , 信号 与 噪声 之 间 互 不 相关 , 它们 的 
功率 谱 密度 分 别 是 
Py(w) = 1, .Pr(w) = (о), 
其 中 不 是 一 个 很 小 的 量 ，w(o) № о КИВИ. 假设 КС) 是 函数 ФС/р) 的 极点 在 左 半 
5 平面 的 部 分 ,也 就 是 


ко = [0 (二 а | eco)enao， 
因为 Ф(о) Жо КІҚ, РЕ = 

(С) ко + KC), 
并 且 


Ф, (о) = ТС) іо) = 1 + hoo) = [1 + АКС) 1 + ККС #0]. 
其 以 ,假设 Fi(s) 表示 对 信号 所 希望 进行 的 作用 , 则 最 优 线性 过 滤器 的 传递 函数 将 是 


ч 
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ы А Е.(5)Ф(ғ/2) 
Е) = 1 + 4К ($) | + |. 
这 是 对 于 数值 小 的 的 二 次 近似 式 ,一 次 近似 式 甚 至 于 还 要 简单 一 些 ， 


FCO) = [09е (>). 


_ (о) = 1, Fi(s) == ғ, 则 当政 很 小 时 


1 十 oo4? 


ы 《人 1 
Рс) = 2/2 2 十 MWM2 十 工 
当 盖 很 大 时 ,再 设 & 一 1/ ， 把 此 结果 和 例 1 的 结果 对 照 ,就 可 以 验证 例 1 的 结果 ， 所 以 
在 有 强烈 咖 声 干扰 的 情况 下 ,起 微分 作用 的 最 优 线性 过 滤器 的 传递 函数 改变 得 非常 厉害 ， 
和 Fi(s) 一 :完全 没有 相似 之 处 。 
例 3， 假设 输入 作用 中 信号 和 噪声 是 互 不 相关 的 平稳 随机 过 程 , 数学 期 望都 等 于 零 ， 
信号 F(z) 是 一 个 随机 开关 函数 ,噪声 NG) 是 白色 噪声 ,它们 的 功率 谱 密度 分 别 是 


gr(o) = 1, Фо) = т, 

1+ о? 
ВЕНЕ Е ЕТА АНЕТА ВЕ, ВОЕНО НИНА Yi(#) == ЕС а), 
а> 0, 这 时 Fi(s) = 。“， 首 先 求 出 输入 作用 ХО) 的 功率 谱 密 度 


Bi(0) = Ф,(0) 十 guv(o) = С) + та? 


.. 


1+ о? 

所 以 

те 
因此 . 
Е,(іо)Ф,х(о) ізо . 
| (— іо) (1+ 2) М1 п? — niw) 

在 这 种 情况 下 ,需要 利用 方程 (15.5-18) 来 计算 Е(5). ВХ, М: > 0 时 ， 
1 |" Е (іо )Фех (о) ео 一 1 |" ео) Зо 
2r 2-е 到 (一 io) 2r :~”(1 + 0) (МТ т 一 лію) 

ет0+а) 
ПЛЕЧ | 
НЕХ. (15.5-18)， 得 到 
1+; ә e+) 
Е 5) = ————— ети 
(9 Ей В+ 


(1 十 ее“ Генона, 
9 


ом н) 


оуу + л)" 
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也 可 以 直接 利用 最 优 条 件 (1), (2), (3) Жени, 把 


Ф,(о) 化 为 
. = по? + 62) п (№ — в) (о 42) 
Фх6о) (о? + 1) (о 一 (о +) ” 
дне, 根据 候 没 的 条 件 


Dao) == Fl(iw)Dr(w) 一 人 二 е + Бу 
本 以 家 得 | | 
е! 一 К(10)(ш — 16) (о + г). 

(о —.1) (о + 1) 
因为 сб) 在 上 半 % 平 面 不 应 有 极点 , F(iw) 在 下 半 平面 不 应 有 极点 ， 所 以 F(iw) 的 
分 母 只 能 包含 (w — 1) 的 因子 。F(iw) 又 要 满足 最 优 条 件 (3)， 


| -IFGoPero) < о, 


Gliw) 一 


所 以 ЕСо) 一 5? 其 中 Е. ВЕЖА С(іә) 后 Еа) 

ее 一 т + Ф) 

ге — С +1) ° 

在 上 半 % 平 面 ， 当 |w| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ，e** 趋 于 零 ，G(iw) 趋 于 零 的 速度 与 
1/0415. НТ G(iw) 不 能 有 极点 在 上 半 о УИ, о = НЕЮ МР 
8 — (Е 1)т = 


Gliw) = 


所 以 


mt) 
最 后 得 到 . 
Flio) 一 Рае С в) зй tb) + Б). 
во КА, каин ВВ 
一 样 . ОИ 
例 4， 除 了 “< 0 外 ， 其 余 条 件 与 例 3 一 样 。 ЗАО КОО Е ОАЕ. А 
过 滤器 的 传递 函数 与 预测 过 滤器 差别 很 大 。 先 用 最 优 条 件 (1)， 0, 来 确定 好 人 
后 过 滤器 的 传递 函数 .这 里 C(iw) 的 表示 式 和 上 酌 中 相同 ,只 不 过 < 0, 我 们 把 它 
G(iw) = eivlol 一 Fliw)(w — 16) (о 十 26)? 
І (о — 1) (0 + 2) у 
在 上 半 % 平 面 , 当 |w| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ,ce-"lrt РЕК, А F(iw) 仍 采用 
7 沪 的 形式 就 不 能 满足 最 优 条 件 〈2)， 因 此 在 F(iw) 中 一 定 要 有 一 项 与 .抵消 ， 


Кач л 
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所 以 
. eiclel у (о) 
Рб) = по — 1) (о 4 1)? 
Ён у(о\ 是 w 的 多 项 式 . 这 时 | 
. (в) 

ее + 
根据 最 优 条 件 (2) 和 最 优 条 件 (1)，G(iw) 的 极点 只 能 在 下 半 % 平 面 ，F(iw) 的 极点 只 
能 在 上 半 % 平 面 ,而 且 在 上 半 % 平 面 当 jw| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 G(iw〉 趋 于 零 的 速 
ЕЖЕТ Ио ,所 以 y(o) = c(o 一 站 ,是 常数 ， 当 w 一 一 时 ,FF(iw) 的 分 母 等 于 
零 , 它 的 分 子 也 应 该 等 于 零 

ее (ib —i) = 0, 
由 此 可 以 求 出 常数 с, 


ее! _ ; е?" 
аж ТЕН 
АЖ: 
21а 一 i (о — 1) 
еа ГЪ ( 
Е) (в — (в +1) › 

传递 函数 是 

F(s) 5+1 её е? 


== ——__--____—__—— Ge 


Със) ml +6) 00+ 06) (6 – 0)" 
它 是 稳定 的 ,只 有 ;一 一 4 是 它 的 极点 ,而 * 一 和 并 不 是 它 的 极点 . 
同样 ,我 们 也 可 以 利用 公式 (15.5-18) 来 求 F(iw)。 由 于 a < 0, 所 以 在 求 


工作 Pi(iwo)Orx(o) сі до = еїюб+о) do 
25 /-ә Ш(— іо) 29-9001 тт — 73) _ 
` 1 | | ее) 
25 ә (1 十 2)( 一 ув 


时 ,+ 之 Ја] Я 0 <: < |а] 将 得 到 两 个 不 同 的 结果 .。 在 > |а БАРИА 
ВЕ “平面 的 闭 曲线 的 闭路 积分 ,而 在 0 < :< |“| 时 上 述 积分 等 于 沿 包围 下 фон 
的 闭 曲 线 的 积分 ,因此 得 到 


е“+е) 
п(1 + Б) 
ея) 


0(1+ 2) 


› (> [«|), 


? (0 一 :< |cl)， 


最 后 得 到 


1+; ||, 2. ertta) [" а е7“+ә) | 
Е == 一 -一 一 一 一 Эа + 2—4} 
(9 п) 16° acl + 6) a ЯЖ 2) 
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1+; [| er)tbags 十 |" etDi-a а} 
Бе Р) (1+2) | | 
《1 + setee eye 


== 


по oto) mts Ьу | 
这 和 前 面 的 结果 一 样 ， 上面 求 得 的 传递 函数 不 能 用 简单 的 电阻 电容 元 件 组 成 的 网 络 来 实 
现 ， 我 们 可 以 利用 下 面 的 近似 式 : 
22)]， 
Fi(s) =з е 2% res ‚а < 0, 2 = 整数 ， 

来 求 近似 的 最 优 滞 后 过 滤器 , ” ПЛ, ИЖЕ. 

上 上 面 几 个 例子 只 是 求 出 了 最 优 过 证 器 的 传递 函数 ， 尚 未 和 闭路 控制 系统 连 系 起 来 。 
下 面 介绍 在 闭路 控制 系统 中 最 优 过 滤器 的 设计 原理 . 

(1) 噪声 作用 下 的 反馈 系统 . 

假设 反馈 系统 如 图 15.6-1 所 示 , Fy(s) 表示 前 向 线路 的 传递 函数 ，Fs(s) 表示 反馈 线 
路 的 传递 函数 .系统 的 输入 是 信号 F(z) 与 噪声 МСР) 之 和 X(OD， 它 们 都 是 平稳 随机 过 
程 。 假 定理 想 输 出 Yi(z) 是 Fi(s) 对 信号 F(z) 作用 的 结果 . 现在 要 求 在 给 定 的 Fj(s)， 
Fi(s) 和 信号 ;噪声 的 特性 的 情况 下 求 出 使 和 Yo 一 УФ 过 最 小 值 的 F,《s)。 正 如 图 
15.6-1 所 画 的 那样 ,等 价 的 F(s) 是 


F(s) 一 


ЕК __ _ 
1+ губ) Е,(:)' (15.6-1) 


由 最 优 线 性 过 滤器 的 理论 得 知 , 最 优 线性 过 滤器 的 传递 函数 Е (0) 可 由 方程 (15.5-17) 或 
(15.5-18) 8. 知道 了 ЕС) 以 后 ， Шанда 线路 传递 函数 Fs(s)， 


1 < 
Е,(ғ) = = = (15.6-2) 


(020) 本 身 产生 噪声 的 反馈 系统 ， 


В 15.6-1 15.6-2 


前 面 ,都 是 假设 噪声 来 自 于 反馈 控制 系统 外 面 , 系 统 本 身 不 产生 噪声 . 然而 在 很 多 情 
况 下 , 反馈 控制 系统 的 内 部 会 产生 噪声 ， 例 如 像 图 15.6-2 所 表示 的 系统 除了 外 来 的 噪声 
N(z) 以 外 ,还 会 从 测量 输出 的 仪器 那里 产生 内 噪声 M(z)， 这 里 仍 用 Fy(s) 表示 前 向 线路 
КИЕВ, Е.) 表示 反馈 线路 的 传递 函数 ,Fi(s) 表示 希望 对 信号 所 先行 的 作用 ， 令 
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Е(:), №), М(:ғ), Y(s) 和 Yi(s) 表示 FQ), Ме), М(#), ҮС) ҮК) 的 拉 氏 变换 ， 
于 是 有 — 
Ү(5) 一 F/GNMFCG) + МС) 一 Fa)IYCG) + МС), 


以 及 
Yi(s) == Fs)F(s), 
所 以 误差 的 拉 氏 变换 就 是 
DV) У) = 2Р0) ЕС, Р 
Е(5) == Yi(s) — У(5) ТЕ ЕЕ, (С) [F(s) +МС)] 
Е (ғ)Е, (ғ) Р Р Р 
+ НУМО) + РОРО. 
令 
FOF) _ ee 
G(s) л ЕЕ, (15.6-3) 
就 有 
1 
1-60) = т Е.Е») 
和 
Е(5) = [1 — GG) FO)F() — ЕМС) 图 15.6-3 


— F/()F()1 — 6()1—М (5) 一 FC)F()]. 

这 个 方程 表明 ,现在 的 反馈 控制 系统 的 问题 和 图 15.6-3 的 传递 函数 为 G(:) 的 过 滤器 的 问 
题 等 价 , 相 应 的 输入 信号 ЁО) 和 相应 的 噪声 输入 С) 是 

ЁО) = {PiG) 一 FEIJPFC) 一 F/ON(Gs), (15.6-4) 

№) = — MG) — Е(ЭЕС;), (15.6-5) 
理想 的 输出 就 是 人 (s)， 原 来 的 问题 是 求 最 优 的 F,(s), 现在 是 求 最 优 的 G(s), 这 里 相应 
的 信号 FGs) Я МО) 与 未 知 量 F(s) Е. 我 们 假设 原来 信号 和 噪声 之 间 互 不 相 
关 , 因 此 只 有 功率 谱 密 度 Ф, Фи, Bux。 利用 方程 (15.6-4) 和 (15.6-5)， 在 等 价 的 过 滤器 
问题 中 ,各 功率 谱 密度 是 


о) Е) ВОЛАС) — в, (2) 


+ Е), 365 (=), (15.6-9) 
(=) = (ео — 0а 06 (=), (15.6-7) 
oil 过) = ВЕК 0) С 3919, (+), (15.6-8) 
он) о (=) + Св 00, (+). (15.6-9) 


由 上 面 的 公式 可 以 看 出 ,虽然 原来 的 问题 中 信号 和 噪声 互 不 相关 ,但 是 等 价 的 过 尘 器 问题 
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中 仍然 有 功率 谱 密度 Фвр 和 Фик. ЯН (15.6-6)—(15.6-9) 被 分 解 的 函数 就 是 
Фу (о) = Ч (10) (—ш) = Е (аа) Е, (= іо ){Ф,(о) + Фе} + Ф,(о). (15.6-10) 
根据 方程 (15.5~17), 最 优 的 G(s) 是 | 
дот [КОЕК + обо = гда ЈО) . 


V(— ғ) 
(15.6-11) 
当 G(s) 已 知 时 ,方程 (15.6-3) 给 出 的 最 优 反馈 线路 的 传递 函数 如 下 : 
В = ИР =. CG) (15.6-12) 


[1/G()1—1 Вб) — G(s) Р) 
G3) 饱和 限制 ， 
хо = Е() 


考虑 图 15.6-4 所 表示 的 反馈 系统 ,要 求 使 得 输出 УС) 尽 可 能 地 和 输入 XG) = F(z) 
接近 。 放 大 器 的 传递 沙 数 是 Fa(s),， 伺服 蕊 达 的 传递 尔 数 是 Fa(s)， 如 果 设 计 的 条 件 是 
适当 地 改变 Р.(5), 使 得 误差 EQ) = УС) 一 FQ) 的 均 方 值 尽 可 能 地 小 。 这 样 在 运转 过 
. 程 中 加 到 马达 里 的 控制 功率 就 有 可 能 达到 非常 高 的 数值 。 为 了 避免 发 生 这 种 功率 过 高 的 
情况 ,我 们 要 求 加 到 马达 的 功率 的 平均 值 必须 不 大 于 某 一 额定 值 . 在 这 种 情况 下 , 均 方 误 
差 是 

Е.С) Е.С) 
1 + Е,(о)Е,„ (йо) 
加 到 伺服 马达 的 输入 平均 功率 由 加 到 伺服 马达 里 的 信号 的 均 方 值 来 表示 ， 这 个 均 方 值 应 
不 大 于 额定 值 ", 于 是 


21|“ 
С 2 Г. 
我 们 利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 。 以 方程 〈15.6-14) 为 约束 条 件 求 Е? УМЕНИЯ; 可 以 化 
为 求 


1 |" 


一 oo 


2 
— 11Ф,(о)4о. (15.6-13) 


Е, (іо) 
1 + ЕХ(іо)Е,„ (ію) 


КОЯ `` (5.6-14) 


На ||" _ 
Е А 2 15 + ЕС) Е.С) gr(o)4 (15.6-15) 
的 极 小 值 问题 ， д 是 拉 格 朗 日 乘 子 . 待 求 极 小 的 积分 为 
1 —112Ф (в ЕС)? в А _ 
т" [ЕЧш) 一 18e(o) + Сы ФЕ ( 2} ， (15.6-16) 
其 中 | | 
Е (іо) = Бебі) Е. (іо) (15.6-17) 


1 + Е.С) Е.С) ° 
这 时 这 个 问题 可 以 与 一 个 传递 函数 为 F(s) 的 最 优 过 滤 问 题 等 价 ， 对 后 者 来 说 ,理想 传递 
函数 Fi(s) 一 1, 输入 信号 是 FQ), 输入 噪声 的 功率 谱 密度 是 . 
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iDr( wm) 
Е„(і0)Е,„(—іо)” 
В Еф 与 NG) 互 不 相关 ， 这 时 被 分 解 的 函数 是 


Ф; (0) = (шв) (— о) = Е 十 


Dy) = 


А 
ко. 08610) 


根据 方程 (15.5-17), 最 优 过 滤器 的 传递 函数 是 


1 [9+С/Р тоу 
($) = Рав (15.6-19) 


除了 一 个 常数 4 外， 方程 (15.6-17) 和 (15.6-19) 确定 了 最 优 放大 器 的 传递 函数 (3). 
可 以 得 出 均 方 误差 Е? да л 的 递增 函数 ,而 伺服 马达 的 输入 平均 功率 是 4 的 递 碱 函数 。 因 
НЗ (15.6-14) 中 的 “之 ”符号 为 “一 ” 时 ,就 可 以 求 出 值 , 把 它 代 人 式 (15.6-19) 和 
(15.6-17) 就 可 以 求 出 所 要 求 的 最 优 的 Fs(s) Ж. 
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| 在 一 类 实际 问题 中 , 常 要 求 所 设计 的 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 在 有 限时 间 以 后 等 于 零 、 
也 就 是 要 求 过 小 器 的 输出 УСО) 只 是 上 时 刻 以 前 有 限时 间 区 间 内 所 有 输入 XG 一 a)， 
О<о<т 的 线性 变换 
ү() = [AOxG dr (15.7-1) 
这 类 过 渗 器 称 为 有 限 记忆 过 滤器 。 当 了 一 о 时 称 为 无 限 记 忆 过 滤器 。 有限 记 忆 的 最 优 
线性 过 滤器 的 设计 问题 的 提 法 和 第 15.5 节 内 无 限 记忆 的 最 优 线性 过 泪 器 的 设计 问题 的 提 
法 相同 ,只 不 过 输出 YQ) 应 为 
| ү(2) = |. bro) XC — о)4с, (15-7-2) 
hr(z) 是 系统 的 脉冲 响应 函数 , 它 除 了 应 满足 第 15.5 节 中 的 三 个 条 件 外 ， 还 应 满足 
(4) у> ТЫ, 2:2) == 0, 
显然 ,这 时 系统 的 传递 函数 Fz(s) |С) еей 在 整个 * 平面 上 无 极点 。 
前 面 已 经 谈 到 ， 数 学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 XG 一 c) 在 0 委 c 委 了 时 的 值 域 是 
希 尔 伯 特 空间 Н, 中 的 无 穷 集 合 。 在 г 时 刻 所 有 可 能 的 有 限 记 忆 线 性 过 滤器 区 | 输 出 Y (2) 
及 其 均 方 极限 组 成 了 Hi 中 的 一 个 子 空间 Hx,x, 它 一 般 是 无 限 维 的 .理想 输出 Үә 也 是 
于 中 的 一 个 向 量 。 寻求 最 优 有 限 记 忆 线 性 过 滤器 ,就 是 要 在 子 空间 Hx,r 内 寻找 最 优 输出 
向 量 
了 (7) 一 [охо — с)йс, 
使 得 最 优 输 出 误差 В == У(р — ҮС) 的 范 数 的 平方 取 极 小 值 
оъ = Пуза) — Ў 01Р minl үз) — ҮС), , (15.7-3) 


类 似 前 面 的 讨论 ， 按 空间 的 几何 原理 可 以 得 出 结论 : 最 优 输 出 (z) 是 У 在 子 空间 
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Нил 上 的 直 交 投影 ,最 优 输出 误差 УК) — ЎР) НИЕ YQ) 到 子 空间 Нут КЕЙ. З 


线 与 子 空 间 内 任 一 向 量 直 交 ,因此 Ў) 满足 方程 
КУ. — Ў), XG ~ 0)) =0, 007, 
-根据 内 积 的 定义 有 
ry.x(a) =ryx(g), 0<0%< Т7. 
利用 平稳 随机 过 程 相关 函数 的 谱 分 解 公式 可 以 把 式 (15.7-5) 写成 


чик) — Св) Ф (во =0, 0<o<T, 


其 中 Ёо) 一 人 jz(CDc-waz 就 是 最 优 有 限 记忆 线性 过 油 器 的 频率 特性 . 
我 们 令 | 

бо) = Ф, (о) — Ё.(о)Ф (о), 
那么 方程 (15.7-6) 可 写 为 

|7 обида =0, 0<о<Т, 
此 条 件 比 第 15.5 чао ЯЕ 80, 
现 构造 

Grliw) = CGP(ico) + eTGR(w), 

使 其 满足 式 (15.7-8)， 即 


| ее С 1) do 十 | ею) до = 0), Обо Т, 


(15.7-4) 


(15.7-5) 


(15.7-6) 


(15.7-7) 


(15.7-8) 


(15.7-9) 


(15.7-10) 


最 然 ,如 果 СФ) Е Б о УРЕ А.Н ТЕ ЕФЕ 平面 上 当 |o| 沿 某 一 射线 趋 于 无 
穷 大 时 G8(iw) 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 1/ o ,那么 式 〈15.7-10) 中 等 号 左边 的 第 一 项 就 等 
于 сб) ‚0 Зо < ТВ Е о ИМЕЯ Е 15.7-1(а) ,由 于 сб) 在 
上 半 % 平 面 内 无 极点 , 所 以 闭路 积分 等 于 零 ; 如 果 СО (о) ТЕ о РЖ, 而 且 在 
下 半 w 平 面 当 |w| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 Со) 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 1/ о, ВАА 


ет Сы) 


的 积分 回路 


GCCGo) 的 极点 


офи 复数 平面 


(a) 
图 15.7-1 


” GyG6e) 的 极点 


еб Сю) е 


的 积分 回路 
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{15.7-10) 中 等 号 左边 的 第 二 项 就 等 于 e968(iw), О Зо т 沿 下 半 w 平 面 的 闭 
路 积分 见 图 15.7-1(b), 由 于 eG(iw) 在 下 半 平 面 无 极点 ,所 以 闭路 积分 也 等 于 零 . 
这 时 等 式 (15.7-10) 才 得 以 成 立 。 由 构造 的 Gr(iw) 式 (15.7-9) 可 以 解 出 Ёо) 
Dx(w) — бташ) 

(10) = —— 一 gr(oy 7 А 

ЭН Ё. Сло) 也 应 包括 两 项 | 
В.о) = ЕС) + ет (1). (15.7-11) 

由 于 最 优 输 出 7) 的 方差 应 有 界 ,所 以 | | 

Г В (во) (о) dw < оо, 


在 构造 的 Gr(iw) 这 种 假设 下 ,最 优 的 有 限 记 忆 线 性 过 滤器 的 频率 特性 应 满足 下 面 三 个 条 
件 : 
(1) Со) 在 整个 平面 无 极点 ,并 生 
， Fi(iw) = FO(i0) оТ Е (ою), 
(2) Gzr(iw) — Фу х(о) — Ё.(10)Ф, (в) 可 表示 为 
Gr(iw) 一 С) + е77С0(0); 
GH(iw) 和 G9(iw) 分 别 在 上 半 和 下 半 平面 上 无 极点 ,并 在 相应 的 半 平 面 上 当 |oj 沿 某 
一 射线 趋 于 无 穷 大 时 , 它们 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 I/o.、 = 


б) |” 1) РФ хСо)ао < оо, 


以 上 三 个 最 优 条 件 是 寻找 Fr(iw) 的 充分 条 件 ,并 不 一 定 是 必要 的 .但 根据 这 三 个 条 件 一 
般 总 是 可 以 求 出 zx(iw) 来 。 现 在 我 们 根据 上 面 所 讲 的 最 优 条 件 (1), (2), (3) 来 求 有 
限 记 忆 的 最 优 预 测 过 滤器 和 滞后 过 滤器 假设 输入 信号 和 噪声 的 各 个 功率 谱 密 度 与 第 
15.6 节 中 例 3 和 例 4 相 同 。 = | 

例 1 有限 记忆 的 最 优 预 测 过 滤器 . 
根据 第 15.6 节 中 例 3 所 述 , 输入 的 功率 谱 密度 为 


ообо) ее, +, 
互 功率 谱 密度 为 и 


Фу х(9) = Е1(іо)Ф,(о) 一 


(о — 1) (о + #) 
根据 上 面 所 述 ,我 们 先 求 出 Cr(io) 的 表示 式 
Сто) = CU(io) + eTGH(iw) 
2 [FO(iw) + сет ЕО іо) т? (о — ib) (о + Ф) 
(о — 1)(о +) | 
由 于 在 上 半 ov 平面 , 当 jo| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 г, «> 0 趋 于 零 ,再 根据 最 优 条 件 
(2) 中 СС) 和 G 旬 (io 的 渐 近 特性 ， 所 以 只 需 令 FRR(Go) 和 F 名 (iwo) 为 上 的 有 理 函 
数 ,而 且 分 母 的 办 次 比分 子 高 一 次 就 可 以 了 ,这 样 。. . | 


， &2> 0, 
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| GP(iw) = < Е (о) — 6) (в 十 Ф), 


(о — :)(о + 2) 
(с) 一 一 FPCzco)z2o 一 28)(o .十 ір) 
CT (io 2 Со — (бо + 1) 


如 果 ЕО) 的 极点 不 是 —16 0 10, 那么 它 一 定 是 GP(iw) 的 极点 , 如果 F8Xiw) 的 极 
点 不 是 -# 或 记 ， 那 么 它 一 定 是 6900) 的 极点 ; ВНИИ: (1), ЕФСо) 和 
ЕС) 必须 有 相同 的 极点 ， 否则 Fr(iw) 就 不 可 能 在 整个 w 平面 上 无 极点 ; 再 由 最 优 条 
件 (2) С (ію) 的 极点 不 能 在 上 半 оч, СС) 的 极点 不 能 在 下 半 % 平 面 ; 因此 得 
出 结论 , ЕР) 和 ЕР) 只 可 能 有 一 志和 比 作 为 它 的 极点 ,并 且 


FW . => 410 十 GZ2 
一 оч, 


со 十 с 


ЕР) = а. 
Ро (+ 


这 时 
сі" 一 《Galo 十 аз)т 
С — 1) (о + р ? 
— (фо + b,) 
(о —– (о + 2) 
根据 最 优 条 件 (2) 中 СР (іо) 和 С) 极点 的 分 布 情况 ， G9(iw) ЛТ: о = і 
МАРА, СРО) 的 分 子 在 w = 一 上 时 应 等 于 零 , 所 以 有 方程 组 
ff. (аі + а) = 0， 


СОС) = 


СЯ) == 


еә =8 с. 
最 优 条 件 (1)， | | 
0) = (азо 十 25) + ет Т( се + сз) 
Ртб) (о — 16) (в + 1) 
在 整个 平面 上 无 极点 ,所 以 它 的 分 子 在 w = р 和 一 纪 时 应 等 于 零 ， 于 是 有 方程 组 
[е0 + о + eT(bai 十 ci) 一 0， 
— м + а + е 好 (一 bc 十 cc) 一 0. 
由 上 述 四 个 方程 式 可 以 解 出 41, 2), ci 和 62 来 ， 
| ета [е Tb — 1) + eT +.1)] 


а= петь — 1+ е + 17]? 
пр ее — 6) + е "а + 6b)] 
" m[— er2( — 1) + е (+ 1)]? 
а=; 2 ре“ 

в — петь 一 1-е (Ь+ 9 ? 


2 Бет 
р Я Ее О" 


把 а а, ct сз 代入 Ре) 中 就 可 以 得 出 最 优 的 有 限 记忆 线性 过 滤器 .根据 В.) 又 


сә =з си = 一 
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可 以 求 均 方 误差 的 最 小 信 | 
п 21 |7 1а) РФ, Со)ао, 


可 以 看 出 当 了 一 co 时 , НР > 0, 因此 


0 一 一 ;一 一 一- аа — ci—0, с ә 0, 
а(1 46)? “1+ 0)? 
所 以 
Bo 一 “ao 十 一 г“ 
(о — 15)(о +1) (іо + Б) + Р)? 
结果 和 第 15.6 节 例 3 相同 . 


例 2， 现 在 来 求 有 限 记 忆 的 最 优 滞后 过 滤器 ,也 就 是 例 1 中 a 二 0 的 情况 ， 
这 时 求 得 的 Gr(iw) 的 表示 式 为 
Gr(iw) = С (о) + GH (іо) т 
ще [FE(iw) + ет Е (о) (в — i6)(w + 6) 
(о CO—i(w +4) 
ШЖ « < — Т, Фоа = (—– Т) + (— 0), с> 0, 可 将 上 式 化 为 
а (ал ш — Рае)? (о — 1) (о +1) 
С) + С”) rd) о 一 站 [二 人 
ем 一 Ею) (о — і) (о 十 6) | 
(о — (о + 2) 
由 于 在 下 半 % 平 面 ， 当 |wj 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ，e-i”" 趋 于 零 ， 因此 仍 可 令 
FO(iw)，F8X(iw) 为 w 的 有 理 函 数 ,并 且 
а — = ЕФОо)т(о 一 25) (в + Ф) 
ДЕНИСУ 
бу: 2190 — Е (іо) п (о — 16) (о + №) і) 
СР) = (о — 3) (о + 2) 
我 们 仍 按 例 1 中 所 用 的 方法 求 出 最 优 的 Во), 显然 ,本 例 中 求 得 的 Ела) 是 例 1 中 
求 得 的 FO(iw) 的 共 斩 复 值 ,本 例 中 求 得 的 Е (30) 是 例 1 中 求 得 的 ЕС) ЮЖН 
值 ,此 外 还 应 用 o = [о 十 了 | 代替 例 1 结果 中 的 a. 于 是 我 们 就 得 到 a 二 一 了 时 景 优 滞后 


十 ет 


过 滤器 的 频率 特性 为 

. , Fi(iw) = е ПоЁ* (10), 
其 中 (0) Ж а= |а + 7| 时 最 优 的 有 限 记忆 预测 过 滤器 的 频率 特性 ， ВС) 是 
gz(io) ПЕНА. 


如 果 0 > “> 一 了 ,那么 情况 就 有 所 变化 .在 Gz(iw) 表示 式 中 的 с 项 , 当 jo| 
沿 上 半 w 平 面 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 它 也 趋 于 无 穷 大 ;如 果 把 它 归 并 至 G8(iw) 中 去 ,再 
提出 一 项 ”后 ， 它 就 成 为 “wirer， 当 |jo| 沿 下 半 平 面 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ， 

с^) 仍 趋 于 无 穷 大 ， 所 以 Е) 不 能 是 。 的 有 理 贸 数 , 它 应 包含 可 以 抵消 с 
的 某 一 项 ， 我 们 令 
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а оу = _ ем 十 7D(o) 
Ее) п? (0 — 15)0о + №)” 
7 (®) 
mw — 15) (о + №)? 


ЕР Но) 一 


这 时 ， 
— 72 (о) + е-мТу (в) 
(о — 1)(о-+ :) 
根据 最 优 条 件 (2) 中 С (о) 和 СЭС) 的 渐 近 特性 ,可 以 令 Yo(o) 7 (в) 为 的 有 
理 函 数 ,而 且 它们 的 分 子 震 次 与 分 母 震 次 相 比 应 不 高 于 一 次 ,这 时 
роу = = 7) 
об ) (о —– #) (о +)” 
— У (ь) 
(о — 1)(о +70” 
БИА (2), СР (о) 在 上 半 % 平面 无 极点 , СРО) 在 下 半 吧 平面 无 极点 ; 再 根 
据 最 优 条 件 (1) Ето) 在 整个 中 平面 上 无 极点 , 因此 (0) ТУ (и) 只 能 有 相同 的 
极点 ;所 以 yw(o) 和 7Y%(w) 是 2 的 多 项 式 , 并 且 
у(0(0) = а(ш — 4), 


7 (шв). = с(о +2), 


Ст) = С®(по) + е ®ТС?( 10) 一 


GP(io) 一 


于 是 


， eivlel 十 а(о 一 7) 上 e-ere(o +3) 
_ Ее) mw — Вей) 
由 于 Fr(iw) 在 整个 。 平 面 上 无 极点 , 所 以 它 的 分 子 在 w = 16 和 一 i 时 应 等 于 零 ,这 样 
得 到 方程 组 
{ — 1) есь + 1) + её = 0, 
а Не скКр-ь) + ей = 0, 
. 解 方程 组 ,得 到 
А =; ПА @ | 一 р) _ esT-blel (1 十 Ф) 
ет — В) ей + ° 
саа) ев). 
et — 6) + е? (1 +6)? 
把 它 代入 Fz(iw) 就 可 以 求 出 有 限 记忆 最 优 滞后 过 滤器 的 频率 特点 ， 当 了 -> oo 时 ， 
由 于 2 > 0, 所 以 


А plel 


в 9 5 
1+ 


› с> 0, 


.所 以 
(1 + іо)е 5 ` eivlal 
mo — В) (6 НРА + 5) niot bio—6) 


结果 和 第 15.6 节 例 4 相同. 


Fr(iw) 一 
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在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 曾 认 为 输入 信号 和 噪声 都 是 数学 期 望 等 于 零 的 平稳 随机 过 程 。 
但 在 实际 中 却 常 有 这 种 情况 ， 即 输入 信号 的 数学 期 望 是 个 随时 间 变 化 的 函数 ， 它 的 相关 
函数 rz(:，: 一 o) 只 和 o 值 有 关 ; 或 者 输入 信号 纯粹 是 个 确定 的 时 间 函 数 。 严 格 地 讲 ， 
这 种 输入 信号 已 经 不 是 平稳 随机 过 程 了 ,但 由 于 它 的 相关 函数 的 特性 , 它 与 平稳 随机 过 
程 的 差别 仅 是 表面 上 的 . 我 们 可 以 把 这 种 信号 看 作为 一 个 确定 的 时 间 函 数 与 一 个 数学 期 
望 为 零 的 平稳 随机 过 程 之 和 在 某 一 段 有 限时 间 内 一 个 连续 的 时 间 函 数 常 可 以 用 有 限 次 
塞 的 :的 多 项 式 来 到 近 ， 因 此 可 以 认为 在 某 一 段 有 限时 间 内 这 个 确定 的 时 间 函 数 就 是 有 
ВОЕНО е 的 多 项 式 . 在 本 节 我 们 将 把 前 几 节 所 用 过 的 方法 进行 推广 来 解决 现在 的 这 一 
类 问题 3， 

假设 过 滤器 的 输入 是 个 均 方 连续 的 随机 过 程 。 是 由 信号 和 噪声 又 加 而 组 成 的 。 有 用 
信号 有 二 个 分 量 , 一 个 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 F(z)， 另 一 个 是 已 知 其 函数 形式 
的 时 间 函 数 Се), 在 - - 段 有 限时 间 区 间 内 , g(z) 可 表示 为 


i 
g(t) = Ў) вик, 1€ {a, В, (15.8-1) 
大 一 0 


其 中 gi 一 0， 1,2,: 1514 1 个 未 知 常数 .噪声 Nz) 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随 
机 过 程 , 它 与 РО) 平稳 相关 . 因此 输入 是 | 
ХС) = NG + FG) + 600). ` (15.8-2) 

设 :是 区 间 [a, 5] 内 某 一 个 任意 的 固定 时 刻 。 过 滤器 在 :时刻 的 理想 输出 了 (7) 是 [4， 
Б 区 闻 内 输入 有 用 信号 的 线性 变换 

мо = | ha о) + РА — leo, (15.8-3) 
其 中 及 (0) 是 在 [1—6, 1 а] 上 给 定 的 某 个 绝对 可 积 函数 或 是 5 函数 及 其 高 阶 导数 ，- 
并 且 


| | В (а, (а у (о — 92 )4 0140. < 00, 
过 滤器 的 实际 输出 УС 是 : УСАЕВ ПВ ГССР Л НЗ 
У(:) = | hoOX(t— с) ав 一 сох — с)йо, (15.84) 


并 且 = Т, #] С [а, 2], А00) 就 是 有 限 记 忆 线 性 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 , 它 满足 如 下 
条 件 : 
(1) щу о> ТЮ, А500) 一 0. 


(2) | br(Co) |40 < оо 或 是 6 函数 及 其 高 阶 导数 。 
(3) 全 位 hrCo) hrCo)r x(a — с,)4оӣо, < о, 


ЗНИК. 
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现在 要 在 满足 这 些 条 件 的 过 滤器 А (0) 中 寻找 一 个 最 优 的 hs | 使 其 相应 的 输出 УС) 
“ЕН” УК: 一 了 (9 一 0， 和 均 方 误差 最 小 


[Yo — УФЕ = min[ У) — УФ, 


根据 等 式 (15.8-3) 和 (15.8-4), 所 有 满足 "无 偏 ? 条 件 的 过 滤器 4z(z) 应 满足 


(од gli 一 dz 一 МОС судо, (15.8-5) 
由 于 g() ЕЯ ЕСА , 故 条 件 (15.8-5) 就 等 于 条 件 组 
оа) саз = | пса) каг, &= 0,1, 2,560, (15.8-6) 


В 0.00) 必须 在 满足 条 件 组 (15.8-6) 的 hz(c) 中 去 找 。 

数学 期 望 等 于 零 的 平稳 随机 过 程 X(1 一 c) 一 XG 一 o) 在 0<o<7T 时 的 所 有 值 
都 是 希 尔 伯 特 空间 Hi 中 的 向 量 . 所 有 满足 条 件 (1), (2), (3) 的 过 滤器 А.о) 的 输出 
ус) 一 了 (5 及 其 均 方 极限 组 成 了 五 中 的 子 空间 Her。 它 一 般 是 无 限 维 的 ,而 所 有 同时 满 
足 条 件 (1), (2), (3) 和 式 (15.8-6) 中 ! 十 1 个 条 件 的 过 滤器 和 (2) 的 输出 Y(D) 一 了 (9) 
及 其 均 方 极限 组 成 了 子 空间 Hx,r 中 的 一 个 超 平面 9x, 它 的 维 数 比 Hx,r 的 维 数 少 1+1. 
үзбе) — У) 是 数学 期 望 为 零 方差 有 界 的 随机 变量 , 它 也 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 一 个 向 
В. У) 一 УС) ЕАН НИЕ У) 一 了 ү) 与 超 平面 0x 上 某 一 个 向 量 
ү) 一 Y(o) 的 差 向 量 。 最 优 过 滤 问 题 就 是 要 在 超 平面 9x 上 寻找 向 量 Ў) 一 УФ, 使 
差 向 量 Yi(z) — 7) 的 范 数 平方 最 小 。 根 据 希 尔 伯 特 空间 的 几何 原理 , 要 使 差 向 量 的 范 
数 平方 最 小 ,那么 Ур — УФ 应 是 У) 一 ҮС) 在 超 平面 9x 上 的 直 交 投影 ,Y1Q) 一 
7) ЕН У!) 一 УК 到 超 平面 9x 的 垂 线 ， 由 原点 到 超 平面 的 任意 两 个 向 量 之 差 
向 量 位 于 超 平面 上 ,所 以 了 (7) — 72) 位 于 超 平面 Ох 上 , 它 与 垂 线 Yi(z) 一 70) 直 交 ， 


(YD — Я), УФ — Ў(0)) = 0. (15.8-7) 
由 式 (15.8-5) 知 , У:(#) = УС) = 7), 因此 可 把 式 (15.8-7) 展 成 
КОО ООВ (15.8-8) 


等 式 右边 是 个 待定 的 常数 ， 等 式 左边 的 rrx(c) 一 rsx(c) 是 与 如 (c) 有 关 的 量 ， 其 中 
hr(c) 是 满足 条 件 (1), (2), (3) 以 及 条 件 式 (15.8-6) 的 任意 函数 ,等 式 \15.8-6) 的 右边 
都 是 些 确定 的 常数 。 显然, 如果 


ry,x(0) 一 бо) = — >) сак, << т, (15.89) 
其 中 с, 为 待定 常数 ,那么 在 适当 地 进取 ci 值 后 总 可 以 同时 满足 式 (15.8-8) ЯП (15.8-6). 
而 且 ，Y(z) 一 Y(z) 位 于 超 平面 Ох 上 ,因此 应 满足 等 式 
[доча 一 [Choetao, k=0,1,2,.…1. (15.8-10) 
由 此 可 以 证 明 ， 同 时 满足 等 式 (15.8-8) 和 条 件 (15.8-6), (15.810) 的 ryx(o) — хх (о) 


必然 有 式 (15.8-9) 的 形式 。 
由 于 假定 了 输入 XQ) 是 均 方 连续 的 ， 所 以 只 要 在 0 二 a < Т 内 满足 等 式 〈15.8-9) 
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ШЕ Зо ТЕМА ХЕ 
ғу х(0) — ғ (0) + Уно, О <о<Т. ° (15.8-11) 
利用 相关 函数 和 功率 谱 密 度 的 关系 可 得 到 


с о i | 
1 { ебе [Фу к(а) — Ёт(іо)Ф;(о)]2о + У) ск = 0, 0 о < Т, (15.8-12) 
一 k=0 . 


其 中 Ёо) = Кена 是 最 优 有 限 记忆 过 滤器 的 频率 特性 ， 当 0 < ТАНЯ 
们 可 以 把 上 写成 НН 
1“ 一 ( е Һ(о)до, = 0,1,1, (15.8-13) 
其 中 
Са) = ЕЙ еы, К= 0, 1,. 1， (15.8-14) 
把 方程 (15.8-13) 代入 (15.8-12) 后 就 得 到 | 
ШЕСТОЕ Ё, оу Са) Зее) Шо = 0, 0 Т, (158-15) 
— ”=0 
这 样 就 可 以 用 类 似 于 上 一 节 的 方法 得 出 最 优 的 Р.С) 应 潢 足 的 条 件 : 
(1) РР) 在 整个 o 平面 上 无 极点 ,并 且 ` 
Pi(iw) = FO(iw) + evioT FO)(iw). 
1 
(2) Gr(iw) = Фу, хо) 一 В (1 Фх (іо) + 2) со) 可 以 表示 为 
Сто) = С®(10) + ыы). 


С) 和 С? (о) 分 别 在 上 半 和 下 半 'w 平面 上 无 极点 ,并 在 相应 半 平 面 上 当 jo Ге 
射线 趋 于 无 穷 大 时 它们 都 一 致 趋 于 零 ". 


бз) | бод ро Содо < oo。 
< "фа =" h(a [2..2] = [去 во „601,661 
最 优 过 滤器 的 均 方 误差 为 | : 
?OP 0) + [Ве Р Со)ао 
一 Г. В. (— і0)Ф, «(о)ао, (15.8-16) 


现在 我 们 来 举 三 个 例子 说 明 这 种 方法 的 应 用 。 
例 1， 设 输入 端 只 有 平稳 随机 有 用 信号 Fa, 它 的 数学 期 望 是 个 常数 ,功率 谱 密度 为 


Pr(w) 一 噪声 N(z) =0.. 要 求 设计 最 优 的 有 限 记 忆 为 工 的 线性 预测 过 滤器 ， 


1 
1+0 


1) 这 里 没有 提出 的 于 零 的 速度 的 要 求 ,因为 这 里 只 要 求 在 0 ст < 了 时 [eGr(iw)dw = 0. 
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根据 上 面 的 最 优 条 件 ,我 们 得 到 下 列 原始 数据 : 


1 
gx(o) - Ф(о) =з 1 十 2? Е1($) не”, а > 0, 

Фф жа ебе =ж 21 Ш „гіет 1 
их() T+ Ко) а? 


有 oo) == +: = fi(w) = 0. 
于 是 我 们 就 得 到 | 
Gr(io) 一 Са) + Со) 
ec 一 ЕС) 十 ce-iorFe(io)] + _2 со _ 20 МТ 
(о — (о +0 ‚ 2 xiw . 2 ° 

由 于 在 上 半 % 平 面 , 当 |w| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 с ВЕРЖИ, 所 以 可 以 
令 
ceroe — ФЕЯ) 十 се (0—1) (о + 1) 


Ср) 一 907 ФР бы) 十 -ca 一 


ww — (ое + 2) 1л0 oko — 1)(о + 1) и 
о и) ce 1ЕӘбӘ) — 了 ae(o — бо + 7] 
СР) = To (о + 1) Fa (и — (и 4 1) 


根据 最 优 条 件 (1) 和 (2), FCiw) 和 ЕР) 只 可 能 有 we 0 的 极点 ,不 可 能 再 有 其 他 
极点 。 根 据 最 优 条 件 (3) 可 得 出 ЕС) 和 ЕР) 的 形式 为 
. Е (10) = 20 + 20, ЕФ(іо) = Фусо 十 名 


这 时 
Ри) = ао + д0 十 EivT( ро 十 о) 


Фу == 002 — Сано + аа) 1 со 
СР) о(о — 1)(о + i) + то” 
(2) ію) == — (biw 十 bo) CC0 
СРС) 一 age 一 站 (o + 1) 190° | 
根据 最 优 条 件 (1) 和 (2), А.(о) 的 分 子 在 w 一 0 КУАР, Соб) 的 分 子 在 o = і 
Яо == 0 时 应 等 于 零 ,， G8(iw) 的 分 子 在 w 一 一 1 和 0 时 应 等 于 零 ,因此 得 到 
85 + bo = 0, 
е"— аі 一 40 = 0, 
— 2+ 22 = 0, 
Е до == 0, 


— Бо — 9 = 0, 


再 由 最 优 条 件 (4) [Р.С = ГА) 1. 一 1， 就 得 到 
21 + (一 ГУ + р = 1. 
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现 有 五 个 未 知 数 a6, а, 20, 21 和 co, 六 个 线性 方程 , 其 中 有 一 个 是 不 独立 的 , 这 样 可 以 解 


出 未 知 数 : 
= 16 16 
2 十 了 2 十 了 
а, 一 上 一 < 一;， а= АИТ) 一 -十 1. 
2+ Т 2 十 了 2 十 了 


(==) 
Со == — ЕЯ 
.2 十 了 


最 后 得 到 最 优 的 有 限 记忆 线性 过 滤器 的 传递 函数 是 


Fi(s) 二 ce“ 十 == [a 十 ce-T) 十 а 一 е"), 


最 优 脉 冲 响应 函数 就 是 
1 一 一 
д.0) 2 十 

0:—<0, 

жтт 10) 一作， 


= 800) + 100) 一 10 一 7T) 十 50 一 7T)] +28), 


x 的 图 形 见 图 15.8-1. 最 优 过 滤器 Fz(s) 


的 物理 意义 很 明显 , 因为 不 存在 噪声 , Ч а 一 0 时 最 优 过 滤器 的 输出 УС) 就 是 输入 信号 


ХО 在 + 时 刻 的 值 , 当 o 疡 0 时 ,最 优 过 滤器 的 输 
出 了 (4) 就 是 输入 信号 ХО 在 :时刻 的 值 和 在 闭 区 
МТ, 4] 内 输入 信号 ХС) 的 等 加 权 平 均值 之 
和 。 因 为 输入 信号 的 数学 期 望 是 常数 所 以 是 等 加 权 
的 ,加 权 的 系数 267 是 “的 递增 函数 ， 也 是 有 
限 记 忆 时 间 了 7 的 递 降 函 数 , 当 .7 > 2 时 加 权 系 数 几 
乎 与 区 成 反比 。 加 权 系数 的 特性 是 由 信和 号 的 统计 特 
性 决定 的 . 


А, (0) 


8 
——>= 


. т 
15.8-1 


例 2， 假 设 输入 端的 有 用 信号 中 没有 随机 分 量 ， 它 只 是 时 间 г НО Е АХ (0) = 
п + gx， 参数 go 和 8 是 未 知 常数 ， 嗓 声 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 ， 功 率 谱 密度 


Ф, 一 4» 现 要 求 设计 最 优 的 有 限 记 忆 为 的 线性 预测 过 滤器 .同样 ,根据 假设 ,我 


们 得 到 下 列 原始 数据 : 


Dx(@) = Фу(ш) 一 一 一 ， Фиш) = Фу (а) = 0, 
1 十 о 


Fi(s) = e”, а 2 0, [二 mc| 一 ca，[Fi()].=o 一 1， 


1 一 е мт РЕ: 一 1 Те т 
fw) лю 7” fw) 2жо? 2 * 


因此 我 们 就 得 到 
Ста) = СС) + е °ТС®Со) 
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= [Е (1) + сЕ (о )] + А 1 -一 e-ioT +. [= 一 1 ze] 
(w— (ее + і) И їло И ло? 7) 
$ . 
. FO (9)? —с1 — сию 
СС) = — ЕМО + 2261 со, 
的 ) oo 一 (о + 2) жо? 
С®Со) = 一. FY (jw )w? | с1 + ciiwT - соо 
co — 1)(о +1) ло? у 


根据 最 优 条 件 (1) 和 (2) 中 关于 ВС) 和 С®Со) СФ) ЖАЛТ, Е) 

和 FO(iw) 只 可 能 有 相同 的 二 重 极点 о 一 0， 除 此 以 外 不 可 能 再 有 其 他 极点 。 再 根据 最 

优 条 件 (3) 可 得 出 FPCio) 和 ЕС) 的 形式 为 ИН 
Е) _ ао? ао 十 a у 


о? 


Е (у) = + ро +b 
2 Фо 


这 时 
Вю) = (ал? 十 по 十 ад) 十 о + о + 2) А 
ww 
1 | 
— (ал? + во + в) + = (—с1 — сю) Со? + 1) 


СР) = «(о —1)(ш + 1) ? 


(ban + hot bo) + ert сәт + ева) (ай + 1) 
«(о —3)(ш +1) 

根据 最 优 条 件 (1) 和 (2), РС) 的 分 子 及 其 导数 在 оо 一 0 КАЕ РЕ, СО(іо) 的 分 

子 在 о = іо 一 0 以 及 它 的 导数 在 о 一 0 时 应 等 于 零 ，Gg(io】 的 分 子 在 = — 

和 o 一 0 以 及 它 的 导数 在 о 一 0 时 应 等 于 零 , 因 此 我 们 得 到 

lo 十 2 一 0， 

а + (Г) + в =0, 

— (ао — а, + іа) = 0, 


СС) = 


с 
一 6 一 二 一 0， 
л 
Со - 
29; =з 0, 


л 


= (bo — ё, — ib!) == 0, 


一 а 一 


一 名 十 乞 一 0， 
РТ + ee = 0. 
НВА (4), Во) шо Ро) 一 1， 


$; Pi(iwm) [ко = 5. Е: (10) | ош == іа, 
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可 知 
Ве — Th — iTh + 26 = 2, 
— iboT? — Th — 6iTh, = ба, 
这 样 就 得 到 八 个 未 知 数 о, ат, 42， Бо, ва, 62, со c1， 和 十 个 方程 式 ,其 中 两 个 方程 式 是 不 
独立 的 ,于 是 解 出 : | 


= СОТ + зат + 12а), а, = Т бт + заТ + 2а 
Т + 6 Тз + 972+ 127 Тт*+ 67 +97 + 12Т 
和 一 СТ? + 6Т — ЗаТ? — бат), а = 207° +67 +67 + бот), 
7“ + 67+ 97? + 12Т Т* + 6 Тз + 9 т? + 127 
ъ= Т (172 十 Зат + 9ат + 27) а 7 + 772 БОТ + 9aT+ 128 


Т* + 6 ТЗ + 972+ 12Т 
_ —_ =(2 7+ 6 18+ 6Т + бат) 
7 ТУ 6Т +974 12Т 


最 优 过 滤器 的 传递 函数 就 是 
EiCs) == а) 十 


Т* + 67? + ЭТ: + 12Т, 
_ я(Т+6Т + ЗаТ + 13а) 
Т\ + 6 Т-+ 9 т + 12Т * 


э с 一 


141 一 а _, 4p1 — bo 
| 


5 5 


БАНЯ У РАЗНО, Е | 
Ri) 一 ct) + (іа — ам) + 100) + [ib — ва Т) 1G Т) + 88а — ТУ 


Т + 6Т + ЗаТ + 12а 
一 - гасе) 一 8 一 7) 十 pz 
РР ( +), 


其 中 
(218 + 6Т + 6Т + бат) — (Те +бТ + ЗоТ +129 1+ о<,Ц<Т, 
oo T+ 6 т +97: +12Т 
0,2 < 0, 2 > Т. 
例 3， 假 设 平稳 随机 过 程 的 数学 期 望 是 某 个 常数 ,功率 谱 密度 仍 是 і» 那么 怎 
样 根据 平稳 过 程 在 有 限时 间 区 间 上 测 得 的 值 来 估计 此 过 程 的 数学 期 望 ， 并 使 估计 的 均 方 
误差 最 小 ?我 们 把 它 化 为 类 似 于 例 2 的 问题 。 这 时 信号 是 某 个 未 知 常数 ;把 平稳 过 程 与 


它 的 数学 期 望 的 差 看 作为 噪声 ,功率 谱 密度 Фо) 一 Фа) 一 -一 ， 并 且 预 测 时 间 
a 一 0。 根 据 这 些 条 件 可 以 求 出 


pl аке 1 
mm а FT ®7 ат 
因此 ,数学 期 望 的 估计 应 是 | 
А 1 —_ т 7 
тт = Е +ха г)+ | X(t 一 7)dr |， 
这 时 估计 的 方差 为 
а = 2х 
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可 以 看 出 , 当 了 工 趋 于 无 穷 大 时 估计 的 均 方 误差 о 趋 近 于 零 ， Шо [0%] = 2 =, 如 果 我 
们 只 用 
ит. 一 二 人 Ха —– т)дт 


来 估计 数学 期 望 , 即 把 有 限 区 间 内 测 和 导 的 值 作 简单 平均 ， 那么 这 种 估计 仍 是 无 偏 估计 , 但 
‚ 是 估计 的 均 方 误差 要 比 最 优 估计 的 大 ， 


7) > 


可 以 看 出 当 то іа. 


假设 有 一 个 平稳 随机 过 程 ， 它 的 功率 谱 密 度 是 o 的 有 理 函数 ， 现在 要 估计 此 平稳 随机 
过 程 的 数学 期 望 ,那么 最 优 估 计 的 均 方 误差 oj 仍 应 满足 下 列 极 限 关 条 : 
Ш [0%;Т] 一 2z0v(0)， 


. т 
т т =3 і. 
тт 
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在 很 多 控制 系统 中 ,常常 需要 在 随机 噪声 的 干扰 作用 下 把 信号 f(z) 探测 出 来 ， 例 如 ， 
信号 检测 系统 就 是 要 在 随机 噪声 干扰 作用 下 判断 噪声 中 是 否 夹杂 有 信号 或 估计 信号 中 的 
参数 值 . 在 这 类 控制 系统 中 一 般 总 是 附 有 一 个 检测 过 滤器 ， 它 的 作用 就 是 加 强 通 过 过 滤 
器 后 信号 与 噪声 的 强度 比 ,然后 使 检测 过 程 更 加 准确 ， 例 如 ,在 脉冲 制 雷 达 中 如 果 存 在 回 
波 脉冲 而 且 信 号 中 不 夹杂 噪声 ， 那 么 它 的 形状 一 般 是 固定 的 ， 当 回 波 脉冲 出 现时 信号 达 
到 它 的 最 大 强度 . 如果 在 信号 中 夹杂 有 随机 噪声 , 回 波 脉 冲 在 时 刻 出 现 ,那么 夹杂 有 嗓 
声 的 信号 在 通过 过 让 器 后 在 如 时 刻 应 给 出 最 小 的 信号 变形 , 即 过 证 器 输出 的 信和 号 与 噪声 
的 强度 比 在 ww 时 刻 应 最 大 . | 

假设 过 滤器 的 输入 是 夹杂 有 噪声 的 信号 

Хо) = Ке) + NG), (15.9-1) 
信号 Ко 是 某 个 确定 的 时 间 函 数 , 噪声 NN(z) 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 , 它 的 功率 
谱 密 度 是 Bn(w)， 如 果 过 滤器 是 线性 的 , 它 的 输出 是 夹杂 有 噪声 愉 (z) 的 被 变换 了 的 信号 
Кг), 其 中 о Мо 分别 是 信号 f(z) 和 噪声 МС) 单独 作用 于 过 滤器 时 的 输出 . 显然， 
过 滤器 必须 是 稳定 的 , 物理 可 实现 的 , 而 且 输 出 的 噪声 应 是 方差 有 界 的 , 即 过 滤器 的 脉冲 
响应 函数 h(z) 满足 下 列 条 件 : 

(1) щу< оњ, А00) = 0, 


а (оа <. 


(3) |" ООС 一 2414, < оо, 
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最 优 检测 过 滤器 应 使 得 经 过 过 滤 作 用 后 的 信号 К) 在 4 时 刻 的 值 实际 上 和 К) 相同 , 即 
满足 约束 条件 

та) 一 Кв) == const， . (15.9-2) 
同时 输出 的 噪声 的 强度 最 小 


[МР = пи. = _ (159-3) 
因此 问题 就 可 以 化 为 在 КР), wo 以 及 Bn(w) 已 给 定 的 情况 下 ,确定 最 优 检测 过 滤器 的 传 


递 函数 2+) 或 脉冲 响应 函数 $C) ， 使 得 与 它 相应 的 Се) 和 ов 
{LSCo — 24 (в)} = ша [NGF — 24), | (15.5-4) 


其 中 7 是 拉 格 六 日 乘 子 ， 由 约 东 条件 式 〈15.9-2) 确定 . 显然 ， Ч ЕЯ, (15.0-2) 和 
(15.9-3) 满足 时 ， 


РИМ == пах, 
即 在 时 刻 信号 与 噪声 的 强度 比 最 大 。 这 一 类 问题 可 以 化 成 第 15.8 节 中 已 讨论 过 的 问 
题 来 解决 .下面 叙述 扎 弟 (Zadeh) 和 拉 格 基尼 (Ragazzini) 解决 此 问题 的 结果 Pu 
如 果 随 机 噪声 N(x), 一 co < < оо 的 功率 谱 密度 Bn《w) 能 够 分 解 成 

Фу(ш) = iw IV(— іо), (15.0-5) 
其 中 Со) 的 零点 和 极点 都 在 上 半 中 平面 上 。 我 们 引进 成 型 滤波 器 1/8(*)， 它 的 输出 
信号 和 噪声 分 别 是 了 (z) 和 №) ( 见 图 15.5-1)， 假 设 确定 的 信号 10), 一 oo <， < оо 
的 傅 里 叶 变 换 是 SCiw)， | 


SGio) = (fea, | (15.9-6 
那么 о 
о” Зб) еби, | (15.9-7} 


НХ) i 


图 15.5-Г 
此 时 ЛС) 的 功率 谱 密度 Фу (о) 一 1, 它 的 相关 函数 
ry/(g) = мб (о). 《15.9-8》 
假定 输入 为 了 f(z) Ж М (2) 时 最 优 检测 过 滤器 的 传递 函数 是 ЁС) Вава С), 
那么 


BC) = Ё' (ғ) 


(15.9-9) 
А е ) 


于 是 最 优 检测 过 滤器 的 输出 交 :) + МО) 可 以 写成 
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Ко = "РОО — оао, (15.9-10) 
以 及 | | 
| М = [сомо — с)4, (15.9-11) 
输出 噪声 的 均 方 信 就 是 | 
| Р = оона — одла, 
ЖЕНИ №) 的 相关 函数 的 特性 可 以 写 出 
ПФР = [осо (15.9-12) 


利用 方程 (15.9-10) 和 (15.9-12) 可 以 把 方程 (15.9-4) 写成 
х [фра — 24 ОС — 04 


一 па = [исо та —2 ВОС 一 ра}. (15.9-13) 
方程 (15.9-13) 对 任意 确定 的 函数 了 (4 一 0) 成 立 的 必要 和 充分 条 件 是 
8 一 之 Fa 一 站 ,0， (15.9-14) 


自然 , 实际 上 可 实现 的 系统 当 : < ОР = 0， 换 名 话说 , 对 于 任何 5 > 0, РС) 

802) 的 最 优 反 应 函数 恒 等 于 信号 了 Cz) 对 to/2 的 镜 象 《 见 图 15.9-2)， 对 于 白色 噪声 的 特 

殊 情况 ,在 早 些 时 候 这 个 结果 就 已 经 知道 了 ,首先 推导 出 这 个 结果 的 是 诺 斯 (North)™， 
由 方程 (15.9-14) 和 (15.9-7) 可 得 到 | 


PF'(iw) == сена = 二 [fC 一 ета 
= 2 ”ie 5(— 10). йо), п) јоу 一 
2, | Шо) 4, (15.9-15) 


0 1 
2 
图 15.9-2 
此 结果 与 方程 (15.5-18) 的 形式 类 似 ; 所 以 | 
ил А [2755 ғ) | 
ғо = = | 到 (一 >) |.. | (15.9-16) 
再 根据 方程 (15.9-8) 就 得 到 输入 为 Ко 和 N(z 时 最 优 检测 过 滤器 的 传递 函数 : 
е5 5) | _ 
Ро) 01| 1 (— ғ) | ， (15.9 17) 
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其 中 1 由 约束 条 件 《15.9-2) 确定 . [ + 仍然 表示 只 取 极 点 在 左 半 5 平面 的 那 一 部 分 分 
Ж, 也 就 是 要 使 传递 函数 ЁС) 是 稳定 的 ,实际 上 可 实现 的 。 如 果 要 求 的 最 优 检测 过 滤器 
是 有 限 记 忆 的 ， 那 么 根据 第 15.8 节 中 的 方法 也 不 难 求 出 最 优 的 FCs). ХГ ТЕ: = 
NC) 的 有 限 记忆 最 优 检测 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 是 

А Ки 1) в<:<Т 


д.00) =. (15.9-18) 
0 #30, #>Т. | 


15.10” 非 平稳 随机 过 程 的 最 优 线 性 过 滤 


在 有 的 工程 系统 中 会 遇 到 非 平稳 的 随机 过 程 ， 它 的 数学 期 望 可 以 是 零 或 某 种 时 间 函 
数 ， 重 要 的 是 它 的 相关 函数 是 两 个 变量 的 函数 。 对 这 种 非 平 稳 过 程 要 求 进行 滤波 .本 节 
将 介绍 对 非 平稳 过 程 最 优 过 涯 的 设计 方法 . 最 优 过 滤器 将 在 线性 变 系数 系统 中 去 寻找 ， 
最 优 的 准则 仍 是 真实 过 滤器 的 输出 是 无 偏 的 , 且 它 与 理想 输出 之 间 的 均 方 误差 最 小 . 

我 们 先 从 类 似 于 第 15.5 节 的 简单 情况 开始 . 假定 系统 的 输入 X(z) 是 有 用 信号 ЕС) 
和 噪声 的 又 加 

ХС) = Е) + МО, (15.10—1) 
它们 都 是 数学 期 望 为 零 方差 有 界 的 非 平 稳 随机 过 程 . 设 过 滤器 的 理想 输出 У.) 是 信号 
Е(+), 一 co <, < со, 的 已 知 线性 变换 


YC2) =. (1 )Е(о)а0, 2. (15.10-2) 
其 中 加 (1, т) 对 任意 46，(0 << co) 是 在 一 ce <0 < оо 上 绝对 可 积 的 函数 或 是 8 函 
数 及 其 高 阶 导数 ， 设 输 入 作用 是 从 : 一 0 开始 作用 于 过 滤器 的 , БК УФ 为 
ҮС) = |, о) Х(с)00,0 <: < оо, (15.10-3) 
其 中 h(1, с) 是 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 , 它 满足 下 列 三 个 条 件 : 
(1) 当 g 过 1 时 , h(1, с) 一 0. 
(2) 对 任何 0 委 : 上 < о, |1, с) |40 < оо, 


(3) | [ h(t, 01)h(t, оз) ғх(о — odoido, < оо, 


这 就 是 说 ,系统 是 物理 上 可 以 实现 的 ,稳定 的 且 输 出 是 均 方 有 界 的 .最 优 过 滤 问 题 就 是 要 
在 这 一 类 系统 中 寻找 最 优 的 系统 用:, с), 使 其 相应 的 输出 满足 
YC — Фр = мау: 6) — УС, 0 < < оо, (15.10-4) 


同样 ， 根 据 希 尔 伯 特 空间 的 几何 原理 ， 要 满足 条 件 式 〈15:10-4)，Yi(z) 一 ҮС) 必须 是 
YQ) 到 于 空间 НХ 的 垂 线 , НХ 是 由 所 有 可 能 的 过 滤器 h(z, с) 的 输出 及 其 均 方 极限 组 成 
的 ,因此 垂 线 与 子 空间 НХ 内 任 一 向 量 直 交 | 

(У — У), Х(и)) = 0, ОЗиЗь . (15.10-5) 
根据 数量 积 的 定义 我 们 得 到 | 
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ry,x(t, и) 一 "х0 и), 0 Eu . (15.10-6) 
再 根据 线性 变 系数 系统 输出 输入 的 互相 关 函 数 和 系统 脉冲 响应 函数 的 关系 ， 可 以 把 方程 
(15.10-6) 写 为 | 

ғу х0 и) = бота, и)до == 20, с)ғ (с, и)ди, 0 <и< г, (1510.-7) 
由 于 输入 的 各 种 统计 特性 (相关 函数 ) 和 Бе, с) 已 给 定 。 故 方程 (15.10-7) 的 左边 已 给 
定 , 右 边 积分 号 内 rx(o，w) 也 给 定 , 因 此 求解 0, с) 即 意 味 着 求解 伏 尔 得 拉 型 积分 方 
程 (15.10-7)。 这 类 方程 要 得 到 解析 解 , 在 一 般 情况 下 是 比较 困难 的 , 只 能 用 逐次 逼近 法 
或 数值 求解 法 。 输入 通过 最 优 过 滤器 后 最 小 的 均 方 误差 为 ‖z1(?) 一 Фр, ЕАР 
后 得 到 
оз (2) == YD — Я = (е, 0) — 291) + 8,8), 

因为 

па 0 = | rakes Ue, odg, 


(2,0) = | ryx(t, с) а, o)do, 
根据 等 式 (15.10-6) 就 可 以 得 到 ryy(1, 让 一 ry(1, 1z)， 所 以 最 后 得 到 
0 = ту (15 Е) — #9, 2) 
= [үр — | | hz, л)? (, в.) т „(0 о) 201), (15.10-8) 
假定 系统 的 输入 хо 包含 三 个 部 分 ,除了 数学 期 望 为 零 方差 有 界 的 非 平稳 随机 有 用 
信号 FG) ЖИ МО) 外 还 有 用 非 随机 的 时 间 函 数 g(x) 表示 的 有 用 信号 , 2) 在 有 限时 
闻 区 间 [0, 51 内 可 以 用 : 的 有 限 次 容 多 项 式 表示 : 
CD 一 Уи, <<, = (15.10-9) 
к 0 2 
其 中 5А, к= 0,1, :..-,1 为 未 知 常数 。 过 滤器 的 理想 输出 У. 是 有 用 信号 的 已 知 线性 
变换 : | | 
ү = се, одсео) + Е(0)100, 0:6, (1510-10) 
其 中 有 有 (1, о) 对 任何 0 过 :过 5 来 说 是 在 [0, 5] 上 给 定 的 某 个 绝对 可 积 函数 或 是 5 函数 
及 其 高 阶 导数 ,并 且 | 
Г Ас, oR, в) (0, oz)doidaa < оо, 
设 输 入 作用 ХС) 是 从 :一 0 的 时 刘 开 始 作 用 于 过 滤器 的 , 它 的 输出 了 (Gz) 为 
Ү(:) = во, ох Содда, ==, (15.10-11) 
其 中 (+, с) БКНИН РАЎ НЕ ГУ: 
(1) 当 o 1 或 go 二 1 一 TT 时 , 811,0) = 0. 
(2) 对 任何 0< < Ь, |А, с) |40 < оо, 


б) | ње, оз), о) (01, 02)doido < оо, 


таже -4- 
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最 优 过 滤 问 题 就 是 要 在 这 一 类 系统 中 寻找 最 优 的 (е, а), 使 得 其 相应 的 输出 У) 对 任 
агт, ЖЕН. ҮС) — ҮС) 一 0， 和 均 方 误 差 最 小 
ГУ) — ФР = піп Узб) УФЕ, 


根据 等 式 (15.10-10) Ж (15.10-11) 所 有 满足 无 偏 条 件 的 过 滤器 к, с) 对 任意 固 
定 的 TT 志 1 这 4 必须 满足 


|, Vala = | о, деда, (15.10-12) 
由 于 g4 是 未 知 常数 , 故 条 件 式 (15.10-12) 就 等 于 条 件 组 
љо, Il)asdr == АС, ootdo, К = 0, 1,--., 1, (15.10-13) 


最 优 的 д.02, с) 必须 在 满足 式 (15.10-13) 的 А, (2, о) 中 去 找 。 
同样 ,所 有 满足 于 条 件 (1), (2), (3) 和 条 件 组 式 (15.10-13) 的 过 滤器 hz(i, 0) 的 输 
出 УФ – УФ, ТФ. <, ЖЕНЕ ТЯ Ох, 最 
优 的 输出 Ў Со) АН (У) 一 ҮС) 是 向 量 СУ.) 一 Yi) 到 超 平面 Ох №8, 
它 与 任何 位 于 超 平面 上 的 线段 直 交 
(Ү(2) — 7@), УФ) — YO)) 一 0. о. (15.10-14) 
根据 数量 积 的 定义 ， 把 式 (15.10-14) 展开 后 得 到 
Рысь осн (0 9) — rox) do = аб 0) — а, 2, (15.10-15) 


АС, с) 是 满足 条 件 (1), (2), (3) ЯБА (15.10-13) 的 任意 函数 .等 式 〈15.10-15) 
的 右边 是 待定 常数 ,左边 的 [ry (000) — грх(, o)] 5 В (а, с) 有 关 ; (0, с) 也 必须 
满足 条 件 (1), (2), (3) 和 式 (15.10-13), 而 条 件 组 式 (15. 10-13) 的 右边 都 是 些 确定 的 
常数 ， 所 以 得 出 

гух(5 9) — гзх(1, 0) = У ct)ok (Тож и, (15.10-16) 


= 0 


其 中 сг) 是 待定 的 + КАК. АНА Л Е БН КЙ 
以 得 到 


ес, с)ғ (с, и)ас 一 h(t, с)ғр (о, ч)до 十 >) адн, 1—Т< и 1, 


(15.10-17) 
解 联 立 积分 方程 (15. 10- -17) 和 (15. 10-13) 就 可 以 求 出 最 优 脉 冲 响应 函数 (1, т) Ж. 
正如 前 面 所 说 ,要 得 出 20 т) 的 解析 表达 式 在 一 般 情况 下 是 不 太 可 能 的 ,只 能 求 出 它 的 
近似 解 或 数值 解 . 
同样 ,由 最 优 过 滤器 和 (1, т) 所 产生 的 最 小 均 方 偏差 为 
О = ғу (1, — 2ry 3(15 17) + rz, 2), 
由 于 满足 方程 (15.10-16)， 可 以 得 出 


$ 
њаб 0) 00 + У) 9 | (2, с)скас 
ИС #20 т 
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| А 
= rz) 十 У Ө |с, одеа, (15.10-18) 
(о. RO 
于 是 ,最 后 得 到 


Ц А 
9 == ғу (2,1) — 190051) —2 У 9 | hlt, о)с^ас .. 
к=0 —® 
+ ғ 
= гу (2, 1) 一 Г. К с, obs, oa)rx(al。 01) 40140 


i ГА .. 
-2> екон, демо. (15.10-19) 
„== 0 


现在 我 们 来 介绍 一 种 最 优 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 А (е, с) 的 近似 计算 方法 ca， 利 用 
这 种 方法 可 以 很 快 地 求 出 足够 准确 的 С, с) 来 ， 而 且 这 种 和 (1, с) 是 物理 上 可 以 实现 
的 。 因 为 平稳 随机 过 程 是 非 平稳 随机 过 程 的 一 种 特例 ， 所 以 这 种 方法 在 求解 平稳 随机 过 
程 的 最 优 过 滤 问 题 中 也 可 以 应 用 . 
假定 任意 一 个 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 是 hz(1, с), 由 于 它 应 是 无 偏 的 ,所 以 它 所 造成 
的 均 方 误差 是 
oC == YD — УС = а, — 2,9 (Е, 1) - га, 0 
00-2 Ыб, в [hss ore(oo овом, 
+ [| ањо, ооба адвтат, та, (4540-20) 
ЭВ (а, в) 就 是 在 满足 条 件 组 式 (15.10-13) 09, о 取 条 件 极 小 值 。 利 用 
拉 格 朗 日 乘 子 法 将 条 件 极 值 问题 化 为 绝对 极 值 问题 , 为 此 我 们 作 一 个 如 (1, о) 的 二 次 泛 
5: 
Квт) 一 Г ло, су): (2, or) rx (аль 9) ос; 


: А 
— 2 љо, о) Гле, ол) вх (01, 01)201093 
1 р 
一 人 ас, Т<:<0, 15.10-21 
25) А љо, 0)o с, ( 2 ) 


式 中 44 ВНЖ НР. ЭВ ор 取 条 件 极 小 值 的 和 (1, с) 就 是 寻找 使 泛 函 1(h7) 取 
极 小 值 的 各 (+, о), 其 中 л, 由 条 件 组 式 (15.10-13) 确定 。 等 式 (15.10-21) 可 以 写 为 


р? А 
к) 一 | [| ыбьоь а, дук ба, аата, 
А | 、 
一 2 РС, 9:)Ф(1, 0:)4:, TT 1b, (15.10-22) 
其 中 | 
А | І | А 
p(t, о) 一 Г 5102, ot)rrx(oiy Ф) 491 一 Уди", (15.10-23) 
.类 =0 


ФС, оп) 一 般 是 在 [1 一 7 了, | 区 间 内 对 0 的 平方 可 积 函 数 。 因 为 和 (4, оп) 在 一 般 的 情况 
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下 可 能 包括 8 函数 及 其 高 阶 导数 ， 所 以 我 们 要 在 广义 函数 类 中 来 讨论 二 次 泛 函 的 极 值 问 


" 在 区 间 [+ Т, 0] 上 定义 的 广义 函数 的 线性 空间 内 我 们 引入 两 个 向 量 的 内 积 为 
《x，y)4 一 [ое gi)andos, (15.10-24) 
向 量 的 范 数 平方 为 
= Cx, к), = [ядру Соз, дао. (1510-05) 


由 于 相关 函数 rx(a1, оз) 的 对 称 性 和 正定 性 ， 这 样 定 义 的 内 积 满足 希 尔 伯 特 空间 内 积 公 
理 . 在 这 个 函数 线性 空间 内 加 上 所 有 这 个 空间 的 函数 序列 的 极限 点 就 组 成 了 一 个 希 尔 伯 
特 空间 ,我 们 记 为 4， 显然 Hs 是 包括 了 一 切 对 rx(o в) 平方 可 积 卫 数组 成 的 希 尔 伯 
特 空间 .一切 在 [: — 了,:] 上 平方 可 积 的 函数 组 成 希 尔 伯 特 空间 Н, 在世 空间 内 两 个 向 
量 的 内 积 和 范 数 平方 分 别 为 


(х, у) = |00) Со), | (15.10-26) 
а] С, а) = | оао, (19.10-27) 


显然 所 有 属于 空间 态 的 向 量 一 定 也 是 Hi 空间 中 的 向 量 , 反之 则 不 然 。 等 式 (15.10-22) 
右边 的 后 面 一 项 是 hr(:, оз) ЄН, НАНЕ А, РЕН ЯО, 否则 求 J(hr) 的 极 小 值 就 没 
有 意义 了 .根据 泛 函 分 析 中 的 黎 菊 定理 ,总 可 以 在 Н. 中 找到 唯一 的 向 量 фе 使 得 


全 co op, dm = (hr, в"), 


一 МТО oD) ф* (1, ол)гх (ль оз), - 
Т<:# <, ВЕНА. (15.10-28) 
这 样 二 次 泛 函 №) 就 可 以 写 为 | 
ХА) == (Аг, Аг) а 一 2(йт, 9*)4 


= (hr — ф*, hr — Фф"), — (ф*, ф*) л. (15.10-29) 
由 此 得 到 当 hr == фе 时 ,J(hr) 最 小 
„лип /Rr) = — (фт, фт) а = — |р" |4, (15.10-30) 


要 求 得 准确 的 фе Є Н, 是 比较 困难 的 ， 现 在 我 们 用 在 [1 一 了, +] 内 平方 可 积 的 函数 来 逐 
次 通 近 pg*。 式 (15.10-22) 也 可 表示 为 在 互 空间 内 的 二 次 泛 函 ЛСА), hr € H， 
т) == (Вт, АҺ.) — 2Chr, ф), hr, ФЕН, (15.10-31) 
其 中 4 是 线性 算 子 
АҺ. 一 њо, о1)ғх(01, 0,)403, (15.10-32) 


由 于 相关 水 数 rx(o1, о) 具有 对 称 性 和 正定 性 ,所 以 4 是 对 称 算 子 

(Ах, х) = (х, Ах). 
在 开始 时 可 取 任 意 的 А, ЄН 作为 pg* 的 零 次 近似 ， ПЖ (А, ) 在 №, 
点 的 梯度 向 量 21, 它 应 使 4 [/(Ат, 十 sz)]/ de |. 达到 最 大 值 , 其 中 =еН. 根据 方程 
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(15.10-31) 我 们 得 到 (参看 第 2.8 节 ) 
ЈР, + ez) = Rr) + 2=Е(АЙт, —ф, 2) + Е (Ах, 5), 
АГА, + ==) |5 = 2(4№, — Ф, 2), 


显然 梯度 向 量 
21 一 Ах, 一 9。 (15.10-33) 


当 hy 点 从 hr, 点 沿 梯 度 向 量 zi 变化 时 , 在 hr = 局 ,十 в АА г) 将 取 极 小 
值 ,由 于 
[ЈА + e121)] == 204, — Ф, 21) + 2810441, 2), 
1 四 


所 以 


бао №, $) za (15.10-34) 
' {21, 421) (21, 421)" : 


因此 以 А 一 А + 8&121 为 一 次 近似 时 /pzr,) 比 7(Jz,) 有 最 大 的 减少 .依次 类 推 , ф" 的 
次 近似 为 

hr, == hr,_, + 6,2,5 

=, = Ай, — Ф, 


6, = — (2,, 2,)/(=,, Az,). | (15.10-35) 
把 式 (15.10-35) 代入 方程 (15.10~31) 可 以 得 到 
А) — ы,) = 2-90, (15.10-36) 
za; 42,) 


由 此 可 见 (ЛСА) 是 单调 递 降 序列 , 它 有 下 界 — е1. 所 以 序列 ЛСА.) 是 收敛 的 ， 
К) — К) — 0, п оо, 

并 且 可 以 证 明 {hz,} 在 空间 Hi 中 收敛 于 Ф*. Ш Ф* ЄН, 但 "ЕН 时 ,序列 {hr,} 在 空 

нтв. | 


类 似 地 ,我 们 可 以 按 | Е 
hh — hz, — &2,, @ 为 某 个 正 数 ， 
2, = 4hr —Ф (15.10-37) 
来 求 逐次 渐 近 于 фе 的 函数 序列 。 可 以 证 明 , 当 0 <а< < 时 逐次 渐 近 的 函数 


序列 一 定 收敛 于 wp*(r, т) = 0.02, т), 但 是 它 的 渐 近 速度 要 比 按 最 速 下 降 法 式 (15.10-35) 
求 出 的 序列 慢 ， 在 一 般 情况 下 两 种 序列 的 收敛 情况 相差 不 大 。 有 时 用 最 速 下 降 法 式 
(15.10-35) 比较 麻烦 ,所 以 也 常常 应 用 式 (15.10-37). 
例如 ,过 滤器 的 输入 XC) 一 g(z) 十 NC7). 信 号 Е) = go + и, НИ go, 8 为 未 知 常 
数 。 噪声 NG) 的 数学 期 望 为 零 ， 相 关 函 数 rw《n， п) == еы, а На Ш 
У) 一 8) ， 现 在 要 寻找 最 优 的 有 限 记忆 Т = 1 的 线性 过 滤器 .我们 用 式 (15.10-37) 
来 求 逐 次 渐 近 序列 . 令 hz,(1,7) = 1, а = 1/2, 那么 求 得 фе 的 二 次 近似 就 是 
вт, (15 0) = 4.029 — 6.088(1—в) + 0.1322е—20-9) — 0.0454 200—0 


i 
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— 0.0125(1 — с)е 0—9 十 0.0125(# 一 “)е-°-0, 一 1 ои, 
这 个 近似 已 经 比较 好 , 它 所 引起 的 均 方 误差 只 有 0.375, 而 最 小 的 均 方 误差 为 0.316 。 


15.11 随机 过 程 的 卡尔 曼 滤波 方法 


在 第 15.5 节 中 已 经 指出 ， 平稳 随机 过 程 的 最 优 线 性 过 滤器 是 个 线性 常 系数 系统 ， 它 
的 脉冲 响应 函数 Cz) 应 满足 维 然 - 何 甫 方程 


по = | Ho) rx — одла, (15.5-7) 


我 们 不 直接 由 这 个 积分 方程 求解 Се), 而 是 通过 功率 谱 密 度 来 求 最 优 线 性 过 滤器 的 传递 
函数 F(*)。 对 于 非 平稳 随机 过 程 ， 在 上 节 也 已 指出 最 优 线 性 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 
Ка, с) 应 满足 维 纳 - 何 甫 方程 ; 


пб н) 一 人 Me а)ба, дао, (15.10-7) 


它 也 需 满足 前 几 节 所 述 的 限制 条 件 。 入:, о) 是 个 线性 变 系数 系统 , 无 法 用 谱 分 解 和 传递 
函数 的 方法 ,而 直接 解 积分 方程 (15.10-7) 又 比较 困难 , 即使 用 最 速 下 降 法 或 梯度 法 来 近 
似 计 算 也 很 不 方便 ,卡尔 曼 (Kalman》 提 出 了 一 种 递 推 式 滤波 器 9, 他 不 是 从 维 纳 - 何 
雨 方程 出 发 ,而 是 直接 从 信号 模型 出 发 ,用 递 推 的 办 法 或 求解 微分 方程 的 方法 来 求 最 优 线 
性 滤波 器 的 结构 和 其 中 的 参数 一 一 最 优 增益 ， 最 后 得 到 一 种 动态 跟踪 系统 。 这 种 滤波 方 
法 的 主要 特点 是 适合 用 数字 计算 机 进行 运算 ， 这 对 实时 数据 处 理 有 很 大 的 优点 . 随 着 数 
字 计 算 机 的 普及 ， 这 种 滤波 方法 得 到 了 广泛 的 应 用 。 下 面 为 了 说 明 卡 尔 曼 证 波 方 法 与 维 
纳 - 何 甫 方程 内 在 联系 ,我们 将 从 维 纳 - 何 甫 方程 出 发 来 求 出 卡尔 受 滤波 器 的 结构 和 最 优 
参数 的 表达 式 ， 

假定 FG) 是 待 检测 的 有 用 信号 , Ме) 是 泥人 的 噪声 ， 送 到 注 波 器 作为 输入 的 是 观测 


вхо, 它 满足 下 列 观测 方程 : | 
Х(2) = cc FO + М(, (15.11-1) 

式 中 cQ) 是 某 一 已 知 变 参 数 ; 待 检测 信号 是 下 列 微分 方程 (信号 模型 ) 的 解 ， 
2. F(D = a FO) + КО, (15.112) 


式 中 о), БС) 都 是 已 知 变 参数 ; W (z) МС) ЕНН ЗНАМ, ПН 
在 同一 时 刻 的 值 才 相 关 ; == О 时 刻 的 信号 ЕСО) 是 个 数学 期 望 为 零 、 РЕ 定 的 随机 
变量 , 它 与 1 > 0 时 的 下 (以, NG) 都 不 相关 ;因此 
И’ (+) =0, М0) = 0, ги(1, 0) =з.0%(:)8(: — с), 
702,0) = 0% (#)6(1 — с), тина, 9) = ғум(2)801 — 0), 
тик (1) = "ме (Е), ЕСО) = 0, тм (0, 2) = 0, 
rew(0,2)=0, #>0. (15.11-3) 
从 式 (15.11-3), (15.11-1) 和 (15.11-2) 可 知 ， 
(1) 待 检测 信号 F(z) 和 观测 值 X(5 的 数学 期 望都 等 于 零 ， 
(2) (0), NG) 与 + 时刻 以 前 的 信号 (0), 观测 值 XCc),a 二 + 都 不 相关 , 即 
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rwr(tfs 0) == 0, rwx(fs0) = 0, rwr(t, 0) = 0, акб, 0) = 0, с< 2, (15.11-4) 
ОВА НЕ ТАТАЙ, ВЕНЕ НЈААВ ИН Yi(o 就 是 被 检测 信号 本 身 


Ү(:) = Е@), | (15.11-5) 
线性 过 滤器 输出 YQ) 与 输入 观测 值 ХС) 的 关系 是 
У(р 一 | В(Е, 9) Х (940, (15.11-6) 
输出 У 与 理想 输出 Y:(9 之 间 的 误差 记 为 
E(t#) =з YG) 一 了 Y() = FC) — У(р. (15.11-7) 
{0 ЕТТУ, Н АЕ Д ВАРТ 37 
YC) 一 0， ECQ) = 0, (15.11-88) 


我 们 知道 ， 为 了 使 输出 的 均 方 误差 Е) 最 小 ,最 优 线 性 过 滤器 о с) 必须 且 只 须 满足 
维 纳 - 何 责 方程 : 7 
т, х (1; и) = rex(t, и) 一 | (а, в) х(а, Wdo == ryx(ts и), 0 иа, (15.11-9) 
它 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 几何 解释 就 是 信号 向 量 FC) 与 观测 值 向 量 的 内 积 等 于 最 优 线性 
过 滤器 最 优 输出 7) 与 观测 值 向 量 X(w) 的 内 积 , 也 就 是 说 最 优 输出 УС) 是 信号 РС) 
在 所 有 观测 值 X(x),0 委 w 1 组 成 的 线性 子 空间 Hx 上 的 直 交 投影 ; 均 方 误差 最 小 的 输 
出 误差 (о) 就 是 由 信号 FQ) 到 子 空间 的 垂 线 , 它 应 与 直 交 投影 了 (2) 正 交 
229151) = гру, t) гр 7) = 0. (15.11-10) 
首先 ， 对 积分 方程 (15.11-9) 的 两 边 ,对 .: 求 偏 导数 ， 根据 相关 函数 的 定义 ， 应 用 关系 
式 (15.11-1)—(15.11-5) 不 难得 到 对 г 的 偏 导数 为 
њаб, и) = > "вх, и) 
一 a(Drrx(tyw) + Вх (2, ro 一 ea(Drrx(t и), (1501-11) 
2 о, с), (с, udo 
Ӧ; Јо 


9. 
ә; 


== | 800, о) rx(o, и)дс + е г), (2, и) 


== | WC (о, u)do + #(, 1) [crexlt, и) + rwx(t, и)] 
д; 


- [12% эк д?й, о), х(с, и)аа + (а, етих (Е, и). (15.11-12) 
当然 它们 应 该 是 相等 的 . ана (15.11-9) 有 | 
[ahs о) — а, деф, о) 一 Әйа. 2? rx(o, и)до = 0, Оби, 


因为 rx(o, и) = с(а)в(в, и)е(и) 十 rw(o,w)， 它 不 等 于 零 , 所 以 К, с) 要 满足 式 
(15.11-9) 22 В.Н? 

(а, в) — Кё, Эда, с) 一 
闻 时 ,由 式 (15.11-6) 和 (15.11-13) 可 得 到 


A =0, о<ожа (15.11-13) 
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一 - 010) = 4 | №, о)Х(а)ас = | 


Эка, ө) Х(о)ас + Ки, ОКО) 


一 | [аСо) (2, о) — (2, eR, с)1Х(о)дс + а, к 


= аг) Ў (0) 一 hr, el YG) + 0, XC) 
= a 7) — Же, (Ха) — cl) YO) 1, 


记 1 
КС) 一 002, 0), | (15.11-14) 
为 最 优 增益 系数 ,那么 最 优 线性 滤波 器 的 输出 就 是 下 列 方程 的 解 : 
| = Ў) = «ФФ + ах СР) — со], 5-5) 
它 的 初始 条 件 是 | 
7(0) = 0, 2 (18.11-16) 


从 上 式 可 以 看 出 ， 为 了 得 到 I 滤波 器 的 最 优 输出 Ў С) ， в №. НЕ 
(15.11-2) 可 得 | 


FO) = pli, 0)Е(0) + | pl, оо) (ово, (15.11-17) 
其 中 pl:, с) 是 式 (15.11-2) 的 基本 解 , 它 满足 条 件 
2 0) (фи, 0), 
аг 
Ф(1, а)ф(с, г) = ФИ, 1) =1, (15.11-18) 
考虑 在 区 间 0 < x о 中 的 维 纳 - 何 甫 方程 (15.11-9)， 并 令 “ 趋 于 /。 由 相关 函数 的 性 


质 可 以 推 知 
ry, x(ty #) = rpx(t, и) 一 rr(z， дси) + rgn(t, и) 


= (2, ис (и) + lt, Ormw(0， и) + |} (в, Borns ado 


== = деи) + Pht, и) (и) тин(и), 


rx(0, au) = ғур(с. и) (и) + -av(o， и) 
一 7xf(ay и)с(и) + clo)ren(o, и) + гм (9, и), 
同时 有 


Г, orx(oy и)ав = | ат ии (а, и)с(и)ас + | Я (и, ве (отт (а, dg 
+ Г, Arlos ив = о 
= ив, дсб) + За, elo) rmlos идав 
+ bl, и) (и). 
由 式 (15.11-9), 有 
Ви) [со о0о, el) + (и, «Саған (и) 
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一 | hs, geo rawlo, ЭО) 
= [ras с) + ФО, увидит (и) 


ООО 


注意 到 脉冲 响应 函数 АС, x) 对 第 一 个 变量 是 右 连续 的 ,而 对 第 二 个 变量 是 左 连续 的 ,因此 
0,1) = Пай, и) = [еа Де (+) + 6)" (и), 


因为 | | | 
rpv(ay и) == plo, 0)rrvw(0, и) + | Ф(с, DACD ал 


-| (а, Банин, ал, 

1 自 0 变 北 到 о, о 又 在 0 到 上 之 间 变 化 ,只 有 在 > “时 гк, и) 才 取 有 限 值 , 在 其 余 
情况 下 都 是 0， 当 w 从 小 于 * 而 趋 于 * 时 , rz《a, и) 仅 在 и: 时 不 为 零 , 其 余 均 为 零 ， 
因此 当 w 从 小 于 上 而 趋 于 上 时 ， 

| а, в) е(в)" (а, u)do 

趋 于 0。 再 则 ,由 于 rie?) = лабе, 0) + ина, 0), 8 ЁС) 与 (4) 互 为 直 交 ,所 以 

га, =, 1)。 最 后 我 们 得 出 最 优 增益 系数 的 表达 式 为 


RO) 一 КЕ, Р) 一 (78, Де) + Се) гем Се) 10200). (15.11-19) 
将 XD 代入 式 (15.11-15) 就 得 到 一 个 最 优 滤 波 器 。 经 过 最 优 线性 过 滤 后 的 误差 是 
EC = YA) — РС) FO) — Ў), (15.11-20) 


显然 它 的 数学 期 望 为 零 . 由 信和 号 模型 式 (15.11-2) 和 最 优 过 滤器 输出 公式 (15.11~15) 可 
求 得 


2. #0 = 2 -FOO) — 2 900) 
| 一 jaw 一 КО ОВО + 50 СР) — АСР) СЮ), (15.11-21) 
因为 数学 期 望 为 零 , 所 以 最 小 方差 就 是 最 小 均 方 误差 оа) 二 ralt, 0) 一 ЁО). ВВ 
数 是 | 


а | а 
— = 一 一 2 == * Ў.Г 
Ер Съ) Ер ri( 》 2) 2, 4 gg , 4) 


== 2 [aC#) — Аве (а, 2) + 2 Бг) неве) — Ага, 1). 
现在 分 别 求 rwg(1, 2) Жена, 0), 
тив (1, 1) mm rwplt, 1) — гиз (Е, 2) 


лик, ОФ, 0) + |на, дед, дав — пик 0) v1, 0) 
_ |. се, с)Ф(е, eo Ro)do — ТЕТ opC oa dg 
+ [лик д, о) Саодат 
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= — > и А, 
这 是 因为 rwr(z，c) 和 тифа, 0) 只 在 o 一 :时 才 取 不 为 0 КУН, о 为 其 它 值 时 它们 
都 等 于 零 。 类似 可 求 得 | 
паб = тык, тв) = "ФК — КО. 
这 样 最 小 均 方 误差 满足 下 列 方程 : 
фа — AOA ITD + Феб) 


— 2 862) rwn (ОК) + А2()0 (е), (15.11-22} 
初始 条 件 可 根据 式 (15.11-6) 和 (15.11-20) 得 到 
0+(0) == 600, 0) == (0,0). (15.11-23) 


对 于 非 最 优 的 线性 过 滤器 ， 即 增益 系数 不 是 由 式 (15.11-19) 确定 的 而 是 另 一 个 
Со), ， 那 么 式 (15.11-15) 输出 ҮС) 的 均 方 误差 ЕК) 一 (г) 仍 满足 式 (15.11-22) , 但 
要 用 ОЖКАЕ НИ 人 (z。 这 样 得 到 的 均 方 误差 就 不 是 最 小 的 ,对 任何 * ВН о (> 
0% (+). 

最 优 过 滤器 的 输出 了 (z) 与 待 检测 信号 (2) 之 间 的 最 小 均 方 误差 оа (г) 的 表达 式 训 
直接 将 式 (15.11-19) 代入 (15.11-22) 并 加 以 整理 后 得 到 ， 


2. 0% (2) = 2 [«(@®) — (уе (0) eC) od) 


— ое (ом + Раю) — Но). (15.11-24) 
于 是 , 用 递 推 求解 微分 方程 (15.11-15)，(15.11-19) 和 (15.11-22) 的 办 法 就 可 得 到 最 优 
过 滤器 的 输出 了 (rz), 最 优 增益 系数 《(z) 和 最 小 均 方 误差 (7), 这 就 是 卡尔 曼 滤波 方法 。 
可 以 把 这 种 滤波 方法 连同 信和 号 模型 ,观测 方程 画 成 如 图 15.11-1 所 示 的 方块 图 。 


15.11-1 


上 面 我 们 假定 观测 值 X(z) 的 数学 期 望 等 于 0, 实际 上 观测 值 中 可 能 含有 非 随 机 的 时 
间 函 数 分 量 。 例 如 , 待 检测 的 有 用 信和 号 F(z) 满足 下 列 方程 式 : 


= F(D = а(ДЕС) + КРИ + = О), (15.11-25 


而 观测 方程 是 
ХС) = (ЕСО) + NG) + 40), (15.11-26) 


{618 Жжж тила 


其 中 g(z) 和 46) 都 是 给 定 的 非 随机 时 间 函 数 , и Со) 和 NG?) 与 以 前 的 假设 相同 ， 此 外 ， 
还 假定 信号 初 值 FC0) 是 个 随机 变量 ,数学 期 望 为 20), 方差 为 0800) = re(0, 0)。 现 
在 要 构造 一 个 最 优 的 无 偏 线性 过 滤器 ， 使 输出 的 数学 期 望 YG) 等 于 信号 的 数学 期 户 
5， 而 且 输 出 的 均 方 误差 最 小 。 这 时 ,观测 信 ХС) 和 信号 РС) 的 数学 期 望都 不 等 于 
堆 , 它 们 分 别 满足 于 下 列 方程 : 


<. ЕС) = а() FO) + #2), (15.11-27) 
ѓ 
Х(р = (0) FC) + 40). (15.11-28) 


但 随机 过 程 [F(z) 一 FCO] 和 [X(2 一 人 (9] 的 数学 期 望都 等 于 零 , 它们 分 别 满足 于 下 
列 方程 : 


-人 ГЕ — РО] = «ФЕ — РС)] + 50 + (0, (1521-29) 


ТХ ХО = ОЛЕФ — FO + М0), 5 (1511-30) 
在 这 里 只 要 将 待 检测 信号 改 为 [F(z) 一 FCD] ,观测 值 改 为 [XC) — ХО], 问题 就 又 
可 归结 为 式 (15.11-1) 和 (15.11-2) 了 . 引用 前 面 的 结果 可 立即 得 到 最 优 无 偏 线 性 过 尖 
加 的 输出 应 请 尼 广 和 


一 2900) == а()ЎС) + gC) + КСР) ГХ СР) 2 АС) ~ «ФУФ], (15.11-31) 


加 始 条 件 应 是 : : 
Ў(0) = Е (0). (15.11-32) 
而 最 优 过 滤 系 数 Cz) ЛВ 25 са (0) БОРН НИР 54 1-19) 
和 (15.11-22). | 

前 面谈 到 的 待 检测 信号 和 观测 值 都 是 一 维 的 ， 上 述 讨论 很 容易 推广 到 多 维 的 情况 . 
假设 待 检测 信号 F(z) 是 ” 维 向 量 随 机 过 程 , 观测 值 是 mw 维 向 量 随 机 过 程 , 它们 分 别 满足 
方程 式 : 


2. ЕС) = АЕС) + BOOWOG) + g(t), (15.11-33) 


„ХФ = COFG) + Мо + асо), (15.11-34) 

其 中 g(D 和 4) 分别 是 = т ЕЕЕ ВЕ ВК, 4), ВФ, СФ 都 是 相应 阶 数 
的 非 随机 和 矩阵，W(Cz)，NC2) ыы р 维 入 维 向 量 高 斯 白色 随机 
过 程 ,它们 的 相关 矩阵 是 

Ки(1, с) 一 (аа —0), Rn(t, в) = УМ) 8 — с), 
Ким(150) 一 Еуум()5(1— с), Ким) = муу (2), 

е = ОЧ ЕСО) 是 随机 向 量 , 它 的 数学 期 望 是 FC0), ЕЕ 200), Е(0) 与 WC)， 
Мо), 12 0 都 是 不 相关 的 .现在 的 任务 是 要 构造 一 个 无 偏 的 , 均 方 误差 为 最 小 的 最 优 线 
性 过 滤器 ， 无 偏 要 求 就 是 最 优 输出 РО) 的 数学 期 望 与 待 检测 信号 的 数学 期 望 相等 ， 

< = Е), (15.11-35) 
这 时 最 优 输 出 误差 В) = FG) 一 ВСР) 的 数学 期 望 ЕО) 是 个 零 向 量 , 而 最 小 均 方 误差 


Cs 
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就 是 在 希 尔 伯 特 空间 Н, НН СР) 的 范 数 平方 最 小 , 也 就 是 方差 阵 2%) 或 相关 函数 
Е RC, ?) 的 迹 最 小 ， 经 过 类 似 的 推导 我 们 可 以 得 到 多 维 随机 过 程 的 最 优 过 滤 公 式 , ВП 
最 优 无 偏 线性 过 滤器 的 输出 РО) 应 满足 方程 


2. PO) = АР) + «6 + КОХ — ФСР) — СФУ], (15.11-36) 
初始 条 件 是 


Ў(0) = F(0), (15.11-37) 
НН К) 是 最 优 增益 矩阵, 它 是 z x m 阶 的 且 满 足 方程 
КС) = [55(0 С (0 + ВС) Кум) EN 9), . (15.11-38) 


5, (0) 是 均 方 误差 最 小 的 方差 阵 , 它 是 x Х о 阶 的 对 称 阵 НЕЕ 
Fa) = 400) — ВО Выим(0м CC 12 0) 


+ ХСС) 一 CBR (0 Кум (0) В" (е) ] 
— TEL)C ER ФСФ) 


+ ВС) (0) 一 Кин@);м @ Кам) В" (+) (15.11-39) 
33(0) = 300) (15.11-40) 


当 待 检测 信号 和 观测 向 量 都 是 平稳 随机 过 程 , 4, В, С, 397-96 АОВЕВЕ, 设 
观测 向 量 从 : 一 一 co 开始 进入 过 滤器 , 这 时 天 (9 和 300) ВЕТРЕ, ЯК 
波 方 法 所 得 的 结果 与 用 维 纳 方法 过 滤 的 结果 是 一 致 的 ， 我 们 用 第 15.6 节 中 的 例 3 来 说 
明 。 根 据 所 给 的 条 件 可 得 到 待 检测 信号 模型 和 观测 方程 分 别 是 : 


ір) а FO + WOO, 
аг 
| ХФ = В) + МСЕ). 
也 就 是 说 a = — 1, (0) == 1, ср) = 15 WQ) 和 NGC) 是 互 不 相关 的 两 个 数学 期 望 为 
零 的 平稳 白 噪声 . 
г», 0) 一 ay 人 (8( — а), суб) = т, гы(а, в) = oO E(t 一 0)， 
оъ) = пт, rwn(t,0) = 0. 
根据 最 优 过 证 公式 可 得 出 
0 - очко - #0), 


kf) = оа. (Фан?) 一 2; съ), 


和 
О 一 — 2034 — 9%) + я. 
г лп 


因为 o3(:) 是 个 正 值 ， 整 个 过 滤器 是 从 о = 一 oo 时 开始 工作 的 ， 10-2-0300 一 0: 


а (0) ва а(-в + М1+т), А 一 一 (ViI 二 天 一 站， 于 是 最 优 过 滤器 的 传递 函 
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йа 
ва Мт 1 
С ши + М1 1+ т+ т) 
这 与 第 15.6 节 中 例 3 的 结果 是 一 致 的 。 | 
我 们 来 看 方程 (15.11-39), 当 待 检 测 信号 FF() 是 维 向 量 随机 过 程 时 ,方差 阵 33(2) 
有 a X 2 个 元 素 , 由 于 它 是 对 称 的 ,因此 实际 上 只 有 С +1) 个 未 知 函 数 。 这 是 一 


个 非 线性 微分 方程 ,叫做 黎 卡 提 (Ricatt) 方程 . 要 解 这 个 方程 也 比较 困难 。 有 一 种 解 的 
方法 是 把 它 化 为 一 组 联 立 的 线性 微分 方程 ， 


2000 一 [4(D — ВО) Кум) (СУ) 
+ ВС) Со) — Вим) ;М Ч) Кум (е) 1В"(0)2 00), 
一- 2-20) == СУМ ФСФ) 
— [4% (0) 一 ОФВ, (15.11-41) 
ЗН У 和 200) ЖЕ х о И НЕК 
V(0) = 500), 2(0) = Е, 
在 求 出 VG) 和 200) 后 ,如 果 ZC) 的 逆 存 在 ,那么 最 小 方差 阵 就 是 
3537) = VC) ZI0), (15.11-42). 
当 п 较 大 时 解 方程 (15.11-41) 也 是 比较 麻烦 的 ， 要 用 到 数值 方法 . 对 于 从 :一 一 co 开 
始 的 平稳 随机 过 程 来 说 ,在 г 时 刻 系 统 已 达到 稳 态 ，RE(:, г) 的 导数 将 等 于 零 ， 因 此 式 
(15.11-39) 成 为 一 个 代数 黎 卡 提 方 程 . 近年 来 , 随 着 计算 技术 的 飞跃 发 展 , 大 容量 ,高 速 
度 、 高 可 靠 性 的 数字 计算 机 可 以 作为 控制 系统 的 一 个 组 成 部 分 参加 工作 . 对 任何 连续 的 
待 测 信号 作 数 据 处 理 时 ， 总 要 用 采样 的 方法 把 连续 量变 成 离散 的 数列 。 对 这 种 随机 量 序 
列 利用 卡尔 曼 方 法 可 以 得 到 随机 序列 线性 过 滤 的 递 推 公式 ， 它 特别 便于 在 数字 计算 机 上 
ИЯ. 下 一 节 我 们 就 来 讨论 随机 序列 线性 过 泪 的 递 推 方 靶 ， 


`15.12 随机 序列 的 最 优 递 推 线性 过 滤 ”” 


假设 每 一 个 时 刻 的 观测 量 XX == (Хр, Хь", Xim) ЛЕНИ т Ж 
随机 列 向 量 ， 它 可 以 看 作 是 希 尔 伯 特 空间 Н„ 中 的 一 个 元 , Н» 是 由 mm 个 随机 变量 空间 
Hi (无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 ) 组 成 的 积 空间 ,个 时 刻 的 观测 量 Х,, Х,, -.., ХН, 2 
闻 中 的 & 个 元 ,也 可 以 把 它们 看 作为 一 个 ks 维 的 随机 列 向 量 ， 

Ж = СХ, Хі, 5, ху) == (Хи, Kis ,Kim XA ms Хз" Xk), 

(15.12-1) 
х Нь, 空间 中 的 一 个 元 ，Hiw 是 km 个 Н 空间 的 积 空间 、， 在 гк 时 间 把 这 万 个 观测 量 
Ху, Х,---, Хь, ПХ, 输入 给 过 滤器 , 这 时 过 滤器 的 输出 У, Е— Л в 维 随 机 列 向 量 , 它 
的 每 个 分 量 У 是 输入 观测 量 х, 的 各 分 量 X,, 的 某 种 确定 的 线性 组 合 , 即 
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* т 
一 У) У) ааХи› = 1,2,:--, в 


因此 输出 У, ац РЯ: 
У, = AX, (15.12-2) 
НА = (а), 7 四 1 2 п, 1=1,2,:..,Д, 1 一 1, 2 1 是 一 个 nn х km 
ИЕ. Ш, Х (1512-2) 所 表示 的 У, 的 数学 期 望 为 零 , 可 以 把 它 看 作为 另 一 个 空间 
н. 中 的 一 个 元 , Н, 是 由 = 个 Н, 组 成 的 积 空间 ， 和 矩阵 4 就 是 一 个 由 Huw 到 Н, 空间 的 线 
性 算 子 ， 所 有 形 如 式 (15.12-2) КИН У, 在 Н, 空间 中 构成 了 一 个 子 空间 Н, 
它 的 维 数 不 大 于 nkm。 过 滤器 在 п 时 间 的 理想 输出 У, ВЕЛИ 维 随 
机 列 向 量 , 它 也 是 空间 Н, 中 的 一 个 元 .因此 ,过 滤器 在 时 间 的 输出 误差 是 | 
Е, 一 У, 一 Ү,, (15.12-3.) 
它 的 数学 期 望 也 是 零 ,， 它 也 是 空间 н, 中 的 一 个 元 ， 最 优 过 滤器 就 是 要 输出 的 均 方 误差 
最 小 ,也 就 是 要 Ё, 的 范 数 平方 最 小 ,那么 Ё, 就 必须 与 Н, 的 子 空间 Hi 直 交 . 
在 H。 中居 ,与 子 空间 Hs, 直 交 ,因此 Ё, 必须 和 Н, 中 的 任何 向 量 直 交 ， 


(Ё,, YD = > (Ё, Ув) = 0. 


根据 式 〈15.12-2)， 存 在 这 样 的 Y, 它 的 第 i 个 分 量 Yu 等 于 的 某 个 分 量 Хи, ТИ, 
的 其 余 分 量 都 等 于 零 , j 是 1 到 中 的 任意 数 , i 是 1 到 中 的 任意 数 , ! 是 1 到 m 中 的 
任意 数 . 这样 
(Ё, У = (Bo, Хи) = 0, у, т, 11,5, 6, 11, ә: 
这 就 是 说 在 Н, 中 两 个 随机 变量 Ё 和 Xi 必须 直 交 ,它们 的 相关 系数 rhoxss =* 0. Н, 中 
的 随机 向 量 Ё, БН,» 中 的 随机 向 量 % 的 相关 和 矩阵 是 由 mkm 个 相关 系数 riuxy 组 成 的 ， 
因此 它 必 须 是 零 矩 阵 
Кра, = (инки) = 
最 优 过 滤器 在 六 时 刻 的 输出 Ў, = АХ, Е Ув 228 н, ЕВЕ 
Ў, => Р(Н,.) Ү.,, 
Ж Р(Н,,) 是 向 子 空间 н, 的 直 交 投影 算 于 . 现在 来 求 3， 根据 式 (1512-2) 和 
(15.12-3) 可 得 到 
Ё, = У, — 4Х,, 
对 上 述 等 式 的 两 边 分 别 求 与 xx 的 相关 阵 就 有 


О = Кра, = Ry — АХ, 
和 
а= Вуз › 
于 是 最 优 过 站 入 的 输出 可 表达 为 
= РН) Р 一 Күк © (15.12-4) 
最 优 输 出 误差 为 1 | 
Ё, = Ук — РН) = Ул — Куа (15.12-5) 


很 容易 验证 ,这 样 表 达 的 直 交 投影 算 子 Р(Н,,) 的 确 是 线性 ， 自 伴 且 罕 等 的 . 
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同样 ,在 观测 量 这 个 mw 维 随机 向 量 空间 Hs 中 也 可 以 构成 一 个 子 空间 9, 9x 中 的 任 
意 元 的 每 一 个 分 量 都 是 观测 量 % 的 各 分 量 的 某 种 线性 组 合 ， 一 般 来 说 ， Ен, аи У 
刻 的 观测 量 党 tr 与 于 空间 9, 不 是 直 交 的 ,但 是 


Ў, = Хы — РФ) Хы = Хен 一 Rare 5, (15.12-6) 
是 与 也 空间 $y 直 交 的 , Хы 就 是 在 已 "中 Хен 到 子 空间 9, юе, 所 以 
Ро) на = 0. (15.12-7) 
Хо 的 每 个 分 量 与 和 的 每 个 分 量 分 别 互相 直 交 ,因此 四 
Кя О. ИН (15.128) 


jnt 时 刻 的 过 滤器 输 入 是 观测 量 ха (Ks Хы), 过 滤器 的 输出 . Уа 在 空间 已 
中 构成 一 个 子 空间 Наа, Ник. 中 任意 元 的 每 一 个 分 量 分 别 是 观测 量 ,X41 的 各 分 量 
的 某 种 线性 组 合 , 由 式 (15.12-6) 可 知 , 它们 也 是 Ж, Хы 各 分 量 的 某 种 线性 组 合 ， 这 
样 , 子 空间 Н, 可 以 分 解 为 两 个 互相 直 交 的 子 空间 Н, 和 已 gil， ЗСТ. Ни Ни, 
Ж НХ, ВЕ Н, НТН, Ня, 中 的 任意 元 的 每 个 分 量 是 Ku 各 分 量 的 茶 种 线 
性 组 合 . 因此 , 直 交 投影 算 子 有 如 下 的 关系 : 

РОН) 一 Р(Н,,) 十 Р(НЯ, 1). (15.12-9) 

Xirt 是 时 刻 新 增加 的 观测 量 ， 但 它 的 一 部 分 РСЎ,,) Хон 是 以 前 观测 量 Хь, Х,, 

，X 中 含有 的 信息 ,只 有 Ха Зат 时 刻 新 增加 的 信息 ,所 以 称 о 为 新 息 。 新 
в 序列 СЯ, 就 是 观测 量 序列 {Xk} 经 过 直 交 化 后 得 到 的 . 

在 下 列 随 机 序列 线性 过 滤 问 题 中 ， 待 检测 信号 Fk везла о о "аня 
量 , 它 满足 下 列 方程 : 


Е, = Фила + GW,, R= 0,1,2,-::, 15.12-10) 
观测 量 Xi 是 数学 期 望 为 零 的 mw 维 随机 向 量 , 它 满足 方程 | 
Х, = С.Е, + №, #=0,1,2,. | (15.12-11) 
其 中 Wi， м Яр РЕ, т ДЕНЕ РОННИ „ВСЕ я 
妈 : 
Wo Ryan = sion om 
№, = 0,Кмум; = Хм,54;, Ким = О, 
Б==0,1,2,--:, јән 0,1352, :, (15.12-12) 


Фук, С, Сь 分 别 是 相应 阶 的 非 随 机 矩阵， 设 加 时 刻 的 信号 初 值 Fo 的 数学 期 望 为 零 ， 
方差 是 Ук, 它 与 Wi, № 都 不 相关 
Ё,=0, Ким, == О, Кемь = О, = 0, 1, 2,--.. 《15.12-13》 


设 过 滤器 的 理想 输出 是 待 检测 信号 本 身 , 即 
У, = Р,, к = 0, 1,2, ... (15.12-14У 


过 泪 器 在 六 时 刻 的 输出 区 是 输入 的 观测 量 Х,, Х,,---, ХАРНА, 现在 要 
找 一 个 输出 均 方 误差 最 小 的 最 优 线 性 过 滤器 . | 

从 方程 《15.12-10) 一 (15.12-14) ,可 以 立即 得 出 。 待 检测 信号 F 和 观测 量 Х, РИ т 
时 刻 以 后 的 Wi;, №, 都 不 相关 ， 
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Кии; = 0, 1> к Кх; == 0, > К, 
Кхм; 一 O у 之 К Крм; == () 


А #0, 1,2,--., је 0,1,2, (15.12-15) 

从 前 面 已 知 ,最 优 过 滤器 在 六 时 刻 和 zt 时 刻 的 输出 分 别 是 2. 
Ў, = Р(Н, Еф, | (15.12-16). 
Ў. == РОН, Е. (15.12-17) 


根据 式 〈15.12-9) Ра 在 子 空间 Н, 上 的 直 交 投影 等 于 Fw 分 别 在 子 空间 Hx 和 
Ня, 上 直 交 投影 之 和 ( 见 图 15.12-1). - 
РСН», 1) Фа = РОН, Рун + Р(Ня, Fn (5.12-18) 
上 式 中 第 一 项 是 Fe 在 子 空间 Ни 上 的 直 交 投影 ， 由 式 (15-12-10), (15.12-15) 和 
(15.12-16) 就 得 到 
РСН, OFin = РОН, (DraF 二 GD) | 
一 VPC + РЕНА, = Фад. + (15.12-19) 
Еа 到 子 空间 Н, 的 垂 线 记 以 Рун, 由 式 (15.12-10), (15.12-3) 和 (15.12-19) 可 以 
得 到 
Ёа = Fi — РОН, Ена = ФЕ, — Ё) + GW = Ф + САРА. 


(15.12-20. 
Н. 空间 
Н, 空间 
Е.а 
Ну 938 С 
0 7 
тн) Е. 


у= RPR) Fv Н, 子 空 间 


ww РН 1) Вы 


нў, #219 
图 15.121 


显然 , РЕМ Ня, ЕТ Е 在 子 空间 Ыя, 上 的 投影 
PCE8， Fn == Р(Ня,., [Fn — РН, ORF] 一 Р(Нӯ, Ен, (15.12-21) 
由 式 (15.12-20) 可 得 出 Ё... 的 方差 阵 为 
ХЕ, 一 Фала + СХС, (15.12-22) 
其 中 58, 是 六 时 刻 最 优 和 输出 误差 的 方差 阵 . 
由 式 (15.12-5)，(15.12-11)，(15.12-15) Ж (15.12-20) 可 以 得 到 新 息 Хи 的 表达 
式 
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Ха = Ха 一 P92) Kin 一 Хы 一 Р(9)СкаЁ et — РМ 
一 Хы 一 CenP Hs) Fn = Хы 一 Cnet, Ў, (15.12-23) 


或 
_ Ха = Ce 本 十 Саб + Ма = Cen + Мы. (15.12-24) 
现在 来 计算 式 〈15.12-18) 中 右边 的 第 二 个 分 量 ， 根据 式 (15.12-4) 中 直 交 投影 算 子 
P(Hs) 的 表达 形式 可 以 得 到 
| Р(Нӯ, „Екы 一 РСН, Ё. 一 Кер. хая 
根据 式 (15.12-20), (15.12-15) 和 $, ЕН», , 所 以 得 到 


К, мъ, = DLARELNES 一 Фит. Саим, = 0, 


Xin, 


因此 
КЕ Ки = х. Сам + КЕ № 一 ХР, „Сін (15.12-25) 
2 т г 
хў, 一 СьмХ Сін + ХМ + СЕМ, + Км,,въ Ск. 
=> Са Са + Ум. (15.12-26) 


我 们 把 К, ХХ, ШЕНЕ ТО ЗАРЕ ЛОЙ Кам, 它 是 一 个 X т ИЖЕ, 
Kin 一 Кек. = ХР. САССР, Са + Хм). (15.12-27) 
Kin ЛАТ Ра (В Ён) 在 子 空 间 Ня, ， 上 的 直 交 投影 的 系数 阵 . 于是， 
zt 时 刻 最 优 线性 过 滤 的 输出 Раа 就 可 以 由 4 时刻 的 输出 Ў, 递 推 得 到 : 
Ў, : = Фил + 玉民 有 一 СъмаФьлаь). (15.12-28) 
如 果 取 信号 初 值 的 数学 期 望 ,作为 最 优 输出 的 初 值 о; 那么 Ра ЗЕ ЛАТ Еа 
数学 期 望 同 样 都 是 零 ,所 以 是 无 偏 的 . 
为 了 完成 递 推 计算 ， 还 需要 知道 最 优 输 出 误差 的 方差 ЮВА. НА 
(15.12-10), (15.12-11) Ж (15.12-28) 得 到 
En 一 Ру 一 Я =а (Е — KinC er Ф, Ё, + С.М] — Кан Мен 
= (Е — KinCar) Fin — KinNen, (15.12-29) 
因此 
Хр = (Е — KinCen) EE,(E — Кабы)" + Кам, Куму (15.12 -30) 
其 中 为 单位 矩阵 ,将 ВЕРЕ 35%, 作为 输出 误差 方差 阵 的 初 值 24#,， 最 小 的 均 方 误 
差 就 是 方差 阵 Хр, 的 迹 
如 果 К ЖЕОХ (15.12-27) 中 计算 出 来 的 值 ,那么 由 式 (15.12-28) 得 出 的 输出 У, 
就 不 是 最 优 的 ,由 式 (15.12-30) 得 出 的 输出 误差 方差 阵 ХЕ ПДН КСЕ) 
(Хо. | 
把 上 面 叙述 的 递 推 计算 公式 综合 起 来 可 以 建立 下 页 的 计算 流程 图 . 
这 样 ， 在 已 给 定 的 信号 模型 和 观测 量 模型 特性 Фо, Са Съ 和 Wi，Ni 的 统计 特性 
3 2 和 i 的 条 件 下 , 由 初始 条 件 Я 5, 和 观测 值 的 某 个 现实 xt, 不 一 0, 1,2，… 就 可 
以 递 推 计算 出 最 优 线性 过 滤 的 增益 阵 Ki， 最 优 输出 的 某 个 现实 ўв, 《一 0, 1, 2,…… 和 
最 优 输出 误差 的 方差 38\。 如 果 只 对 输出 误差 的 方差 感 兴 趣 ， 那 可 以 不 必 计算 增益 阵 和 
最 优 输 出 , 这 时 Х5,, 也 可 以 不 必 从 Kin 算 出 ， 把 式 (15.12-27) ҚА (15.12-30) 就 得 到 
2 一 ХР. — ХЕ. Саки Cin + Хм) "Сьму ва. (1542-31) 
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{ 
第 -- 步 式 (15.12-22) | 


2 —- 2 
Е, 一 Фан, Ek Ф + А, с} 


ВИН Ер 一 0. ~ 


у, > 


Ё 
у 


2ы,>| 第 二 步 式 (15.12-27) 


Wb Ek, ССС, CR 十 Ем о” 
М к +1 
зар = Ё. | 第 三 步 式 (15.12-28) | 
ЛОЛИ) Х, > | Фин = ФР + Кан(Жьы 一 СьнФан,а Ра) ый, 
$ . 
第 四 步 式 (15 .12-30) 
Ем? Е н = (Е — Кан Сын) хт (Е 一 камса) | 
+ анз, а 
+ 
图 15.122 


ЯМ (15.12-22) 和 (15.12-31) 就 可 直接 递 推算 出 最 优 输 出 误差 的 方差 阵 ， 同 样 , 式 
(15.11-30) 也 可 写成 另 一 种 形式 

Ув = (Е — Кабы Е... .. (15.12-32) 

最 优 线性 递 推 过 滤器 的 结构 可 以 用 图 15.12-3 来 表示 , 它 与 信号 模型 有 很 密切 的 关 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


正 因为 理想 输出 ( 即 待 检测 信号 ) 有 它 的 规律 性 ， 根 据 前 一 时 刻 的 值 可 以 大 概 估计 现 
时 值 ， 所 以 过 滤器 的 实际 输出 也 应 遵循 此 规律 .但 是 还 知道 与 待 测 信号 现时 值 有 关系 的 
观测 值 ， 这 样 可 以 根据 现时 的 观测 值 对 实际 输出 进行 修正 ， 而 现时 观测 值 中 的 一 部 分 与 
以 前 的 观测 值 有 关 ， 因 此 只 需 用 现时 观测 值 中 的 新 息 部 分 来 修正 实际 输出 这 相当 于 一 
个 反馈 控制 系统 ， 只 要 选择 合适 的 增益 阵 就 能 使 输出 的 均 方 误差 最 小 。 如 果 信 号 是 白色 
的 ,无 法 根据 前 一 时 刻 的 值 来 估计 现时 值 ,那么 过 滤器 只 能 根据 现时 观测 值 来 估计 现时 信 
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号 值 。 如 果 在 观测 值 中 噪声 М, 占 了 很 大 比重 ,那么 增益 阵 Ki 就 “很 小 ”, 过 滤器 基本 上 根 
据 信 号 的 规律 性 由 前 一 时 刻 的 输出 值 来 推算 现时 的 输出 值 。 ，. | 
从 这 个 最 优 递 推 线性 过 滤器 出 发 ， 现 在 已 有 了 许多 推广 ， 我 们 在 这 里 只 叙述 几 种 情 
况 , 其 它 情况 可 以 参看 文献 [21, 25]. 
第 一 种 情况 : 如 果 信 号 和 观测 量 随机 向 量 的 数学 期 望 不 是 零 ， 或 者 含有 非 随机 的 分 
量 ,我 们 都 可 以 把 它 归 结 为 含有 非 随机 的 分 量 。 这 时 信号 和 观测 值 可 表示 为 . 
Еа = Ф.Е + Vem + СМ, (15.12-33) 
Xi = С.Е, + а, + №, (15.12-34) 
其 中 и, dd 分别 是 7 ЯЕ, п ЧЕН ЕЯ], 9, 为 x x+ 阶 和 矩阵 ， 信 号 初 值 所 的 数 
学 期 望 可 能 不 是 零 ， АТАКА, 这 时 ， 信号 和 观测 量 的 数学 期 望都 不 等 
于 零 ， 


Ёа 一 BA 区 + Wits (15.12-35) 
о Хр с,Ё,+а,. о (15.12-36) 

为 了 保证 输出 的 无 偏 性 ,要 求 : 
Ў, = ЁР, (15.12-37) 


这 时 Е» — Ё, х х, 的 数学 期 望都 是 零 , 它们 满足 于 式 (15.12-10) ЯП (15. 12-11), 
我 们 可 以 得 到 Р. — Ха 的 最 优 输 出 ,再 考虑 到 式 〈15. 12-35) 一 (15. 12-37) 就 可 以 得 
出 ti 时 刻 的 最 优 输 出 : 
| Vn 一 Фан, Ў + а + Kin( Хун - 一 da 一 Саф, Ў, — 一 Сана, ), 
(15.12-38) 


初 值 是 Ў, = Ри, Ш ТЕ, Кан, Х Ёк. СЕН, 所 以 式 (1512-22), 
(15.12-27) ЖП (15.12-30) 仍 有 效 ， 
第 二 种 情况 : 在 信号 和 输入 模型 式 (15.12-10) 和 (15.12-11) 中 ,信号 Е, 和 噪声 М, 
相关 . ~ | 
《1) 如 果 : 
Еу, = Килы, (15.12-39) 
ЖА Е, м № 只 在 同一 时 刻 才 相关 .这 时 求 Та ВУЗ (15.12-27) ЖЖ ХР, 的 式 
(15.12-22) 都 不 变 ,而 求 Ken 的 式 (15.12-27) 就 应 改 为 
Ку 一 ьн + GRwny) 
х [СХС + Ху, + Соиби, + Ебу ы], аз. 12-40) 
求 ХА. 的 式 (15.12-30) 应 改 为 
УВ = (Е – Ку Сьнһ)ХР, (Е — КъмСат)" 十 Кам „Кыа 
— (Е — КъыСат)С,КумКуча — КеаВум, СЕТ 一 КъибСьы)". 
- (15.12-41) 
(2) 如 果 
Rwin; 一 RwNidki, (15.12-42) 
这 时 , 求 最 优 递 推 输出 Ў. 的 式 (15.12-28) 应 改 为 | 
У 一 РОН Е ыы 十 Kenl Хы 一 СъыР(Ни Е], (15.12-43) 
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РСН, Ека = Фила + (батик м, (Хь CCAP), (15.12-44) 
Ж Хр, 的 式 (15.12-22) 应 改 为 
Хр == (Фанд 一 СъКимь м, SEK Фаня 一 GARWNAZ NE)” 
+ бу, СЕ 一 САБ м RW NAGE ，， (15.12-45) 
而 求 Къ ВУЗА (15.12-27) ЖЖ ХБ, КЗ (15.12-30) 都 不 变 . 

显然, 在 这 黄种 情况 中 如 果 Rwwk 一 О, Вр Wi ЕЖЕ М, 序列 根本 不 相关 ， 那么 最 
优 线性 递 推 公式 就 是 式 (15.12-22)，(15.12-~27)，(15.12-28) 和 《15.12-30)， 当 аи 
A 一 0 时 ， 随 机 序列 就 趋 于 随机 过 程 ， 这 两 种 情况 的 过 滤 公 式 都 趋 于 第 15.11 节 中 的 式 
(15.11-15), (15.11-19) #1 (15.11-22), 

第 三 种 情况 为 有 色 了 噪声 问题 . 如 果 信 号 模型 式 〈15.12-10) 中 随机 序列 И, 不 是 白 
色 的 , 它 有 某 种 不 均匀 的 谱 密度 , 那么 可 以 把 它 看 成 是 白色 随机 序列 作用 于 某 一 线性 
成 型 滤波 器 后 的 输出 序列 

Wi аЙ + Vi | (15.12-46) 
其 中 从 与 Mh 是 互 不 相关 的 随机 序列 ,把 式 (15.12-46) 5 (15.12-10) 结合 起 来 ， 可 以 
构成 一 个 新 的 信号 模型 ; 


(Ww ) 一 人 =.) (w) + (°) У, (15.12-47) 
其 中 互 是 单位 矩阵 而 观测 模型 为 | 
一 х, = (со (0 1) + м, | (15.12-48) 


ОВЕ ЕДА ВЕЛ ВЕЗАО ЕТ. ОАО НА 5 НО Е ВУ К 
了 ,增加 了 计算 量 ВИКА АЯ ИА 5 АН. = 
对 于 观测 模型 中 的 随机 序列 М, 是 有 色 噪 声 的 情况 , 也 可 以 用 扩大 信号 维 数 的 方法 。 
但 这 种 新 的 观测 模型 中 没有 新 的 白 噪 声 , 这 在 计算 中 可 能 会 碰 到 不 可 逆 矩 阵 的 求 逆 问 题 ， 
使 计算 难于 继续 进行 。 处 理 输入 模型 中 有 色 随 机 躁 声 的 间 题 还 有 一 些 方 法 中， 我 们 在 这 
里 就 不 再 一 一 列举 了 . 
第 四 种 情况 为 预测 过 泪 问 题 。 如 果 过 泪 器 在 时 刻 的 理想 输出 不 是 # 时刻 的 信号 
ГР, Т At 时 刻 的 信号 Fxn，! > 0， 而 过 汪 器 的 输入 仍 是 如 以 及 以 前 时 刻 的 观测 值 
Х,, Х,--:, Х,, 这 就 是 预测 过 滤 问 题 ， 由 于 信号 模型 式 (15.12-10) 中 的 Фак 有 这 样 
的 性 质 : | 
ФФ == Du, (15.12-49) 
Фак = Е, (15.12-50) 
因此 
Рин = Ф, АЕ + Фила АЕ + BrrrriGrrr ra 
+ ба ИИ нь. (15.12-51) 
最 优 预 测 过 滤器 在 时 刻 的 输出 是 
РЕН) Үк 一 РОН Ен 
一 BraP (HOF + Финн СНЫ САИ 十 
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+ РН.) быы Ин | (15.12-52) 
В (15.12-15) Я, ИХ > 0) 的 各 分 量 与 站 ,大 ,XX 的 各 分 量 ( 即 X 的 各 分 量 ) 
互相 直 交 , 因此 上 式 中 РОН СА = 0,--., РЕН бы ИИ i =. 0, 最 优 输 出 是 


PCExDAR 一 OrokP(CEa Rr. (15.12-53) 
最 优 预 测 过 滤器 在 4 时刻 的 输出 误差 是 
Е. — РОНх Ен = Фу, Ё, + DernenGa Wi Tt 十 Сылы 


它 的 方差 阵 是 “ 
х? Тре, Отыр 一 Ф, Фін, к + Фили СкХу,С Фат, кал 
+ Ф, днб ибн Фенин 
+ Сын бен-ь (15.12-54) 
其 中 Ё, 是 最 优 线 性 过 滤器 在 时 刻 的 输出 误差 ， Хр. 是 最 优 线性 过 滤器 输出 误差 的 方 
ЗЕРЕ. 
同样 可 以 用 这 种 基本 方法 去 解决 各 种 最 优 线性 平滑 问题 。 


15.13 И 


”现在 我 们 来 对 最 优 线 性 递 推 过 淡 作 进一步 的 分 析 . 已 经 知道 ,在 作 递 推 计算 时 ,需要 
知道 信号 在 初始 时 刻 的 绕 计 特性 (数学 期 望 和 方差 )， 如 果 我 们 不 能 确切 知道 这 些 统计 特 
性 ,甚至 完全 不 知道 ,那么 在 取 初 值 时 就 会 有 一 定 的 误差 ,甚至 是 随机 地 选取 ， 最 优 输 出 ， 
输出 误差 的 方差 阵 和 最 优 增益 阵 都 是 从 选 定 的 初 值 开始 递 推 计算 的 ， 那 么 这 对 过 滤 有 些 


什么 影响 ? 
过 滤器 的 最 优 输出 可 以 写 为 
Ў, н = (Е — Кенан Фи, Ў, + Кн Хь, (15.13-1) 
当 输 入 的 一 个 现实 xx 时间 序列 加 到 已 设计 好 的 最 优 过 滤器 后 ， 就 可 以 得 到 输出 的 一 个 现 
ЗЕ yt+i 的 时 间 序 列 ， 
Уна = (Е — Кабы) Фндук + Ким, = (15.13-2) 


.这 是 一 个 变 系数 线性 差分 方程 .我 们 知道 : 
м 
(1) 如 果 对 任何 非 负 的 整数 M „НЕЕ Пе — Киба) Ф.к 的 范 数 ? РИ 


k=0 
个 常数 , 那么 过 滤器 对 初始 值 来 说 是 稳定 的 ， 也 就 是 只 要 过 滤器 的 两 个 初 值 yo 的 差 充 分 
地 小 ,那么 由 这 两 个 初 值 开 始 计算 的 两 个 输出 的 差 也 是 小 的 ， 


(2) ”如果 П (Е — Кабы Феня 矩阵 的 范 数 在 M 增 长 时 趋 于 堆 ， 那么 此 过 滤器 


对 初 值 是 渐 近 稳定 的 ,也 就 是 无 论 输出 的 初 值 Уз 怎么 取 , 只 要 充分 大 后 输出 у 都 趋 于 
同一 个 解 . : 


(3) 如 果 对 所 有 的 非 负 整数 М > Г 20, 矩阵 П (Е — К,„АСьн)Фьч,д 的 范 数 
R=0 


1) яхт ИЕ 4 的 范 数 14| 定 义 为 4: = ие) = 7 ЎЎ ар. 
ет јн 
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小 于 指数 序列 сс МО, с, cz 都 是 大 于 零 的 常数 ,那么 此 过 滤器 是 一 致 浙 近 稳定 的 , 也 
就 是 除了 对 初 值 渐 近 稳定 外 , 只 要 输入 序列 х, 是 有 界 的 , 那么 输出 序列 3w 也 是 有 界 的 
在 用 数字 机 计算 时 ,如 果 输 入 数据 的 字 长 是 有 界 的 ,就 总 可 以 选 定 机 器 的 字 长 使 输出 数据 
在 任何 时 刻 都 不 溢出 . 
为 了 说 明 什 么 样 的 信号 和 观测 模型 对 应 的 最 优 线性 递 推 过 滤器 是 一 致 浙 近 稳定 的 ， 
我 们 先 介绍 "一致 完全 能 控制 ?和 "一致 完全 能 观测 ?这 两 个 概念 .假定 信号 和 输入 模型 仍 
满足 式 (15.12-10) 一 一 (15.12~15), 如 果 存 在 某 个 正 整 数 入 , 使 得 能 控 和 矩阵 C(4 一 N 十 1， 
Ю 是 正定 的 , 即 | 
C(R—N+1, А) = у Фиби, GiB > 0, (15.13-3) 


$ ЕК-М+1 


那么 信号 和 观测 模型 式 (15.12-10) 和 (15.12-11) 叫做 在 时 刻 完全 能 控 的 。 能 控 矩 阵 
С м+1, Ю 与 六 有 关 。 如 果 存在 正 整 数 N, 使 对 所 有 的 之 和 N, 矩阵 СОЕ М 
1, Юж ЕТЕЯ 
| «Е ЗС(А-—М+1ТЮ < ВЕ, а> 0, 82 0, ^ (15.13-4) 
其 中 是 单位 矩阵 ,那么 信号 和 观测 模型 式 (15.12-10) 和 (15.12-11) 叫做 一 致 完全 能 控 
的 。 如 果 存在 正 整 数 N ,使 得 能 观测 矩阵 OC 一 N 十 1,《) 正定 , 即 
О(Е-М--Т, А) = У OIC EWCID > 0, (15.13-5) 


i=k-N+1 
那么 信号 和 观测 模型 式 (15.12-10) 和 (15.12-11) RU 做 在 时 刻 完全 能 观测 的 . 如 果 存 
ЛЕЛЕ М, 使 对 所 有 的 《* 宇 N, 和 矩阵 0O( 一 N +1, А) 有 一 致 的 上 下 界 : 
«Е OR—N+1, ЮВЕ, %>0, рг 0, (15.13-6) 
ето (15.12-10) 和 (15.12-11) 叫做 一 致 完全 能 观测 的 . . 
我 们 可 以 看 出 , 当 М, Хн, 是 单位 矩阵 下 时 , 能 控 和 矩阵 C 和 能 观测 矩阵 0 就 相当 
ТРИ, = 0, №, = 0,38. Е,, XX 是非 随机 序列 和 ,xx 对 的 线性 离散 系统 的 能 控 和 矩阵 和 
能 观测 和 矩阵， 这 里 的 “能 控 > 和 “能 观测 ”概念 有 它 自 己 的 物理 意义 ， 由 信号 模型 式 
(15.12-10) 可 知 ,在 太 时 刻 的 信号 可 以 表达 为 = 


Е, == Ф,, а-мРа-м + У ФС аЙ, 1 (15.13-7) 
= -М-1 ' 

因此 Е, 一 Ф,а-мЁ ам 的 方差 阵 就 是 

к А 

De wri = >, ФСУ, СФ = САМИ, 0), 
=А-М-1 
ЕЕ СОК М 十 1, Д) 的 正定 性 说 明 在 -wn 时 刻 信号 是 Pi-w， 太 时 刻 信 号 是 天 
的 概率 是 正 的 ,是 可 能 的 。 如果 能 观测 矩阵 О 一 N 十 1, к) 正定 ,那么 它 的 逆 存 在 , 取 
Е, КН У, 20 
У, = 0-44 № + 1,6) У Ф; .С,Ху,Х,;, (15.13-8) 


1ЕК-М-1 
我 们 就 可 以 只 用 NN 个 时 刘 的 观测 值 Ху, ' 8, Хь 来 估计 РК, 这 样 的 估计 是 无 偏 的 ， 
У, = Р, = 0, 但 它 一 般 不 是 最 优 的 . | 
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зра пленником | 的 ,那么 可 以 证 明 下 列 事 
GD 最 优 递 推 线 性 过 滤 的 输出 误差 的 方差 阵 当 к> 之 2N 时 有 上 下 界 : 


.oc Е < Х% «6986 К, 
1 + 72808, ас 


其 中 4 是 Р, У, ВЈ, 
(2) КЕНЕ (5. 13-2) 是 -一致 源 近 稳定 的 ， 即 


Te- Кабы) Фуа = сае м =) М 22 1 = > 0, сэ > 0, cl > 0 


(3) ВНЕ ,最 优 输出 Ў, 将 不 依赖 于 初 值 Р, 的 选取 , 最 优 输出 误差 
НОЕ Хр 也 不 依赖 于 初始 方差 阵 ХА, ОЛЕН. 这 里 需要 说 明 一 下 , 一 致 完全 能 控 和 
一 致 完全 能 观测 是 一 致 浙 近 稳定 和 误差 方差 阵 有 上 下 界 的 充分 条 件 。 如 果 不 满足 一 致 完 
全 能 控 和 一 致 完全 能 观测 的 某 些 条 件 , 误 差 的 方差 阵 仍 可 能 有 界 或 一 致 浙 近 稳定 ， 

_ 如 果 信号 和 输入 模型 是 线性 常 系数 的 ,白色 噪声 序列 М, 和 Wi 是 平稳 的 , 那么 经 过 
充分 长 时 刻 后 信号 和 输入 都 近 于 平稳 随机 序列 ， 对 这 种 情况 ， 一 致 完全 能 控 与 完全 能 控 
是 一 样 的 ,一 致 完全 能 观测 与 完全 能 观测 是 一 样 的 ， 当 Хы > 0 和 有 2 0 时 ,它们 的 充 
分 必要 条 件 分 别 是 | 


N-1 - | 

>: BGG(®): > 0, (15.13-9) 
1=0 Е о 

N=1 ， 

> (ФСФ > 0, (15.13-10) 


1=0 


它们 都 与 3 和 2% 的 具体 值 无 关 , 这 与 非 随机 的 线性 常 系数 离散 系统 的 完全 能 控 、 完 全 
能 观测 的 性 能 类 似 。 我 们 还 可 以 证 明 : 对 完全 能 控 和 完全 能 观测 的 线性 常 系数 系统 ， 不 
管 取 怎 样 的 初 值 , 当时 间 充 分 长 后 , 它 的 输出 误差 的 方差 阵 趋 于 一 个 唯一 确定 的 矩阵 , 同 
时 它 的 最 优 增 座 阵 也 趋 于 一 个 确定 的 矩阵 ,这 时 过 滤 达 到 稳 态 ， 
上 面 考虑 初 值 对 过 滤 结 果 的 影响 是 假设 信号 和 观测 模型 都 是 准确 的 。 实 际 上 ， 经 党 
发 生 这 样 的 情况 : 按理 论 上 说 ,最 优 过 尖峰 是 稳定 的 ,可 以 算出 有 界 的 最 优 输 出 值 和 输出 
的 方差 阵 ;但 是 当 这 种 理论 上 计算 出 来 的 最 优 过 滤器 加 上 观测 值 后 ,实际 上 得 到 的 滤波 器 
输出 和 输出 误差 的 方差 阵 与 理论 上 相差 很 远 , 黄 至 输出 误差 的 方差 会 趋 于 无 穷 大 ,这 样 的 
过 滤器 就 根本 失去 了 作用 .这 称 作 发 散 现 象 ， 滤波“ 发 散 ?” 的 主要 原因 有 下 列 几 个 方面 
(1) 由 于 对 物理 问题 了 解 不 够 或 在 简化 数学 模型 时 造成 信号 和 观测 模型 不 准确 .(2》 对 
信号 和 噪声 的 统计 特性 取得 不 合适 . (3) 由 于 在 数字 计算 中 , 受 有 穷 字 长 的 限制 ,计算 的 
近似 而 引起 的 。 特 别 是 方差 项 或 均 方 项 逐渐 失去 正定 和 对 称 性 时 使 真实 值 和 理论 值 的 差 
别 愈 来 愈 大 ， 下面 我 们 就 模型 不 准 和 统计 特性 不 准 来 进行 分 析 ， 
假设 ,真实 的 信号 和 观测 模型 是 
Руа = Фл и + М, | (15.13-11) 
Ху = СЕ, + а + М, (15.12-12) 
其 中 WW，M 是 互 不 相关 的 数学 期 望 是 零 的 白色 随机 序列 ， 它 们 的 方差 阵 分 别 是 3 


Не ч ГӘ 
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Ум; ик, 4, 是 非 随机 的 时 间 序 列 ; 信 号 初 值 与 Wi, №, 都 不 相关 .但 是 在 我 们 计算 时 却 
采取 另外 的 信号 和 观测 模型 

Ека = ФК Е + at + М, (15.13-13) 

Х, = СЕЕ + аё + М, (15.13-14) 

其 中 符号 的 意义 与 上 面相 同 但 数值 不 同 ,加 上 右上 角 注 “x*” 以 示 区 别 , 根 据 式 (15.13-13) 
和 《15.13-14) 得 到 的 最 优 线性 递 推 公式 为 

Yeo ФЕ + Ш + Ka Kan — Фа — СФ (15.13-15) 

Кец = (DE AT ER PTL + ХС Dr CH 


+ Скаси + Хм), (15.13-16) 
хр. = (Е — КС) (Фл, кВ ФА + WE — КС) + Кум КЕ 
= (Е 一 Кес) (Фах ФА + 20 , (15.13-17) 


初 值 真一 Еў, Уре = 对,。 它 的 渐 近 特性 已 在 前 面 分 析 过 .因为 ЎА Е 
Ё 一 0 方差 阵 2 就 是 均 方 误差 阵 县 记 "， 而 现在 真实 的 误差 是 
Е, = Е, — У 
_ (Е — КЕСОФЕ 1 Ека + (Е — КЕСОАФ Ра — КАСЕ 
+ (Е — KCt)Au + (Е — ККС) Wi — КЕМ, 一 天 Ad (15.13-18) 


其 中 .. 
АФ, == Ф,, 1 Фал. ДС) == Су — СК, Лал = ира — аа 
да, = di — 41, (15.13-19) 
它 与 式 〈15.13-11) 一 起 组 成 递 推 关系 式 , 初 值 Bo = Е. 一 Е. Е, 的 数学 期 望 就 往往 不 
等 于 零 了 ,那么 均 方 误差 阵 是 | 
Е.Е; = (Е 一 КСК ФЕ ФА + АФ, РЕ АФ 

+ дали 十 Ху, + ФЕ FlaAAD ка 

+ ль ЛЕ + Фа 十 Дир ЕФ 

+ АФь1Ръ лди + да, FEAADEAAIE — КЕСҰ)" 

+ КЕСАСЬЕЬЕТ АСЕ + Ху, + да Аф + АСР Да; 

+ АА. АС: )КЎ — (Е — КСЕ ЕЕ АС 

+ АФ Е ЕЕ АСК + Дак ЦРТ А СЕ + Ху АСЕ + АФ Рада: 

+ ФЕД КЕ КЕ АС,.Е.Ех алФ + ВСЕ: АФ 

+ дСЁ,да + ACk3 + да ЕФ + АРА] 


- (Е — КЎСТ)", (15.13-20) 
其 中 . 
Р.Е; 一 Фак + ие + Ху, + Фи 
и, ЕЕ -ФЕ ль (15.13-21) 
ЕЕ = Е.Е: Фа + Е, лаа, (15.13-22) 
ЕЕ; = (Е — КСФ ЕЕ + АФЕРА + дака + Хь. | 
— КАСТ + да, РУ], (15.13-23) 


Е.Е; 一 РЕФ + Е, лака, (15.13-24) 
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Ё, = (Е — КУСТ Ф ER + АФ Ёа + Аа] 


— КИАСЬР, + да, |, (15.13-25) 
Ё, = Ф.Ё ьа шл, (15.13-26) 
而 初 值 
ЕЕ: = (Fo— Е) (Е, — PF) = ДЕ, АР, (15.13-27) 
Е.Е = Роз Е + 3%,, (15.13-28) 
EF; ~ Уу, + АР - Е, (15.13-29) 
Е, = = АА, = Е, — Е*. (15.13-30) 
现在 来 讨论 几 种 情况 


(1) Ф, Ск» Uk а, 都 准确 无 误差 ,只 是 Zi М, 和 初 值 有 误差 .这 时 

Е, = (Е — КҰС,)Ф, кака + (Е — КСМ, — КЕМ, (15.13-31) 

Е.Е} = (Е — КС, ) ФЕ + Хы, ТСЕ —– КЎСЬ)" + KEN КТ. 
| {15.13-32) 
把 式 (15.13-32) 5 (15.13-17) 相 比 较 ， 可 得 出 结论 : 只 要 计算 时 模型 式 (15.13-13) 和 
(15.13-14) 的 Ху, Хм 和 初 值 Хр 分 别 大 于 或 等 于 真实 的 Хв, ХМ, 和 初 值 
ЕЕ; ,那么 对 所 有 时 刻 и, 按 模型 式 (15.13-13) 和 (15. 13-14) НЕЕ хе ЕЁ 
永远 大 于 或 等 于 真实 的 均 方 误差 阵 EiE;。 另 外 , 如 果 模 型 式 (15. 13-13) 和 (15.13- -14) 
是 一 致 完全 能 控 和 一 致 完全 能 观测 的 ， 那 么 真实 的 均 方 误差 阵 是 有 界 的 ， 不 发 生发 散 现 
象 . 


(2) Фи Я С, 都 准确 而 ол 和 di 不 准确 ,这 是 由 于 某 些 模 型 中 含有 不 准确 的 参 
数 或 非 线性 系统 线性 化 后 引起 的 ， 这 时 
Е, = (Е — КС [ФЕ а + диф + Жи — КЕСМ, + дар), (15.13-33) 
Е.Е: = (Е — КА CC Dh, ЕЕ, д + АА + Хур, 
+ ФЕ, да, + ди, Е Фи (CE — КС)" 
+ КСМ, + да зда Kt — (Е — КС, Фа Аа: 
+ ии ИК — Kt[AdiEi Di + Аа, Ди, 1] 
х (Е — КҰС,)", (15.13-34) 
Е, = (Е — КСО Ека + (Е — КС) Аир — КАА, (15.13-35) 
同样 可 以 证 明 : 如 果 信 号 和 观测 模型 式 (15.13-13) Я0 (15.13-14) 是 一 致 完全 能 控 和 一 
致 完全 能 观测 的 ,此 对 所 有 的 《,， дах 有 一 致 的 上 界 ,真实 的 
Хр, < Хр, Хм, < сУм 
сі, с 是 大 于 零 的 常数 , Ум, 是 正定 的 ,那么 真实 的 均 方 误差 阵 已 ,Ex 一定 有 一 致 的 上 界 ， 
也 就 是 不 出 现 ” ВО. | 
这 样 ,在 设计 最 优 线性 递 推 过 滤器 时 ,对 模型 式 (15.13-13)，(15.13-14) 选取 合适 的 
х}, Ум 有 可 能 使 模型 具有 一 致 完全 能 控 和 一 致 完全 能 观测 的 性 能 从 而 防止 模型 和 统 
计 特 性 不 准确 而 引起 的 "发散" 现象 . 
现在 举 一 个 简单 的 例子 .假设 真实 的 信号 和 观测 模型 是 
Fi Еа Би, Ху == Е, + Ni, 
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而 在 设计 最 优 过 滤器 时 ,由 于 对 参数 * 了 解 不 准确 ,我 们 的 模型 取 作 
天 = а н*, Ху = БЕ NE, 

其 中 NA 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 自 色 噪声 oh =. 对 于 初 值 我 们 只 知道 数学 期 望 为 
零 ,散布 很 大 ,于 是 我 们 取 У: = Е, 0, 4 一 co。 根据 最 优 过 滤 公 式 可 以 第 出 

ГА 一 о КК 一 ар #/ (ов + о), 

сз = (1 — она — М) + КОКЕ = овоо / (ове + ой). 
再 根据 初 值 ое — co ， 可 得 到 АЎ а 1, св = оъ, ИВ 
1 2 1 


ж = 
КЕ == —-, сёр == — ох, 


入 “ К 
最 优 输出 为 
У; = У 十 и* + АЕ(Хь — У — и*) 
= (1 一 2) + «+ х, 


ит хь ЕЁ = 0, 
在 理论 上 计算 出 来 的 过 滤器 的 输出 均 方 误差 (Bx = ср 一 一 к ВЕК 的 增长 趋 于 零 
但 是 当 我 们 把 真实 的 观测 值 xX = Е, 十 Nt 加 到 滤波 器 后 ， авнаа 
ү, = 1, * + Уво м) = Fo tk! АУУ, 


2 | Rk 1=1 
输出 误差 是 


А 
— 1 1 
Bim Ре Yr = ди – >. 


其 中 ли 一 « — и", БЕ Е, 一 和 二 + Au， 不 等 于 零 ， 而 且 随 着 的 增长 而 增 


长 。 输 出 的 均 方 误差 是 . 
Ез = (А1) 10 део, 
4 


它 随 《的 增长 而 更 迅速 地 增长 ,这 就 出 现 了 "发 散 ” 现 象 , 

在 这 个 例子 中 ,因为 过 滤器 的 增益 系数 K 随 4 的 增长 迅速 碱 小 ,于 是 ,新 的 观测 信息 
在 过 滤器 中 的 作用 迅速 变 弱 , 到 后 来 , 主要 依靠 信号 的 模型 来 决定 输出 , 模型 不 准 起 了 突 
出 作用 , 引起“ 发散 ?。 在 此 例 中 Wi 的 方差 阵 Хр НЕЕ, ДЯТЕЛ Хы, 那么 
可 以 改善 发散” 的 趋势 , 因 模 型 不 准确 的 影响 会 减弱 些 , 但 不 能 改变 “发 散 ? 的 本 质 ， 因 为 
ЖІН Ф = 1, 因此 加 了 3 和 xx > 0 的 条 件 后 仍 不 能 得 到 一 致 完全 能 控 和 一 致 完全 能 观测 
的 性 能 . Ч ди 一 0 时 ,输出 的 均 方 误差 尚 可 趋 于 稳定 , 但 它 不 是 那 种 以 指数 形式 趋 于 稳 
定 ,而 是 以 1 人 的 形式 趋 于 稳定 ,已 经 处 于 稳定 的 边缘 。 当 有 Awu 常 值 误差 后 ,输出 误差 的 
数学 期 望 就 不 断 地 增 大 ,所 以 均 方 误差 就 必然 发 散 了 ， 这 个 例子 可 以 用 加 大 新 息 的 作用 ， 
或 采用 有 限 记忆 的 方法 来 克服 “发 散 ” 现 象 ， 也 可 以 把 参数 " 看 作 系统 信号 中 的 待定 参 
数 ， 在 进行 最 优 过 滤 的 同时 对 参数 进行 估计 ， 现 在 来 看 一 个 更 为 一 般 的 例子 .假设 信号 
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和 观测 模型 是 


й 一 ФА + Уи, 十 -Oak + СМ, (15.13-36) 
= С.Е, + №, | (15.13-37) 
其 中 а, Б, зжата 所 以 | ис 2. 
а= акт (15.13-38) 
ыы, - (15.13-39) 


把 at, Bb 看 作 是 新 的 信号 的 一 部 分 ,构成 新 的 信号 和 观测 模型 : 


Fn Фик Qe ON /RF т, с, 
| -| 0 ЕО | +| 0 | 0 | Й’,, (15.13-40) 
6.1 0 0 Е/ \,. 0 0 Е 
Е, 
CN [м] +в, | (15.13-41) 
Б, 


ХАУА, МЕ ГАН НОЕ. ЕТ ЕЙ 
需要 知道 新 信号 初 值 (Fo, ао, bt) 的 数学 期 望 和 方差 阵 ,但 wo, 和 的 统计 特性 又 是 不 知道 
的 。 只 要 最 优 过 滤器 是 稳定 的 ,那么 ав, 和 统计 特性 不 准确 对 最 优 过 滤器 的 输出 影响 是 
不 大 的 ， 这 种 影响 随 着 《的 增 大 而 趋 于 消失 . .利用 扩大 维 数 的 方法 还 可 以 解决 输入 信号 
中 含有 非 随机 的 且 参 数 待定 的 函数 问题 . 

对 于 М, № 的 统计 特性 不 准确 的 问题 ,也 可 以 采用 自 适应 过 滤 的 方法 , 即 在 用 输入 
Х, 进行 过 证 的 同时 ,设法 对 Wi, №, 的 统计 特性 进行 估计 或 修正 .这 方面 的 情况 读者 可 
以 参看 文献 [5], 
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以 前 考虑 最 优 控 制 癌 题 时 ， 系统 中 没有 考虑 随机 作用 的 影响 ， 这 时 系统 的 状态 可 以 
准确 测量 ,使 系统 的 某 种 性 能 指标 达到 极 值 的 最 优 控制 是 系统 状态 的 某 种 函数 。 本 章 前 
几 节 中 考虑 的 最 优 过 着 问题 ,虽然 信号 模型 中 也 可 能 有 非 随机 的 控制 输入 ,但 它 是 已 知 的 
时 间 消 数 , 与 过 滤器 的 输出 毫 无 关系 .实际 上 , 经 常 碰 到 的 是 这 样 的 最 优 控制 问 题 , 系统 
中 有 不 可 忽略 的 随机 作用 的 影响 ， 这 叫做 最 优 随机 控制 问题 。 这 时 系统 的 状态 是 随机 过 
程 或 随机 序列 , 它 不 能 直接 测量 到 ,只 能 根据 与 状态 有 关 的 输出 来 估计 它 ， 控 制 是 根据 系 
统 的 初 值 和 系统 在 控制 时 刻 的 输出 来 决定 。 它 应 该 是 非 随 机 的 ， 性 能 指标 应 是 某 种 统计 
特性 。 最 优 控制 就 是 要 寻找 某 种 控制 规律 ,使 某 项 性 能 指标 达到 极 值 ， 

在 各 种 最 优 随机 控制 问题 中 , 线性 二 次 高 斯 问题 是 最 简单 的 一 类 , 发展 得 较 完善 , Н. 
有 广泛 的 应 用 .我 们 先 较 详 细 地 讨论 一 下 离散 的 (采样 的 ) 线性 二 次 高 斯 问题 ,以 后 再 简 
单 地 叙述 连续 的 线性 二 次 高 斯 问题 ,最 后 讨论 它 的 应 用 . 

在 离散 的 线性 二 次 高 斯 问题 中 ,假设 系统 模型 是 . 

Еа ФЕ, + Ча СМ, К =0,1,2,..-,М, (15.14-1) 
站 一 CE + М, k=0,1,..,N, . (15.14-2) 
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其 中 系统 的 状态 F 是 н 维 随机 向 量 序列 ; 观测 值 XX 是 m 维 随机 向 量 序列 ; ui 是 + 维 控 
制 序列 ， 它 是 确定 性 的 ; ИИ, М, 是 互 不 相关 的 数学 期 望 为 零 的 2 维 , 加 维 白 高 斯 随机 序 
列 ,方差 阵 是 Ху, Хы; 状态 初 值 Fi 是 高 斯 随机 向 量 ,其 数学 期 望 为 Ё, 方差 阵 是 3 
Ф, ш, С, 为 相应 阶 数 的 矩阵 ， 现 在 要 寻找 这 样 的 最 优 控制 序列 &， 它 是 系统 状态 初 
УСЕ О рр, 的 某 种 确定 函数 ,使 得 性 能 指标 


N—1 
J = ТЕЗЕ, + =>. (Е ОЕ, + щ Ешь) (15.14-3) 
= 0 


达到 极 小 ,其 中 5 和 804 是非 负 的 对 称 和 矩阵 ，Ri НЕЕ, ха, МЕЖ: 
(1) 控制 的 时 间 是 固定 的 , 从 юм; (2) 控制 mx 不 受 限 制 ， 为 了 要 达到 最 小 ,mx 必 
然 不 能 很 大 ,所 以 不 必 加 上 限制 ; (3) 对 系统 状态 的 终 值 Fi 不 加 限制 。 同样 因为 要 J 达 
到 最 小 , 终 值 不 可 能 很 大 . 

我 们 采用 动态 规划 的 方法 解决 此 问题 。 先 讨论 无 随机 作用 的 线性 二 次 最 优 控制 问 
题 ， 它 是 一 个 最 优 离散 系统 问题 。 这 时 И’ = М 一 0, 状态 可 直接 测量 ， 不 必 考 虑 式 
(15.14-2), 系统 模型 是 


Ёл = Ф, + У, ` (15.14-3) 
性 能 指标 是 | 
1 1 М-1 
Ј 一 村 全 Sr + = УО + и Раш), (15.14-4) 
к=0 
要 求 了 达到 极 小 . 
我 们 定义 一 个 泛 苞 序列 ИЕ і = 0, 1,. 一 1 
М-1 
и: == тіп min- + отіп | fiSfy 十 工 ТОВ + и Кии) (15.14-5) 
и и, иу, 2 2 КЕ “ 
当 ! 一 N 一 1 时 ， 
vN-1 一 min | ЁЁ, + > РОУ + > ааа э 
яу. 


把 式 (15.14-3) 代入 ик 后 得 到 
vw-1 一 min и (Фу н—15Фьм- 十 Ом + ау + Вира 
иу; 
+ Ё афа лама 十 uv- Dy ,nf ls 


它 是 a 的 二 次 三 项 式 ,由 5 的 非 负 对 称 性 和 Ку КЛЕЕМ СИ, + Ry-1) 
是 正定 对 称 的 ,因此 可 以 得 到 使 上 式 达 到 极 小 的 дъ, 应 是 状态 Ёл, ВАСЕ ВА ЯК: 


йуу = — Aw-ify, (15.14-6) 
Ак = (Чу, 十 Вы) YN-SDN,N-1, | (15.14-7) 

把 它 代 人 VN-1 后 得 到 
ру = 2 Рачаб, (15.14-8) 


其 中 
Рул == Ока + Ф215 一 Зи + Кыл) NS Ow. 
《15.14-9) 
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由 Ov-: 和 3 的 非 负 对 称 狂 可 知 Pn-1 也 是 非 负 对 称 阵 。 现 在 来 看 w 与 -ws 的 关系 ， 


vi == тиіп пип * min 2 ер, +. У (Е: ОВ + и Ра) + ЕГО ш. Ви |. Е 


иј а ин: 2 КЕ +1 


由 系统 模型 式 (15.14~3) Жал, > - <, ww ЗРЯ, ЈЕ 
， N-1 
0р = min{min nz lS + У (Е: О + 4 Кем | 
=) ега шу. кыр +1 
+ ЕТО + ка) 


= ИЕ + #06 + 28 ка), 
al 


根据 式 (15.14-8), 可 以 设 Vit+l = 2 арыб, 那么 
vi == тіп [равна + Ё; 0,6, + а; Киа]. 
. ы 


与 iw-1 时刻 相 类 似 ,可 以 得 到 


ё, = — Ав, (15.14-10) 
Л, = (СТР, + К) Р.Ф, (15.14-11) 
п РВВ, (15.14-12) 
Р, == 0, + DirmlPin — Рун, (Ры: + Еу) Ру]. (15.14-13) 


只 要 令 Py = 5, ДЖИ Л Я Ру, 1 = № —1,М-2,---,0. 非 随机 的 线性 二 次 
问题 的 最 优 控 制 规律 就 是 名 == — ЛИ, 10, 1,.… ,NN 一 1， 在 这 个 最 优 控 制 规律 作用 
下 ,所 达到 的 最 小 性 能 指标 就 是 

min J = = ВВ, | (15.14-14) 


现在 来 讨论 考虑 了 随机 作用 的 线性 二 次 高 斯 问题 。 先 定义 一 个 泛 函 序列 


и == пир min* min 二 | FSF 十 5 (Е О.Е» + ui Ваш |. (15.14-15) 
ч 81-1 чм—! 

= М 一 1 时 ， . 

VN-1 = піп = [FvSFy + Fi Oia + алал]. 


им: 


把 式 (15.14-1) 代入 后 得 到 
VN-1 == min 1 [FNABNN-ISDy,N-1 + Ом) Ёа 


им. 


+ (Фу Вуда + WHAGNAGN-1 Иа 
十 ау 10% Фу Ё + Еу-Фу кн 
+ Ру Фу бу a Му + И бу-15Фу м-н 
+ аб би И И бу5ы-шы- |. 
т Ww 的 数学 期 望 是 零 向 量 ，Ww 与 Fy 互 不 相关 ,于 是 
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: 1 т т г г | = 
VN-1 = піп ТЕ (Фик Фик + Ок) Ем + ину Ки) 
WN—1 


+ бабу + ау 35Фу ну + Fon мн]. 
因为 uw-i 的 选择 不 会 影响 Fw-i, 而 且 ан ЖИ Ро 以 及 六 和 以 前 时 刻 的 观测 值 . 
Хуа == (Хз, KE, Ха) 
的 函数 ,所 以 要 得 到 上 述 的 极 小 值 就 相当 于 函数 “ 
[uy м-15Фы, NM 一 1 ру + (Ен) Ф, 0 
十 Ua Wy SW + Rw-un-1] 
达到 极 小 值 , 那么 最 优 控 制 总,-, 应 是 | 
их 一 — (Фу + ВЧ 15 Фи м1 СЕу-1|Жм-1) 
一 一 Ан (Ек- | Ху-1), 
在 第 14 章 和 第 15.3 节 中 已 经 指出 , 在 高 斯 分 布 的 随机 作用 Wi, М, 所 影响 下 , 由 系统 
线性 模型 式 〈15.14-1)》 Яп (15.14-2) 得 到 的 有 ，X 是 联合 高 斯 分 布 的 ， 条 件数 学 期 望 
(Ру 1) 就 是 使 输出 均 方 误差 最 小 的 最 优 过 滤器 的 最 优 输出 У, ВА 
(15. 14-1) Ж1 (15.14-2) 的 输出 Xv 《也 是 过 证 器 的 输入 ) 的 线性 函数 ， 所 以 


бу-у 一 Акам 1. (15.14- 16) 
把 式 (15.14-16) 代入 vw-1， ыы Ў, _ = Еу — Ёз, 于 是 得 到 
VN-1 = [有 8-iPw-ev-i + вм, о: (15.14-17) 


其 中 Pv-: 满足 式 (15.14-9) ,而 ом. 是 
ан 一 А +. Вы) ЧФ и 


+ Урбан Е (15.14-18) 
当 了 是 对 称 矩 阵 时 ,下 列 等 式 成 立 : СИН 
[XPX] = Х"РХ + [РУЗ], . ие (15.14-19) 


因 Ё. 和 И 的 数学 期 望都 是 零 向 量 ,所 以 
CN-1 一 = [Фи + ВЧ Фа] 


+ ч 65163,1. 


方差 阵 Ур, ТЕБА АЕ ЛЕНТЕ АРЕНИ, БЕНИН uw- 无 关 ， 因 此 
ан-1 与 gw-1 无 关 ， 现 在 再 来 求 vi 与 vin КЖ. 由 于 ши, Шаа» “3 Мы] Е 无 影 
п, ВТ 9148 8] | | 


0; == min {em 十 Е О +9 взад. 
а; 


根据 式 (15.14- 7) 可 以 设 va = 31FinPmFinl 十 он, Qn 与 i 无关, 那么 


ор = шт ОПЕРЕ + Е; ОЕ, + аі 8 Киа - о, 
ul 
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类 似 于 tw 时刻, 可 以 得 到 最 优 控制 
а = = = — АЎ, = — (ИР, + КЧР АФ, Я. (15.14-20) 


把 式 (15.14-20) КА vi 后 得 到 
и = > ТЕТЬЕЙ +, (15.14-21) 


其 中 . 
Р, = 0, + Філ [Руа — Ра, PE + RV! Ра] Фи, (15.14-13) 


1 
а == аа 十 > [Ф412 СШ Р.У, + В РАФ. в] 
+ > tr[G! GE]l. | | | (15.14-22) 


具 要 令 Px 一 5, ax 一 0, 就 可 以 递 推 得 到 hi, Pi, а о, 1 一 N 一 1,…, 1,0, 性 能 指 
标 7 的 极 小 值 就 是 vo。 这 样 就 得 到 了 采样 线性 二 次 高 斯 问题 的 全 部 解 ， 即 最 优 控制 规 
律 是 | 
а, = — Л,Ў,, А =0,1,...,М-1, (15.14-20) 
其 中 
Д = [iP + ЕР 60,1, 555, № 1, (15.14-23) 
Р, = О, + Фуа, Раа 一 РСР + К) АРЕ Фал, 
& =0,1,...М —1, | (15.14-24) 
终端 条 件 为 Ру = 5, | | 
Ў, = Фа + ККХ, 一 СФ Ска), (15.14-25) 


Ку 一 УЕ, СЕ (САХ Е, СЕ + 了 oO， | (15.14-26) 
Хр, 一 Фахр, Фа + бы, Са (15.14-27) 
х? 一 Ур, — Хр, С (САХ, СЕ + DN) CHEE,, (15.14-28) 


初始 条 件 为 加 = Рь 58, = хр, 这 样 得 到 的 性 能 指标 的 最 小 值 为 
min J = ЗТЕЗЋА 十 oo = ЗЕР, + РН. 


N-1 
1 т т 一 
十 FPP WEP +в» ЧАР ФАХ] 
k=0 


№М-1 , . 
+ ЭЗ [Сб . (15.14-29) 
k=0 


上 式 中 第 二 项 是 由 于 初 值 的 随机 性 引起 的 附加 性 能 指标 值 ， 第 四 项 是 由 于 系统 状态 的 随 
机 性 引起 的 附加 性 能 指标 值 ， 第 三 项 是 由 于 状态 估计 不 准确 而 引起 的 附加 性 能 指标 值 . 
当 所 有 的 随机 作用 都 不 存在 时 ,J 的 最 小 值 就 是 确定 性 线性 二 次 问题 的 最 小 性 能 指标 
值 . 
我 们 可 以 把 结果 用 图 15.14-1 所 示 的 方块 图 来 表示 . 
从 上 述 结 果 可 以 看 出 ， 在 线性 二 次 高 斯 问题 中 可 以 把 过 小 问题 和 控制 问题 分 离开 来 
单独 考虑 ， 在 考虑 过 滤 问 题 时 不 需 考 虑 控制 是 什么 ， 只 需 把 它 看 作 一 个 确定 性 的 输入 就 
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可 以 了 . 在 考虑 控制 问题 时 不 需 考虑 随机 作用 的 影响 ， 只 需求 出 控制 规律 的 最 优 反馈 系 
Л, ря. ЖА, 把 它们 两 个 串联 起 来 , 最 优 随 机 控制 就 用 最 优 反 馈 系数 乘 以 经 过 最 优 
过 滤 后 的 输出 而 得 到 的 ,这 就 是 所 谓 的 “分 离 定理 ” 要 注意 ,对 于 一 般 的 最 优 随机 控制 问 
题 ,“ 分 离 定理 ”并 不 是 都 可 以 应 用 的 . 

对 于 连续 的 线性 二 次 高 斯 问题,“ 分 离 定理 ”仍然 成 立 ， 我 们 这 里 只 托 述 结果 而 不 加 


证 明 . | 
假设 系统 的 模型 为 | 
ЕО) = а(ЕС) + ВС WO) + Фа, (15.14-30) 
ХС) = CANEFO) + М, из, о (15.14-31) 


其 中 系统 的 状态 РО) 是 ” 维 向 量 随机 过 程 ,观测 值 ХО) 是 wm 维 向 量 随 机 过 程 ; 7 维 控制 
函数 аг) 是 非 随机 性 的 ，W(z) 和 МС) 是 互 不 相关 的 数学 期 望 为 零 的 p 维 ,m 维 白色 高 
斯 随机 过 程 .方差 是 С), Хы), 状态 初 值 Fw) 是 随机 向 量 ,数学 期 望 是 Ро, 方差 是 

+. ВБ ИС), Мо 都 互 不 相关 , 4。B , 亚 ，C 为 相应 阶 数 的 矩阵 ， 要求 寻 找 这 样 的 
最 优 控制 函数 або), 它 是 系统 状态 初 值 Ро) 和 上 时 刻 以 前 观测 和 值 ХО), и <о< ғ, 
某 种 确定 函数 ,使 得 性 能 指标 


] 一 Fev)rSFCw) + >. 人 ЕСГ) OF +a) Rua)] de (15.14-32) 


达到 极 小 值 。 其 中 和 0(z) 是 非 负 的 对 称 和 矩阵 ，R(z) 是 正定 的 对 称 矩 阵 ， 
可 以 证 明 , 最 优 控制 函数 


аб) 一 一 ФО), (15.14-33) 
其 中 最 优 反馈 系数 

AQ) = RC) 亚 5Ct)P(Cz7， (15.14-34) 
ЕВЕ РОО 满足 黎 卡 提 方 程 : 


2. PCD 一 一 dr(CDPCD — РСР) А0) 一 ФСР) + РЕЖФЕ-КРЧ(ОРО, 
4 


. (15.14-35) 
终端 条 件 是 Р(2у) 一 5, 
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У 是 最 优 过 滤器 的 输出 , 它 由 下 式 确定 : 
=. Я = АДУ + (да + KCOLXG) — СФУ], (15.14-36) 


其 中 
К(2) = 50см (0), (15.14-37) 


- 58) = ах + FEA) — EE "ФМ CC TE, (15.14-38) 


初始 条 件 为 УС) = ЕС), 32(10) = УЗ. 
此 结果 也 可 以 用 方块 图 表示 (图 15.14-2) 


.图 15.14-2 


在 最 优 控制 式 (15.14-33) 的 作用 下 , 性 能 指标 的 最 小 值 是 


пй 7 = Е) PCo) РС) + ТРЗ] + | KC EW)K"(a)P(o)a0 } 


+ | 55) + [065594 |. | _ (54-39) 


最 后 ， 我 们 来 看 线性 二 次 高 斯 问题 在 控制 系统 设计 中 的 作用 中 在 具体 的 集中 参数 
控制 系统 中 , 受 控 对 象 〈 包 括 执行 机 构 ) 的 运动 通 帘 可 用 一个 非 线性 变 系 数 的 常 微分 方程 
来 描述 : 


0 = ф(#(), иг), 1), К) = №, (15.14-40) 


КО 是 系统 的 状态 ，ult) ЕНА. 受 控 对 象 的 状态 由 测量 装置 经 过 某 种 变换 而 济 
得 ， 测 量 装置 的 输出 为 

хб) = (Ё), ғ), (15, 14-41) 
如 果 测量 装置 有 明显 的 动力 学 特性 ,那么 也 可 以 把 它 并 人 在 受 控 对 象 的 方程 中 假设 9， 
g 部 是 连续 的 ， 并 且 对 f 和 都 有 足够 次 数 的 导数 。 当 给 定 状态 的 初 值 和 给 定 某 个 控制 
输入 后 , 按 式 (15.14~40) 和 (15.14-41) 就 可 准确 地 算出 系统 的 状态 ЕО) 和 观测 值 x(2)， 
根据 需要 ,可 以 确定 符合 某 种 需要 的 较 好 的 控制 输入 mm(z) 以 及 系统 状态 АСО 和 观测 什 
x(z)， 例 如 在 地 地 导弹 的 飞行 控制 系统 中 , 可 以 根据 某 种 性 能 指标 确定 一 条 从 发 射 点 到 
弹 着 点 的 理想 弹道 曲线 АО 和 实现 此 弹道 曲线 的 理想 的 控制 输入 mz), 测量 装置 也 可 
给 出 此 弹道 曲线 的 观测 值 xi(r)。 这 可 以 用 极 大 值 原理 或 动态 规划 等 方法 来 完成 。， 如 果 
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运动 方程 (15.14~41) 是 准确 的 ,状态 的 初 值 是 准确 的 ,没有 什么 干扰 因素 , 那么 给 了 准确 
的 控制 输入 (г) 后 , 就 可 以 准确 地 实现 系统 状态 АС). 但 是 , 这 在 实际 上 是 不 可 能 的 ， 
因为 运动 方程 不 可 能 完全 准确 (包括 其 中 某 些 参数 ) , 初 值 f(zo) 也 不 可 能 完全 准确 , 还 有 
各 种 干扰 因素 ,因此 在 加 上 控制 输入 watz) 后 ,不 可 能 准确 地 实现 最 优 的 系统 状态 ， 那么 ， 
我 们 就 要 使 实际 的 控制 输入 аг) 稍 加 改变 ， 使 系统 的 状态 F(z) 尽 可 能 地 接近 于 最 优 
А0). 


定义 状态 的 扰动 量 是 
6f(7) = Кр — fi(), (15.14-42) 
输出 的 扰动 量 是 
х0) = жг) — x1(?), (15.14-43) 
控制 输入 的 修正 量 是 
ва(г) wa u(t) — w(t) | (15.14-44) 


我 们 可 以 加 一 个 反馈 控制 , 根据 状态 的 扰动 量 8f 来 确定 榨 制 输入 的 修正 量 , 使 以 后 的 状 
态 扰动 量 尽 可 能 地 小 ， 把 运动 方程 积 输 出 方程 〈15.14-40)，《15.14-41) 在 Абе), шабо) 
附近 展开 成 泰勒 级 数 就 可 以 得 到 : 


Ef) = pO), а), 0) — ФО, (0,0) 


дф 


- 52 8) + oP 5a(i) + щ(8 КР), Bal(t), 0), 


#0), (0) да | PC 人 


(15.14-45) 
= Әх (2) == ФОРС), г) — (А00), 1) 


= дв | a 
BF коб + Во), г), (15.14-46) 
在 忽略 扰动 的 高 次 项 后 ,就 可 以 得 到 线性 变 系数 方程 
-2- 5) = АЕ) + В(0)ва(е), (15.14-47) 
5х(р) = С(г)ё# С), | (1.5.14-48) 


其 中 
в) = 9 с) 


ди (Е. > 


400) = (15.14-49) 


OF ии, (> OF Ist. 
为 了 保证 线性 模型 的 有 效 性 ,必须 使 5f(z) 和 да(г) 都 相当 地 小 ,因此 在 选择 最 优 的 5u(z) 
时 使 二 次 泛 函 性 能 指标 

Ј ыа ан)" 5) + 2 MAGA OL + 6uCG)RG)ouCG) dt (15.14-50) 


取 最 小 值 是 很 恰当 的 ， 这 里 МО 是 非 负 的 对 称 阵 ，R(z) 是 正定 的 对 称 阵 . 这 样 就 
产生 了 一 个 非 随机 的 线性 二 次 问题 .设计 者 可 以 选用 适当 的 3$，0(4) ，R(2) , 使 非 随 机 的 
线性 二 次 问题 有 合适 的 解 . 在 实际 物理 问题 中 ， 受 控 对 象 和 执行 机 构 都 受到 各 种 随机 干 
Аа, 并 且 系统 的 状态 并 不 是 能 够 直接 ,全 部 测量 到 的 ,, 在 测量 过 程 中 也 受到 随机 于 
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扰 的 影响 ,因此 就 需要 考虑 线性 二 次 高 斯 问题 ,这 时 系统 的 状态 F(z) 和 观测 值 ХО) 都 是 
向 量 随机 过 程 ， 选 择 5u(z) 使 性 能 指标 


Ј= 1. ВЕ (1 )S8F Cv) + = |" ВЕС ОСЕР + ив (ви( de 
达到 极 小 、 这 与 保证 线性 模型 的 有 效 性 是 一 致 的 线性 二 次 高 斯 问题 的 结果 已 列 在 式 
(15.14-33)—(15.14-38) 中 。 对 于 设计 者 来 说 , 现在 的 问题 就 是 选择 合适 的 5, ОС), | 
КО) 和 2，2XGD)， 使 整个 控制 系统 有 较 好 的 性 能 . 
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在 很 多 控制 系统 中 被 测量 ,控制 量 或 系统 的 状态 都 不 可 能 直接 得 到 ,必须 用 某 种 被 调 
制 了 的 信号 以 各 种 物理 过 程 的 形式 传送 .. 我 们 把 未 调制 时 的 原始 量 称 为 消息 , 用 200) 表 
示 , 载 负 消息 而 用 来 传输 消息 的 物理 量 称 为 信号 ,用 fa(z) 表示 . 如 果 消 息 和 信号 是 随机 
函数 ,那么 我 们 分 别 用 DCz) 和 Fop(o) 来 表示 .例如 ,在 脉冲 制 雷 达 的 距离 测量 系统 中 , 目 
标 离 雷达 的 斜 距 是 消息 , 它 是 随时 间 连 续 变化 的 量 , 在 调制 后 , 视频 信号 是 相位 随 距离 变 
化 的 脉冲 序列 ,射频 信号 是 用 视频 信号 调制 的 超 高 频 正弦 振荡 〈 见 图 15.15-1)。 当 然 ,在 
某 些 控制 系统 中 消息 和 信号 是 完全 相同 的 .在 前 面 各 节 中 已 经 比较 详细 地 讨论 了 信号 秦 
现 的 问题 .在 本 节 和 下 一 节 内 将 讨论 信号 的 检测 和 信号 参数 估计 的 问题 ， 在 这 些 问 题 中 
最 优 过 滤 的 设计 往往 不 采用 均 方 误差 最 小 的 准则 ,而 采用 其 他 准则 . 


图 15.15-1 


在 一 般 控 制 系统 的 观测 量 中 无 论 信 号 是 否 存在 总 是 有 随机 噪声 作用 的 . 对 于 其 些 系 
统 , 例如 雷达 接收 机 , 随机 噪声 作用 较 强 , 不 能 予以 忽略 ， 信 号 检测 的 目的 就 是 要 根据 已 
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知 的 信号 噪声 统计 特性 来 辨识 观测 量 中 只 有 了 噪声 昵 还 是 有 信号 存在 ,所 以 通常 称 作 “ 从 噪 
声 中 检测 信号 ”, | 
ЖЯ ИА (8 5А НИНУ П 

Х(:) = Е(:) + М, - (15.15-1) 
噪声 ме) 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 , 信号 Ег) 也 是 随机 函数 , 它 是 消息 D 的 真 
正 载 负 者 。 假 设 在 某 一 时 间 间 隔 中 ， 消 息 忆 只 可 能 取 两 个 值 之 一 : 0 或 1. 如果 消 息 
"”р= 0 Е,(0) = 0; 消息 DD 二 1 时 Е.) = Ко, 那么 称 信号 为 “已 知 ” 的 ; 如 果 消 息 
D 一 0 时 РС) =0, 消息 D = 二 1 时 ，Fi(z) 是 依赖 于 某 个 随机 参数 8 的 随机 防 数 
Р.) = Е(2,Ф), А РО) 称 为 是 带 有 随机 参数 的 信号 ,假设 与 NG) 的 统计 特性 和 
信号 ЕС, @) 或 f(z) 的 函数 形式 都 已 知 , 现在 要 根据 在 一 段 有 限时 间 间 隔 0 志 : 志 7 内 
的 观测 值 X(o) 的 一 个 现实 x(z) 来 辨别 消息 忆 取 0 жні. ВИ ХЕ «<: < 
T 内 所 有 可 能 的 取 值 划分 为 两 个 部 分 Ze 和 Z1， 如 果 х(2) 属于 Zo。， 则 认为 消息 р = 0; 
如 果 х(0) 不 属于 Ze 而 属于 Z1， 那 么 就 认为 消息 D 一 1， 因 为 我 们 是 根据 一 个 观测 值 
х0), ОЗ: 万 7 来 辨别 的 ,所 以 通常 不 可 能 绝对 正确 ,总 有 出 差错 的 可 能 。 可 能 发 生 两 
种 差错 : 第 一 种 称 为 “ 虚 警 > , 即 D 王 0 时 而 С) Ра, 误 认 为 也 =1. 虚 警 概率 即 条 件 概 
ж p{xQ) Є Z11D == 0}, 1100 роС21); 第 二 种 是 “调和 警 ”, 即 当 忆 一 1 时 , 而 zx() 属于 . 
Zo 误 认为 D 一 0， 瀑 警 概率 即 条 件 概率 р є ZolD = 1}, 简 记 为 px(2Zo)。 另 外 还 有 
两 种 正确 的 情况 ,它们 的 概率 分 别 用 роС20) 和 pr(2Z1) 表示 ， 显 然 ， 


Ро 20) + ро(21) =—=1, Р1(20) + pn(Z) == 1. (15.15-2) 
条 件 概率 ро(21) 和 px(20) 分 别 是 条 件 概率 密度 函数 的 积分 
po Z1) 一 |, w(x|D = бах, (15.153) 
Р(20) = |. ш(х|0 = 1)4х, | (15.15-4) 
这 里 w 是 指 多 维 条 件 概率 密度 函数 . 


我 们 可 以 按照 不 同 的 准则 来 划分 Z。 和 Z1， 在 划分 好 以 后 可 根据 任意 一 次 的 观测 值 
xz(t) ,0 万 + < Т, 去 辨别 有 何 种 消息 存在 。 为 此 可 采用 下 列 准则 : 
(1) 发 生 差错 的 全 概率 最 小 : 假定 消息 为 1 或 0 的 先 验 概率 分 别 是 p(1) 和 р(0), 
它们 都 是 已 知 的 , 则 发 生 差 错 的 全 概率 为 
| р = СПР 2о) + Р(0)ро( 21). (15.15-5) 
(2) 贝 叶 斯 准则 ， 即 要 使 平均 损耗 最 小 : 假定 “ 虚 警 ?和 “ 漏 警 ?相应 的 损耗 值 为 Ra 
和 К, 两 种 正确 的 情况 相应 的 损耗 值 为 Re 和 Ки, 那么 平均 损耗 Е 定义 为 
Е = p(0){ Ropo 2Z0) + Каро( 21) ] + РС Rup(21) + Raop(Zo)] 《15.15-6) 
(3) 诺 曼 - 皮 尔 生 (Neyman-Person) 准则 : 在 虚 警 概率 小 于 一 定 的 水 平 的 条 件 下 使 
漏 警 概率 最 小 。 这 就 要 求 2, 满足 下 列 条 件 : 
po(21) == 6, 21(21) 22 pix(Z)( 所 有 的 Z 应 满足 роС2) = є). (15.15-7) 
(4) 似 然 比 准则 : 规定 Zi 由 那些 使 D = 1 和 рэ 0 的 条 件 概 率 密度 函数 之 比 不 
ЛУР ТЕ В С), 0 万 1 二 了 组 成 ,8 是 大 于 或 等 于 零 的 值 。 这 种 条 件 概率 密度 函 
数 之 比 称 为 似 然 比 ,用 符号 !(x) 表示 .那么 似 然 比 准则 就 是 要 求 ; 
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当 (х) = w(x|D = 1)/w(xlD = 0) >В 

时 (Е 21, О<:—<Т, 620, (15.15-8) 
可 以 证 明 , 只 要 选择 恰当 的 8 值 , № (1), (2), (3) 种 准则 都 可 以 化 为 似 然 比 准则 . 事实 
Е, 根据 关系 式 (15.15-2), (15.15-3) 和 (15.15-4), 式 (15.15-5) 可 以 化 为 


р=рР()— |, [pC(Dw(xID=1)—p(0)w(xID=0)]adx, (15.15-9) 


为 了 使 p 达到 最 小 , 必须 使 积分 式 最 大 , 即 被 积 式 当 (0) є Z1 时 应 该 是 非 负 的 ， 于 是 发 
生 差错 的 全 概率 最 小 的 条 件 就 化 为 不 等 式 
РОС == Г) — р(0) (|р = 0) 20, #4) Е 21, 
进一步 简化 后 又 得 到 选择 л, 的 条 件 是 
ку а 10 1) РОО) | - 
Кх) = тегро (15.15-10) 
若 取 в 那么 发 生 差错 的 全 概率 最 小 准则 就 等 价 于 似 然 比 准则 。 ЕВЕ, 65 


в = 200), (Ra 一 Вю) 

РС) (В 一 Ка)’ 
那么 似 然 比 准则 就 变 成 贝 叶 斯 准则 在 采用 似 然 比 准则 时 ， 取 不 同 的 6 值 就 可 以 得 到 不 
同 的 发 生 差错 的 概率 р 71) 和 А.(о). ВАТА р(2,) 为 横 坐 标 , 以 РС) = 1 — 212%) 
为 纵 坐 标 就 可 以 画 出 系统 的 工作 特性 〈 如 图 
15.15-2 所 示 )。 显然 当 8 一 0 时 ,lx) 之 8 对 所 
有 的 х0), 0 << Т, 都 能 满足 ,因此 po(21) = 
1, px(Z1) = 13 4 6 = оо Б, х) 之 8 对 所 有 
20), 0 <: < Т, 都 有 po(2Z1) = 0, рС21) = 0, 
当 8 在 0 到 co 之 间 变 化 时 , 0 < р(21) <1,0 < 
(Zo) <1. 可 以 证 明 ，, 系统 的 工作 特性 曲线 是 
条 单调 的 曲线 ， 曲 线 上 每 一 点 的 斜率 就 等 于 按 似 
然 比 准则 的 相应 于 该 点 的 роС21) 和 p.(21) В 
о 20% 7 00202) др 如 果 给 定 了 诺 曼 -皮尔 生 准则 中 的 s 值 , 那 
| 图 552 么 由 po(21) 一 。 就 可 以 在 系统 的 工作 特性 曲线 

上 寻 到 相应 的 8 值 ,因此 诺 曼 ~ 皮 尔 生 准 则 也 可 以 化 成 似 然 比 准则 . 

在 讨论 信号 检测 间 题 时 ， 常 假定 噪声 М 是 个 高 斯 分 布 的 数学 期 望 为 零 的 白色 噪 
声 ， 如 果品 声 不 是 高 斯 分 布 的 ,那么 解决 信号 检测 问题 就 困难 得 多 ， 幸 好 ,实际 上 我 们 所 
遇 到 的 随机 噪声 大 多 是 高 斯 分 布 的 。 在 讨论 时 ， 我 们 常 以 一 个 有 限 带 宽 的 功率 谱 密度 的 


平稳 随机 过 程 来 近似 白色 噪声 ,如 令 
М, бо, 
Фи(ш) = А > (15.15-11) 
由 功率 谱 密 度 可 以 求 出 它 的 相关 函数 : 


rn(g) = А Ф (о) соѕ wodw == м“ соѕ oadce 一 


№ sin wo 
ее 7 。 


(15.15-12) 
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Ф,Са) 


图 15.15-3 


功率 谱 密度 By(w) 和 相关 函数 rw(o) тт 15.15-3 中 .由 图 可 以 看 出 ,在 
с 一 = —,А=1,2, 


时 rv(c) 等 于 零 , 如 果 о, 足够 大 ,使 了 > я /we 时 ,rw(g) 可 近似 看 为 6 ИЖ, (0) = 
«№8(с), 就 很 近 于 白色 噪声， 如 果品 声 不 是 白色 的 ， 那么 可 以 通过 相应 的 转换 ， 把 它 变 成 
白色 噪声 来 考虑 . 

现在 来 讨论 几 个 从 噪声 中 检测 信号 的 例子 . 

例 1， 假 定 信号 是 “已 知 ” 的 , 即 忆 一 0 时 ，FoCo = 0, р 一 1 时 F(z) = Ко ЖЕ 
的 确定 函数 , N(z) 是 高 斯 分 布 的 白色 噪声 .现在 要 由 观测 到 的 一 个 现实 х), 0 << Т 
来 辨别 D 一 0 还 是 D = 1, 要求 根据 似 然 比 准则 来 确定 Zi 

我 们 用 有 限 带 宽 的 平稳 随机 过 程 来 近似 白色 噪声 . 先 在 区 间 0 < ; < ТИ" 个 分 
点 п = Тес, № = АА: — 4 工 ， НЕФ хард =, Ки) 一 有， 这 样 我 们 就 得 到 条 件 
概率 密度 函数 : 


w(x1, ***, х.1р == 0) = (ями, iexp|— 


иб тет зы = 1) = @ амо) ея — уус. 


к= 1 2 М№, 
依 定义 似 然 比 是 
кун т РИ 52 нак — Й 
Кх, 2, 3 х.) ить. -., „|2 一 0) 127 2№о, }. 


ХАЈА ВВЕД А: = Т/п = я /о, 后 ,又 有 
Калу жа.) 一 әруз (2 jxkAz — ЙА) /2 =). 
k=1 


ЗЕ о. = оо, н > co, м 一 二 一 0, 对 上 式 取 极限 后 便 得 到 


Кх) = ет. |" «ФК 一 = Раг). 


按 似 然 比 准则 Zi 应 这 样 选 择 , 使 !(x) 之 в, 即 


LOD > ng + 21 аа, x eZ 
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рода 代表 信号 00), 0 < ;< 了。 的 载 负 功率 Е, П 2=N 代表 单位 赫 效 上 的 嗓 声 功 
率 ,一 般 把 21. рса зане, а жа, 


== -五 2 4 
4 2xN - 55), Рб. 


№ 15.9 节 中 我 们 知道 对 信号 fC?) 的 有 限 记忆 最 优 检 测 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 为 
二 帮工 一 六， 0<,<Т, 


0 =" 
0, i 1 二 0 或 1 二 7, 


如 果 取 1 一 1/N ,并 在 对 (4) 的 最 优 检测 过 滤器 的 输入 端 加 上 系统 的 观测 值 x(?), 那么 
在 了 工时 刻 的 输出 为 


y(T) 一 ост 一 Da = оков. 
这 种 信号 检测 系统 的 原理 图 见 图 15.15-4 , 它 也 可 以 用 相关 器 的 形式 来 实现 (图 15.15-5). 


-т 
ко | мови [А 
检测 过 滤器 | 


图 15.15-4 


ПО) 


图 15.15-5 
当 观 测 值 хс) 是 随机 函数 时 ， же 过 滤器 的 输出 Y(7) 也 是 随机 变量 : 
| Y(7) = 1. ухода, 
р-он, устуна р 一 1 时 ， 
у) = 2. ко + мода = 2 Гр = 24; 
无 论 D 一 0 还 是 D 一 1， р ыыы 
jo = chsh [| HGONGD CD ана 

= | — A adnan 


= LT pa =з 2. = 24. 


ЕНИР ака ро нев я тда атынан в 
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因为 YQ) 是 高 斯 分 布 的 .X(o) 的 线性 泛 函 ,所 以 它 也 是 高 斯 分 布 的 ,知道 了 它 的 数学 期 望 
和 方差 后 , 它 的 分 布 就 确定 了 .我 们 就 可 以 算出 相应 于 不 同 病 值 8 的 (2 和 А21), 


р(21) 一 Ч | = Б А ду, 
Р(21) = - (0. | [一 元 二 (у 一 2g)| ду, 


正中 а = In8 +4. УТЖЕЕЧЕЯЫ 4 又 可 以 得 到 信号 检测 1 系统 的 不 同 工 作 特性 С, 
Я 15.5-5). 


Р 0 0.2 0.4 9.6 08 1.0 
po(21) 
15.15-6 
Я 2. 假定 D 一 1 时 信号 是 带 有 随机 相位 的 正弦 振荡 信号 
F(l1, Ф) = 4(1) соз (01 — Ф), 
其 中 200) 是 已 知 的 时 间 函 数 , о 为 确定 的 频率 , о » 2x/ 工 而 相位 是 随机 变量 ， 它 在 0 
到 2 之 间 均 匀 分 布 


0=ф=2л, 


1 
wo) 一 人 
0 ф< 0, 0 二 2r。 
在 帮 取 某 个 确定 的 值 『P 时 , F(z, Ф) 取 值 为 
f(1, ф) = dlr) соз (оғ — ф) == 4(#) coswicosq + 4(+) sin оѓ зіп Ф, 
候 定 噪声 仍 与 例 1 中 相同 ， 在 @ 取 确定 的 值 "时 


Кх, Фф) = exp{ — | (КЕ, ф)дг 一 |, РОС, op)d } 


一 ©] | хо), фа 一 外 


于 


2 (сои, ө) 
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т i т 
ан _СО5Ф. | х(1)4(2) соз wrdt + зп Ф | х(#)4(2) sin о, 
xN .0 av + - 


令 
070 соз widt = М соз0, 
070) sin widt == М зіп Ө, | 
则 | 
1 0000, фа = Мвоь(ф— 0), 
似 然 比 Е | 
о) ~ (wps, фа. 
因此 


2х 
(х) == ст | Lp| Моор 一 6) аре. (м), 


Ја (х) = в (Г) 一 9。 
其 中 би) 一 二 | р о 
则 要 求 х) > 8, 就 相当 于 M /nN 大 于 或 等 于 某 个 与 8 相应 的 数 ， 
因为 
М = и | oz cos огу + ( сас sin агаг, 


所 以 它 可 以 按 原理 图 15.15-7 来 计算 M ， 其 中 9 可 以 是 任意 的 某 个 固定 的 较 高 频率 ， 但 
M 与 9 无 关 , 图 内 的 相关 器 就 是 我 们 前 面 讲 到 的 按 某 个 已 知 信号 的 最 优 检 测 过 证 器 ,例如 
相关 器 工 就 是 脉冲 响应 函数 为 
А0) = [ит — 1)созо(Т — в), ОЗ: Т, 
0, #<0, .>Т 
的 检测 过 滤器 . 


图 15.157 


ини ну 
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根据 例 1 中 所 谈 到 的 情况 , 当 D 一 0 时 ， 
5. соѕ0 == а х(г)4(2) соѕ ога 


х. sin Ө = = |" х(24(+) sin wrar 


的 数学 期 望都 为 零 , 方差 是 29, 它们 都 是 高 其 分布 的 随机 变量 .由 于 сово 与 sn wt 是 
,此 М. соз є М. вон Аи (М) 是 二 阶 允 分 布 的 随机 变量 ， 


н алат 数学 期 望 为 零 , 所 以 
пуд) = [- 2] 


р = г-91 (М 24а), 


如 果 取 


那么 
Р0021(8)) = Е =). 
由 于 8 随 的 增加 而 单调 增加 ,所 以 
dpo( 21(8)) 一 一 cexp| 一 2 |а, 
车 根据 系统 的 工作 特性 , 按 似 然 比 准则 来 辨别 消息 忆 , 则 


dpi(Z1C8))/dpo 21(8)) = В. 
因此 | 


РСВ) = (вас (В) = е 一 eemp|- 1, Сдв), 


这 样 我 们 就 可 以 得 到 在 不 同 的 信 杂 比 9 时 系统 的 工作 特性 曲线 (图 15.15-8 ). 

例 3， 假 定 信 号 КО 恒 等 于 某 个 常数 п, 噪声 是 数学 期 望 为 零 НА (с) = 
еее 的 高 斯 分 布 的 平稳 随机 过 程 ， 要 求 根据 观测 到 的 一 个 现实 х0), 0<,<Т, 来 确 
定 D 一 0 还 是 D =1. АЕ 0<1: 志 7 内 取 有 限 个 观测 值 ， x 一 (д), сню = 
Ок, К == 0, 1, 2,..*,n。 我 们 可 以 得 到 条 件 概率 密度 函数 为 
1 


(ложь ,xa |0 = 0) = д 
(2) Дао) 
k=0 
及 一 了 — р 2 
хер 1. 1 кн Ра 
2 2 к= 0 1 一 о, 
1 
w(xo, xi tn 一 0) 一 EEC 


(2 х) Пао 
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1 туры 一 okxk — т(1 一 Ро, 


1 
xexp | 1. Xo 一 т)? — 
: 2 Са т) 一 1— pi 


pi(21) 
30 


0 0.2 . 0.4 0.6 0.8 1.0 
pol(Z1) 
15.15-8 


当 п > оо 时 ， А, = max (и — 1.) — 0, 不 难得 到 
т т т? т т т? 
Кх) = ехр [7 x(0) 十 > х(Т) 一 > + 5 对 ха 一 т гт). 


因此 按 似 然 比 准则 , 当 

#(0) + аСТ) 十 а >К 
时 认为 D = 1, 反之 则 认为 D = 0, 其 中 

к = 2128 + т +” Т, 


当天 趋 于 一 co 时 , ЕНК роС21) = 1， 漏 警 概率 pr( 20) 一 0; 而 K 趋 于 十 co 时 , 虚 警 概 
率 po(21) = 0, ЖЕЖ р1(20) 一 1; 当天 在 一 ото ВМВ, 虚 警 概率 与 漏 警 概 
率 都 在 0 到 1 之 间 . 

上 面 我 们 讨论 的 都 是 根据 一 次 的 观测 ИНН р =08 р = 1 的 .当然 还 可 以 根据 
多 次 观测 来 作出 辨别 ， 这 里 我 们 不 再 作 讨论 ,读者 可 以 参看 文献 [14, 24, 25]. 


15.16 ”信号 参数 的 估计 


现在 来 讨论 从 噪声 中 测定 信号 所 携带 的 消息 ,也 就 是 “估计 信号 的 参数 >。 显 然 , 上 一 
节 中 讨论 的 在 噪声 中 检测 信号 的 问题 只 是 一 个 特殊 情况 , 在 这 种 特殊 情况 中 , 消息 D( 即 
参数 ) 只 取 0 和 1 两 个 值 、 例 如 ,在 脉冲 制 雷达 中 , 目标 离 雷 达 天 线 的 距离 和 回 波 脉冲 与 
发 射 脉 冲 之 则 的 时 间 间 隔 成 正比 ,为 了 测量 距离 ,我 们 必须 去 估计 信号 中 时 间 间 陪 这 个 参 


е1 М 
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数 ， 又 例如 对 活动 目标 来 说 ， 射 频 信号 的 载 频 的 变化 与 在 雷达 天 线 方向 目标 速度 的 分 量 
成 正比 ,如 果 这 个 速度 也 是 一 个 消息 ,那么 我 们 就 要 估计 信号 中 载 频 的 变化 这 个 参数 . 假 
设 观 测量 是 信号 与 噪声 的 用 加 
Х(0) = Fp) + МС), (15.16-1) 
信号 Fpl#) 是 消息 DD 的 已 知 函 数 或 是 消息 DD 的 带 有 随机 参数 @ 的 函数 Fo(t, Ф): 消息 DD 
可 以 是 随机 变量 ,也 可 以 是 未 知 的 非 随机 量 ， 假 定 在 XQ) 的 一 个 现实 中 消息 D 总 是 取 某 
一 个 不 变 的 值 4; 噪声 N(z) 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 。 现 在 要 求 根 据 X(o 的 每 
一 个 现实 (00), 0 过 :二 7 了 ,估计 与 此 现实 相应 的 消息 值 ， 消 息 D 的 估计 值 访 应 是 输入 
Xi ,0 委 上 委 7 的 确定 函数 , 它 与 消息 了 的 取 值 4 无关， 
| р = DX), о«:< Т. (15.16-2) 
当 X(o 取 不 同 的 现实 时 , 2 也 就 取 相 应 的 不 同 的 值 、 通 常用 w(x14) 来 表示 信息 D 取 4 
АЕНА ХС) ПРЕ. Чрн а НЕНА Ба 
|а) == | до) а, (1516-3) 


它 显 然 是 4 的 函数 ,如 果 (014) = 4, В 称 为 无 偏 估计 ， 如 果 消 息 DD 可 以 在 某 个 范围 内 
连续 地 取 值 ,那么 可 以 证 明 在 D 取 4 值 时 任何 估计 0 都 满足 不 等 式 

0а > [2 G0]/ [2 аа). 
当 力 是 无 偏 估计 时 ， 


о = Ід —– 4] >> 1/ |2; в («14 |. (15.16-5) 


当 无 偏 估计 妃 使 式 (15.16-5) 中 的 左右 两 边 相等 时 , 此 估计 妃 就 称 为 有 效 估计 ， 可 以 证 
明 , 无 偏 有 效 估计 是 唯一 的 , 它 的 充分 必要 条 件 是 


Oinw(xlad) _ А: 四 _ 
м ^^ [В — (24) 1, (15.16-6) 


| & 是 任何 不 等 于 零 的 常数 。 显然 ， 如 果 无 偏 有 效 估计 存在 的 话 ， 那 么 这 个 估计 就 是 最 好 


| (15.16-4) 


的 ， 但 是 ,在 求 有 效 估计 时 要 计算 -9 in(z14) | -2 ааа], ,这 通常 是 比较 困难 的 ; 


另外 , 有效 估计 可 能 不 存在 , 可 能 是 未 知 非 随 机 量 或 取 离 散 值 的 随机 变量 , 这 时 有 效 佑 
计 便 失去 了 意义 。 所 以 通常 不 采用 有 效 估计 ， 而 采用 其 他 的 估计 方法 .常用 的 有 下 列 两 
种 估计 方法 : 
(1) 最 大 事后 概率 密度 荫 数 法 ， 事 后 概率 密度 就 是 已 经 得 到 了 观测 量 ХС 后 再 来 
反 算 消 息 DD 的 概率 密度 ,也 就 是 当 X(#) 取 值 x(2) 时 的 消息 D 的 条 件 概率 密度 w(a|x())， 
根据 全 概率 公式 有 
ш(4|х(0)) = ш(х|4)ж(а)/ш(х), (15.16-7) 
其 中 (2) 是 消息 刀 的 先 验 概率 密度 函数 。 可 选用 使 w(2jx*(o) 取 极 大 值 的 4 作为 估计 ， 
它 是 (2) 的 函数 
ш(б|х()) 一 тахи (4 |х()), (15.16-8) 
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这 样 就 得 到 了 少 与 XC 的 关系 ， 在 运用 此 种 方法 时 ,消息 D 必须 是 随机 变量 , 而 且 需 要 
知道 它 的 先 验 概率 w(4)， 如 果 D 是 连续 取 值 的 随机 变量 ,那么 可 以 按照 连续 函数 求 极 值 
的 方法 求 出 已 来 . 
_ (2) 最 大 似 然 法 : 现 把 消息 D 取 4 值 时 的 观测 量 хх, отд 
度 函 数 称 为 似 然 函 数 ， 记 为 LCx(2); 4), 
L(x(2): 4) == ш(х|4). (15.16-9) 
无 论 消 息 D 是 未 知 的 非 随机 量 或 是 随机 变量 时 , 似 然 函 数 LCx(z); 4) 都 存在 .最 大 似 然 
法 就 是 对 于 观测 量 的 一 个 现实 хг) 来 说 ,选取 使 似 然 函数 取 极 大 值 的 4 作为 估计 力 ， (对 
于 非 随机 量 来 说 是 4, 因此 旋 是 *(o 的 函数 ， 
Ё(х(0)) = тАк; 4) = тахи (|4), (15.16-10) 


当 4 可 以 连续 变化 时 
总 CC 0) |, 9) 一 0. (15.16-11) 


[25 


按 最 大 似 然 法 求 估计 时 可 以 不 需要 知道 消息 D 的 先 验 统计 特性 ， 这 是 它 的 优点 之 一 。 另 
外 可 以 证 明 下 列 事实 ; 如 果 对 消息 D 存在 有 效 估计 户 , 那么 户 一 定 是 按 最 大 似 然 法 求 出 
的 唯一 的 估计 : 如 果 观 测 现 实 xQ) 的 时 间 趋 于 无 穷 ， 则 按 最 大 似 然 法 求 得 的 估计 渐 近 趋 
于 无 偏 有 效 估 计 , 并 且 它 的 分 布 渐 近 趋 于 正 态 分 布 . 

可 以 指出 最 大 似 然 法 和 最 大 事后 概率 密度 法 二 者 之 间 的 联系 ， 由 公式 (15.16-7) 可 
以 看 出 ,如 果 在 w(x14) 取 最 大 值 的 а 值 附 近 的 区 域内 消息 D 的 先 验 概率 密度 (а) 是 均 
匀 分 布 的 ,那么 w(adlx) 和 w(x14) 取 最 大 值 时 的 a 值 是 相同 的 . 因此 ,在 这 种 情况 下 , 按 
这 两 种 方法 求 出 的 估计 是 相同 的 . 

正 是 由 于 以 上 这 个 特点 ， 最 大 似 然 法 在 信号 参数 的 估计 问题 中 应 用 得 很 广泛 。 下面 
我 们 叙述 几 个 按 最 大 似 然 法 估计 消息 的 例子 . 

11. 假定 信号 万 (z 是 由 消息 z 调制 而 成 ， 

рф = (1 + mad) BO), 

Еф» ВИНАХ, ВО) 是 载波 , 它 可 能 是 频率 较 高 的 正弦 波 , 也 可 能 是 等 幅 等 宽 的 罕 脉 
冲 序列 , B(z) 和 mm 都 是 已 给 定 的 , 消息 а 是 个 未 知 的 非 随机 量 ; 噪声 МС) 是 数学 期 望 为 
零 的 高 斯 分 布 的 白色 噪声 ; 功率 谱 密度 gxw(o) == №: 现在 要 求 由 观测 XG) = (2) 
VC 的 一 个 现实 x(,0 委 :过 了 ,来 估计 消息 4 КИН. 

根据 第 15.15 节 中 例 1 的 讨论 不 难得 到 位 然 函数 

Сх); 4) 一 и(х(#) 14) 


一 Kexp 仁 | ea — (1 + т) вр /2 =， 


其 中 常数 KK 可 由 条 件 60 1a)axr(z) = 1 来 确定 ， 如 果 按 最 大 似 然 法 求 2, 则 


OL(x(z): а) 
да 


在 4 等 于 4 时 应 等 于 零 , 于 是 有 
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2 ( | „(ОВ( дг /т |. вод )-2 


一 Я |" х(0)В(е)йг 一 二 ， 

其 中 EE 是 载波 ВО), < 志 7 载 负 的 功率 .只 要 用 最 优 检测 过 滤器 来 得 到 
| ева, 
Жажа 的 估计 4. | 
例 2. 假定 消息 参数 是 由 脉冲 前 沿 距 初始 时 刻 的 时 间 间 隔 2 来 表示 的 , 并 假定 它 是 

未 知 的 非 随机 量 ; 信 号 Ег) 是 用 高 频 正弦 振荡 调制 的 脉冲 信号 

Ез(1, Ф) = а(г — 4) соѕ(оғ + Ф), 
其 中 @ 是 随机 参量 ,在 0 到 2x 内 均匀 分 布 , a(: 一 2) 是 已 知 的 脉冲 信号 ， 

(1—4) =0, ЖЕ аЖи> ао, 

5 为 已 知 的 脉冲 持续 时 间 , о 为 已 知 的 高 频 正 摔 振荡 的 频率 ;噪声 N(z) 仍 与 例 1 相同 ; 现 
在 要 根据 观测 量 关 Gz) = Е, Ф) + МОР) 的 一 个 现实 #0), 0 <: < Т, 来 估计 相应 的 
d 值 。 同样 ,根据 第 15.15 节 中 例 1 和 例 2 的 讨论 不 难得 到 在 固定 的 时 的 似 然 函数 


ЕС); dy ф) = Kexp{— 2: о — a(lt — 2) соѕ (о А ф) Ld 
= ке [- 21 (агре Ее, Ф), 


其 中 
о вара Фес + Фа 
是 信号 载 负 的 能 量 , 而 
(а, 9) 一 71. 1020001 — 4) соз (ог + е) йг 


=: —_ М(4) соѕ(ф + Ө), 


式 中 


M(4) 一 1 оо "(a(t — 4) coswrds | + | |" х(2)а(2 — 4) sin огде ]. 
似 然 函数 为 
L(x(2); 4) 一 | 过 (ха); dp)de. 
.所 以 


L(x(#); 4) = ИН 2} |" за} exp{— 22) М ехр {1(4, ф)}4Ф 


Е] 


.因为 Te(x) 是 * 的 单调 增加 函数 , 按 最 大 似 然 法 求 得 的 估计 应 满足 条 件 : 
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М(4) = maxM (4). 


М(4) &1(2, 9) 的 包 络 线 , п(4, Фф) НН, 检测 过 滤器 在 2 十 < 
时 刻 得 到 最 大 值 . 因此 将 输入 Се) 通过 最 优 检测 过 滤器 后 再 通过 无 惯性 检 波 器 , 使 最 后 
的 输出 达 极 大 的 时 刻 就 是 4 十 о, 

例 3， 假 定 信号 就 是 消息 , 它 等 于 某 个 未 知 常 数 4; 噪声 是 平稳 随机 高 斯 过 程 ， 数 学 
期 望 等 于 零 ,相关 函数 为 Rw(c) 一 。* I。 现在 要 根据 观测 值 ХО) 一 4 十 VCO 的 一 个 
现实 x(z), 0 <: < Т, ЖЕНЕ 4. ЖУ ЕИ) 3 相同 的 方法 可 以 求 出 似 然 函数 : 


10х00): 0) 一 ke 性 [C0) + (т) + 094 | 一 (+2), 


K 是 与 4 值 无 关 的 常数 ,可 由 | L(z(D; дак 一 1 六 决定， 根据 最 大 似 然 法 ,估计 
2 等 于 


2 十 7 зт 1569) ++ | 0а |. 


ЭДЕН, a 的 估计 4 与 第 15.9 节 中 例 3 的 结果 一 样 . 
如 果 信 号 中 包含 两 个 不 同 的 消息 Di 和 D2, 那 么 可 以 按 最 大 似 然 法 求 出 消息 р. ТР, 
的 联合 估计 (Di, D,). 这 时 似 然 函数 L(x(z); di, d;) 就 是 当 Р”, Ка, НР, Ва, 
ХО), 0 二 :万 了 的 条 件 概率 密度 函数 w(x(z)141, 4). 在 给 定 的 观测 现实 Хх), 0 <: < 
ТҮ, а 和 4 的 联合 估计 (Бы, D2) 应 是 下 列 联 立 方程 组 的 解 : 
д1 0х6); di, 42) _ 
94, 
OL(x(2); di, di) у 
: да, 
同样 ,最 大 位 然 法 可 以 推广 到 对 任意 ”个 消息 的 估计 .在 有 多 个 消息 存在 时 ,只 估计 
一 个 消息 而 不 估计 其 他 消息 并 不 会 提高 此 消息 估计 的 准确 程度 .例如 ， 在 雷达 的 回 波 信 
号 中 估计 距离 和 目标 的 径 向 速度 ， 如 果 只 估计 距离 而 不 去 估计 目标 的 径 呵 速度 就 不 能 提 
高 估计 距离 的 准确 性 . 
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本 章 讨论 了 各 种 准则 的 最 优 过 滤 问 题 , 如 信号 的 最 优 复 现 , 信 号 的 最 优 检测 和 信号 参 
数 的 最 优 估计 等 ， 究 竟 采 用 什么 准则 要 由 具体 的 工程 问题 的 要 求 来 确定 . 实际 上 可 以 把 
大 部 分 已 有 的 准则 归结 为 一 般 的 准则 . 

假定 系统 的 观测 量 是 有 用 信号 ЕС) 和 噪 南 的 又 加 ， 

XG) = Ра) + М». 
在 一 般 情 况 下 ,可 以 认为 噪声 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 ， 有 用 信号 F(z) 是 时 间 ғ 
的 随机 函数 , 它 也 是 消息 和 某 些 参数 的 确定 函数 , 其 中 有 些 部 分 可 能 是 随机 的 , 也 可 能 是 
未 知 的 非 随 机 量 或 非 随 机 函数 。 通 常 信号 F(z) 表示 为 

ЕС) = f(:, ОФ), ФС)), (15.17-1) 
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о) 一 (D(z), `…, ОКР) 为 消息 ‚Ф(:) = (Ф,(),°° ‘›Ф„(+)) 为 参数 ， 我 们 要 求 在 系 
统 的 输出 端 得 到 某 些 消息 或 对 这 些 消息 进行 某 种 运算 后 的 结果 的 估计 .理想 输出 可 以 表 
示 为 对 信息 进行 某 种 已 知 运 算 的 结果 

YQ) = g(DO)).,. (15.17-2) 
系统 的 实际 输出 УС) АЕ ХС) 进行 某 种 可 实现 的 运算 结果 , 它 可 以 表示 成 函数 
关系 

Ү(:) = АХО), (15.17-3) 

实际 上 ,系统 的 输出 УС) 总 是 和 理想 输出 PY(z) 有 差别 的 ,我 们 用 损耗 函数 !( 到, У) 来 
度量 这 种 差别 ， 它 是 理想 输出 У, 和 实际 输出 芯 的 某 个 确定 的 函数 ( 泛 函 ) 或 条 件 确定 函 
ЖОРА). 对 于 理想 输出 У.) 取 某 个 值 y,(2) 时 损耗 函数 的 条 件数 学 期 望 称 为 条 件 风 
险 , 它 只 依赖 于 УС) КВ у.) 和 确定 实际 输出 的 运算 及 ， 条 件 风 险 定义 为 

кВ] у, = LF, УГУ, = УТ. (15.17-4) 
理想 输出 Yi(z2) 是 随机 函数 时 的 条 件 风 险 rCh1Y,) 的 数学 期 望 称 为 平均 风险 ， 它 只 依赖 
于 运算 h . 

(В) = ТЕЛ] ~ ГКУ. 0 (5.17-5) 
实际 上 平均 风险 (А) 就 是 损耗 函数 (У, 了) 的 无 条 件数 学 期 望 ， 一 般 的 最 优 过 滤 问 题 - 
就 是 要 选择 运算 及 使 得 相应 于 某 个 损耗 函数 的 平均 风险 取 最 小 值 ， 或 者 使 在 其 种 限制 条 
件 下 相应 于 某 个 (条 件 损 耗 ) 函 数 的 条 件 平均 风险 取 最 小 值 。 几 乎 所 有 的 统计 准则 都 是 这 
种 一 般 准 则 的 个 别 情况 ， 下 面 我 们 就 列举 出 相应 于 某 些 统计 准则 的 损耗 函数 或 条 件 损 耗 
РЕЖ 

(1) 均 方 误差 最 小 准则 : 这 时 取 
КУ, У) = (СҮ, — УС, — У), (15.17-6) 
因此 
minr(h) 一 шт СУ, 一 УСУ, — У) 
(2) 误差 的 范 数 不 超过 某 个 给 定 函 数 的 概率 最 大 准则 : 这 时 取 
КҮҮ) = | |У, — У] < ФО), (15.17-73 
11У, - У > рб), 
因此 
minr(h) = minp{ |У, —У| > Ф(0)) = пахр У, У < 9(1)}. 


(3) 信号 检测 时 差错 的 全 概率 最 小 准则 : 假设 Yi 只 取 0 和 1 两 种 值 , -如 果 根 据 实 
际 观 测 而 得 的 Y  &, 则 认为 信号 是 1, 如 Y 二 8, 则 认为 信号 为 0。 这 时 取 
КУ» 2 一 全 {Ү,=0, 了 Y 一 人 或 {17 =0, УВ}, (15.17-8) 
1, {У, =0, У> В} 8 {У, =1, Ү< 6), 
因此 | 
r(h) = р{Ү, = 0,У >В} + РУ, = 1,Ү < В} = р, 
po 就 是 发 生 差 错 的 全 概率 ,+r( 有 ) 取 最 小 值 也 就 是 发 生 差错 的 最 小 全 概率 . 
(4) 诺 曼 - 皮 尔 生 准则 : 要 求 虚 警 粕 率 不 超过 某 个 值 时 漏 警 概率 最 小 . 从 第 15.15 
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节 可 知 , 当 漏 警 概率 最 小 时 , 虚 警 概率 应 该 取 它 上 限 。 因 此 诺 曼 -皮尔 生 准 则 就 化 为 在 虚 
警 概率 P{Y >в] У! 一 0] 一 wx 时 ,差错 全 概率 加 最 小 的 条 件 极 值 问题 ， 这 时 取 
0, {У; = 1, Ү26} 8 {Ү = 0, Ү< р}, 
Ку, У) = 44, {Yi1= 0, У> 8}, | (15.17-9) 
| , {У =1, Y < 6}, 
其 中 是 拉 格 朗 авж, 如 果 У, == 1 ВУЛЕ Е р, У, = 0 的 先 验 概 率 是 4 一 
1 —р, ВА 
rh) = (У, YD = рҮ = 1, У< В} +4. р{У, =0, УВ} 
р. РУ < ВУ, = 1} +4 - РУ > В] У, = 0} + (2 — Па 
- ДУ > ВУ, =0} 
== ро + МУ > ВУ, = 0}, 
其 中 и = (1-4) ЕЖЕ, po 是 发 生 差错 的 全 概率 .因此 平均 风险 最 小 也 就 是 
在 p{Y > ВУ! 一 0)} =0 条 件 下 差错 全 概率 最 小 ， 不 定 先 子 4 或 1 应 在 找到 最 小 值 后 
再 从 条 件 p{Y 2 P|Y1 = 0) = о ЖЕ. 
(5) 事后 概率 最 大 准则 : 它 要 求 对 观测 量 ХО) 的 任意 给 定 的 现实 x*(z)， 条 件 概率 
密度 м (ух) 在 yi 一 y 时 取 最 大 值 ， 这 时 只 要 令 
КУ!, У) =с- 6(Y1— Ү) (15.17-10) 
即 可 ,其 中 * 为 任意 常数 ， 这 种 损耗 函数 的 平均 风险 为 
т(А) = [Yi, У)] 一 “一 |} 8(у1 — I wy у)4уму. 
因为 输出 是 运算 及 对 输入 x(#) 作用 的 结果 ,所 以 


7(R) 一 < 一 Пас, — {хх} ) Ол, х)дуах 
= — [моих |а Мери) 


== с 一 [Сода 


因为 w(x) > 0, 所 以 当 (А) 取 极 小 值 时 |=) 取 最 大 值 ， 这 意味 着 事后 概率 密度 
(| =) Е уз = у НЕК. 
(6) 最 大 似 然 法 : 它 要 求 对 观测 量 Хо) 的 一 个 现实 *(z， 条 件 概率 密度 и (ху) 
在 hn 一 y 时 取 极 大 值 ， 这 时 令 
КҮ, У) = ee — 8(Ү,, У), (15.17-11) 
其 中 < 为 任意 常数 . 这 种 损耗 函数 的 条 件 风险 为 


Chly) = [Коль ша 


一 < 一 zc — у)ш(х|у)4у 


== — ш(х|у). 
当 条 件 风险 Е(А |у) 取 极 小 值 时 ,输出 > 就 满足 最 大 似 然 法 的 条 件 ， 
对 应 于 所 有 可 能 的 损耗 函数 СУ, YX 它 还 可 能 包含 某 些 待定 参数 ) 的 平均 风险 „(В 
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最 小 的 准则 通常 称 为 贝 叶 斯 准则 ， 显 然 ,为 了 按 贝 叶 斯 准则 确定 最 优 过 滤 系 统 , 必 须知 道 
信号 和 了 曝 声 的 所 有 统计 特性 .而 对 某 些 个 别 的 准则 才 可 能 只 利用 信号 和 噪声 的 局 部 统计 
特性. 如果 只 知道 相对 于 理想 输出 У; 的 观测 值 ХС) 的 条 件 概率 特性 ,而 六 的 概率 特性 
不 知道 ， 那 么 最 优 过 滤 问 题 只 能 按 最 大 似 然 法 来 设计 或 者 按 极 小 极 大 准则 来 设计 . 极 小 
极 大 准则 就 是 要 保证 系统 在 最 坏 可 能 的 条 件 下 最 好 地 工作 ,即使 所 有 可 能 的 У, 的 现实 的 
条 件 风 险 值 中 最 大 者 达 极 小 值 


піп шах ‚СА ]|у,), 
А yi 


这 种 准则 对 于 某 类 系统 的 设计 特别 有 用 , 例如 , 用 导弹 去 攻击 作 机 动 飞行 的 敌 机 时 , ВОЛ, 
总 想 作 某 种 机 动 使 导弹 击 中 它 的 概率 碱 小 ， 这 时 导弹 的 控制 系统 应 这 样 设计 使 得 在 敌 机 
作 最 坏 的 机 动 时 仍 能 使 导弹 尽 可 能 准确 地 接近 它 . 

一 般 来 讲 , 在 相同 的 条 件 下 , 按 不 同 的 准则 设计 出 来 的 最 优 运 算 及 或 最 优 过 滤器 将 不 
相同 。 但 是 在 个 别 的 情况 下 ， 也 可 能 同一 个 过 滤器 对 好 几 种 准则 都 是 最 优 的 . 这 里 特别 
要 指出 , 按 第 15.3 节 到 第 15.13 节 的 方法 设计 出 来 的 线性 过 滤器 ,如 果 随 机 信号 和 随机 嗓 
声 是 正太 分布 它 不 仅 对 均 方 误差 最 小 的 准则 是 最 优 的 , 而 且 对 于 以 1 一 了 | 为 变量 的 任 
意 非 降 损 耗 函数 的 平均 风险 最 小 准则 来 说 , 它 也 是 最 优 的 ,并 且 对 于 事后 概率 密度 最 大 的 
准则 来 说 也 是 最 优 的 . | 
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在 以 前 各 章 中 , 我 们 所 讨论 的 各 种 控制 系统 , 在 普遍 性 和 复杂 性 上 都 是 逐渐 增加 的 ， 
可 是 自始至终 有 一 个 基本 假设 : 假设 已 经 知道 了 被 控制 的 系统 所 具有 的 性 质 和 特征 。 普 
通 线性 伺服 控制 系统 的 情形 是 伺服 机 构 以 及 其 它 元 件 的 传递 函数 在 设计 前 已 经 确定 。 至 
于 变 系 数 线性 系统 的 情形 , 我 们 举 出 长 距离 火箭 的 导航 系统 为 例子 , 那里 , 在 设计 以 前 ， 
火箭 的 动力 学 特性 和 空气 动力 学 性 质 就 已 经 确定 了 。 第 九 章 处 理 过 的 根据 指定 积分 条 件 
进行 设计 的 一 般 控 制 系统 中 ,系统 对 于 被 控制 的 输入 变化 的 反应 也 假定 是 预先 确定 了 的 ， 
控制 系统 的 设计 工作 是 以 系统 的 这 些 知识 为 依据 。 反 馈 作用 仅仅 是 把 输出 处 的 资料 传送 
到 计算 机 里 ,然后 计算 机 就 根据 它 所 有 的 关于 系统 性 质 的 知识 发 出 “明智 的 ”控制 信号 ， 

在 这 一 章 里 ,我 们 还 希望 把 上 述 设计 控制 系统 的 要 求 作 进一步 的 放宽 ,我 们 将 引入 连 
续 “ 理 解 " 和 连续 测量 的 控制 设计 原理 。 根 据 这 种 原理 ， 进 行 控制 设计 时 就 不 需要 有 关 控 
制 系 统 性 质 的 确切 知识 ,在 这 里 我 们 采用 在 控制 过 程 中 不 断 测量 的 办 法 来 代替 预先 了 解 
控制 性 质 的 要 求 ,这 种 系统 就 称 为 自动 寻求 最 优 运 转 点 的 控制 系统 (以 下 简称 自 寻 最 优点 
系统 )。 下 面 我 们 将 特别 地 讨论 关于 这 种 控制 系统 的 一 个 简单 例子 。 


161 基本 概念 


无 论 我 们 从 控制 计算 机 中 得 到 的 信号 是 多 么 准确 ， 一 个 控制 系统 性 能 的 精确 程度 总 
是 与 设计 所 依据 的 数据 的 精确 程度 有 关 。 假 设 象 前 面 各 章 那样 我 们 默认 ， 在 了 解 控 制 系 
统 的 整个 设计 之 前 ,我 们 已 经 确定 了 控制 系统 的 性 质 , 那 么 由 于 以 下 两 点 理由 我 们 不 可 能 
获得 非常 精确 的 控制 性 能 : 第 一 ,原来 假定 的 对 象 在 制造 过 程 中 常常 会 发 生 微小 的 差异 . 
例如 ,火箭 模型 的 机 标的 性 能 是 依靠 在 风 洞 中 进行 实验 所 测定 , 然而 , 真正 的 火箭 机 票 的 
性 能 和 模型 机 娶 的 性 能 就 不 会 完全 相同 ， 所 以 火箭 的 空气 动力 学 特 福 实 际 上 和 实验 结果 
有 些 不 同 。 第 二 ,任何 一 个 工程 系统 都 会 在 时 间 过 程 中 发 生 一 些 交 化 ,这 种 变化 可 能 是 由 
于 磨损 和 疲劳 而 使 系统 逐渐 损坏 ， 也 可 能 是 由 于 系统 所 处 的 周围 环境 有 所 改变 的 缘故 ， 
简 言 之 ,在 系统 实际 进行 运转 之 前 永远 不 可 能 丝毫 不 差 地 知道 一 个 工程 系统 的 性 质 ， 因 
此 ,如 果 要 求 系统 具有 高 度 精确 的 控制 性 能 ,我 们 就 必须 采用 连续 理解 和 测量 的 控制 原 
理 。 . 

希望 控制 设计 能 够 非常 精确 , 这 个 要 求 也 并 不 是 改变 控制 概念 的 唯一 原因 ; 实际 上 ， 
常常 会 发 生 这 种 情况 : 系统 的 性 质 会 发 生 某 些 预料 不 到 的 巨大 变化 。 因 而 使 得 我 们 非 采 
用 连续 理解 和 测量 的 控制 原理 不 可 。 在 处 理 长 距离 火箭 导航 问题 ， 考 虑 空气 扰动 的 影响 
时 我 们 已 经 引进 了 这 个 原理 :在 那里 ,我 们 利用 火箭 的 动力 学 状态 本 身 作为 连续 测量 那些 
影响 的 测量 仪器 .此 外 飞机 在 结 冰 的 气候 条 件 下 飞行 是 一 个 更 明显 的 例子 。 在 机 票 和 机 
身 表面 上 冰 层 的 堆积 和 深化 会 使 飞机 的 外 形 有 一 些 改变 .而 且 ， 冰 块 的 堆积 方式 就 是 无 
法 预先 精确 测定 的 那 种 变量 ， 所 以 由 于 冰 块 的 影响 飞机 的 空气 动力 学 特性 会 发 生 相 当 大 
的 变化 ,而 且 这 种 变化 方式 无 法 预料 到 ,更 不 幸 的 是 :所 有 这 些 变化 总 是 使 飞机 的 性 能 降 
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低 , 也 就 是 说 , 每 公升 汽 狂 所 能 飞行 的 公里 数 一 定 减少 。 所 以 ,我们 的 兴趣 在 于 ， 设法 了 
解 发 动机 的 功率 ,发 动机 每 分 钟 旋转 次 数 ,以 及 飞机 的 飞行 情况 应 该 如 何 配合 起 来 才 会 使 
每 公升 汽油 得 到 最 大 的 公里 数 。 因 为 我 们 应 该 使 飞机 在 最 优 状 态 下 飞行 ， 尽 量 少 消耗 那 
不 多 的 燃料 , 可 是 就 在 这 种 危急 情况 下 , 由 于 结 冰 的 作用 , 我 们 原先 关于 飞机 性 能 的 了 解 
和 实际 情况 却 又 不 相符 合 了 , 因此 , 在 这 种 不 利 的 情势 之 下 , 只 有 一 个 解决 这 种 飞行 控制 
问题 的 办 法 ,这 就 是 采用 自动 理解 和 测量 的 控制 系统 ,也 就 是 自 寻 最 优点 系统 ， 这 种 系统 
自动 地 使 飞机 保持 最 优 的 运动 条 件 ， | 

一 个 熟练 的 工作 人 员 自 然而 然 地 采用 寻求 最 优 的 原理 控制 机 器 的 运转 。 他 随时 注意 
机 器 的 输入 和 输出 的 仪表 读数 ,然后 根据 他 的 知识 和 经 验 来 断定 需要 向 哪 一 个 方向 调节 ， 
把 输入 调节 以 后 ,输出 读数 也 就 改变 了 ,根据 这 个 新 的 输出 读数 他 又 来 判断 是 否 到 达 或 者 
.超过 最 优 运转 条 件 ,然后 再 进行 输入 的 调节 。 连 续 调节 输入 是 “理解 的 过 程 , 念 出 输出 的 
读数 是 反馈 过 程 ， 然 而 ,人 工控 制 的 办 法 只 有 系统 反应 缓慢 的 情况 下 才能 成 功 ,但 是 对 于 
复杂 的 系统 ,用 人 工 直 接 来 控制 的 办 法 无 论 动作 得 怎样 好 都 不 容易 得 到 合 平 理想 的 效果 ， 
自 寻 最 优点 的 控制 在 美国 是 由 椎 拍 (Draper) 2% (У. Т. 11)079 和 拉 宁 (Laning) 
提出 的 , 舒 尔 (Shull)93 曾经 讨论 过 这 种 原理 在 操纵 飞机 方面 的 应 用 。 在 苏联 卡 扎 切 维 
3$ (Казакевеч) 于 1943 年 曾 研究 过 自 寻 最 优点 系统 并 成 功 地 做 过 工业 试验 9, 近年 来 这 
类 系统 已 得 到 了 广泛 的 应 用 ,研究 工作 也 开展 得 极为 迅速 ， 
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自 寻 最 优点 控制 系统 的 重要 部 分 是 一 个 非 线性 环节 ， 通 过 这 个 环节 来 确定 相应 的 最 
优 运 转 条 件 , 为 了 讨论 简单 起 见 ,我 们 假设 这 个 基本 元 件 只 有 一 个 输入 和 一 个 输出 。 在 现 
”阶段 ,我 们 将 忽略 时 江 的 影响 ,假设 输出 仅仅 由 于 输入 的 瞬时 什 所 决定 。 因 为 系统 有 一 个 
最 优 的 运转 点 ,作为 输入 的 函数 ,这 个 输出 函数 
在 x6 的 地 方 有 一 个 极 大 值 mn， 如 图 16.2-1 所 
示 。 通 常 输出 和 输入 的 关系 以 最 优点 作为 参考 
点 , 于 是 x 十 wo 是 系统 的 输入 ，y* 十 yo 是 输 
出 ,最 优点 就 是 x 一 y* 一 0。 自 寻 最 优点 系统 
的 目的 在 于 找到 这 个 最 优点 ， 使 系统 保持 在 这 
一 点 附近 运转 ， 在 这 一 点 附近 x* 和 y* 之 间 的 
关系 可 以 近似 地 写成 

= 输入 у® == — д, = (16.2-1) 
Е 16.21 | 在 概念 方面 ， 关 于 得 到 一 个 自 导 最 优点 系 
统 的 方法 ,可 以 叙述 如 下 : 假设 我 们 开始 有 一 个 负 的 输入 ,也 就 是 比 最 优 输入 的 值 要 小 一 
些 的 输 和 人, 象 图 16.2-2 (а) 所 表示 的 那样 , 我 们 以 速率 等 于 常数 的 方式 使 输入 增加 , 相应 
的 输出 .y* 首先 将 会 增加 ,逐渐 到 达 最 优 值 ,然后 开始 减少 ,如 图 16.2-2 (Ь) 所 示 。y* 对 于 
时 间 的 微 商 , Фу" ае, 首先 是 正 的 ,在 1 那 一 点 降 到 零 (图 16.2-2 (c)) , 以 后 就 变 成 负 的 . 
在 2 那 一 点 , 4y*/di 的 值 达 到 系统 中 设计 时 确定 的 临界 值 ， 于 是 输入 变化 的 方向 就 反 转 
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过 来 .现在 的 输入 * 开始 减少 , 它 下 降 的 速率 和 以 前 增加 时 的 常数 速率 相等 .现在 姑 又 
增加 了 , 4у*/4: 跳 到 正 的 值 . 在 3 那 一 点 , 输出 达到 了 它 的 极 大 值 ， 于 是 dy*/di 又 变 成 
<. 在 4 那 一 点 , /ai 又 到 达 临 界 值 ， 使 输入 再 改变 它 的 方向 。 系统 自己 重复 地 进行 
这 种 过 程 , 而 且 这 种 状态 是 有 周期 性 的 , 这 时 , 我 们 说 系统 围绕 着 最 优点 进行 搜索 ;周期 
7* 叫做 搜索 周期 . 输出 的 最 小 值 де 叫做 输出 y* 的 搜索 范围 。 因 为 方程 (16.2-1) 表示 


2* 


~ 人 ре 搜索 周期 
„фенежих ~ 今世 В | 


图 16.2-2 


输入 和 输出 是 抛物 线 关系 ,输出 的 平均 值 等 于 та", 比 最 优 输出 小 , 这 个 差别 D* 是 一 


种 损失 ，D* 称 为 搜索 损失 ,这 是 为 了 把 控制 系统 保持 在 最 优点 附近 而 付出 的 代价 。 我们 


知道 
1 


р* = = д*, (16.2-2) 

系统 的 其 它 特征 数量 可 以 用 A* 和 7* 来 进行 计算 : 利用 方程 (162-1), 输入 的 极 
а кудж. 输入 的 变化 速率 等 于 2 V A*/K/T*。 输出 的 变化 速率 的 临界 值 是 
一 4A*/T*。 所 以 ,假设 我 们 把 搜索 范围 A* (或 者 搜索 损失 D*), 以 及 搜索 周期 7* 确定 
下 来 以 后 , 系 绕 就 确定 了 。 这 种 自 寻 最 优点 系统 的 主要 部 分 是 输入 的 试探 变化 ,测量 输 出 
的 装置 ,对 输出 求 微 商 的 装置 、 以 及 4y*/dt 达到 预先 规定 的 临界 数值 时 使 输入 反 转 方向 
的 开关 装置 。 理 解 和 找到 最 优点 的 这 种 作用 是 由 于 强制 输入 变化 而 实现 的 。 但 是 输入 一 
直 在 变化 也 使 得 输出 有 微小 的 损失 D。 我 们 希望 搜索 范围 A* 比较 小 ， 但 是 如 果 A* 小 ， 
那么 决定 输入 变化 反 转 方向 的 ay*/ar 的 临界 值 也 就 减 小 。 由 于 系统 中 难免 有 干扰 或 者 
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噪声 出 现 ,于 是 就 增加 了 发 生意 外 的 输入 反 向 的 危险 性 、 假 设 系统 运 转 离 开 了 最 优点 ,很 
明显 ,再 找到 最 优 运转 点 的 时 间 和 搜索 周期 7* 成 正比 ,确切 的 说 , 7* 越 大 ,这 个 时 间 也 
就 越 长 ,在 非 线 性 系统 里 的 这 种 关系 是 单调 的 ,但 不 是 线性 的 ; 当 T* 小 的 时 候 这 种 关系 大 
致 是 线性 的 关系 。 这 样 看 来 ,希望 搜索 周期 短 一 些 。 但 是 如 果 7* Кл, 那么 在 搜索 运转 
中 就 很 难 把 输出 信号 和 其 它 随机 干扰 区 分 开 来 。 关 于 这 一 点 我 们 将 在 下 一 节 里 再 加 以 讨 
论 . 
系统 中 的 试探 输入 交 化 可 以 是 一 个 光滑 的 村 间 函 数 而 不 是 图 16.2-2 (а) 那 种 齿 形 曲 
线 . 例如 ,我 们 可 以 使 输入 x 由 一 个 变化 缓慢 的 量 л, 和 一 个 正弦 函数 组 合 而 成 , 这 个 正 
弦 函 数 的 振幅 是 常数 а, 频率 是 о, 这 样 | 
х == х a sinwi, (16.2-3) 


于 是 , 根据 方程 (16.2-1), 相应 的 输出 y* 是 
* 一 一 д Си 一 ах. Sin о АТ oo 一 
у &( +) 2 kaxssin ии + АР оз (20), (16.2-4) 


把 输出 信号 加 到 一 个 通 频带 滤波 器 上 ,可 以 消除 变化 缓慢 的 第 一 项 和 第 三 项 的 倍 频 部 分 。 
过 滤 后 留 下 的 信号 是 一 2 Ках, sin 07, 然后 通过 一 个 整流 相 乘 器 , 把 这 个 信号 乘 以 正弦 信 
号 a sin оог, 得 到 

— 2 Ба?х,ѕіпіор 一 — Ба?х, |1 — соѕ (2 wi)], (16.2-5) 
然后 再 滤 掉 倍 频 项 ,于 是 最 后 我 们 得 到 信号 一 te?x。。 这 个 信号 可 以 用 来 改变 输入 的 分 量 
=. 并 使 得 


а г 一 — раа, (16.2-6) 
于 是 х, 趋 于 零 , 它 衰 减 的 时 间 常 数 等 于 27*， 
27+ 一 -2 (16.2-7) 


ра?’ 

因为 输入 和 输出 之 间 是 抛物 线 关系 ,输出 衰减 的 时 间 常 数 等 于 T*。 所 以 这 样 一 种 控制 系 
统 也 会 找到 最 优点 而 渐 近 地 接近 最 优点 。 这 种 具有 连续 试探 信号 的 自 寻 最 优点 系统 ， 它 
的 运转 情况 表示 在 图 16.2-3 上 。 图 16.2-3 (с) 表示 过 滤 后 的 输出 信号 ,图 16.2-3(d) 表 
示 整 流 相 乘 器 的 影响 | 

当 系 统 运转 接近 最 优点 时 ,因为 输入 有 一 个 正弦 振动 ,输出 是 一 kazsinzoz, 所 以 仍然 
有 输出 损失 D* = kez/2， 为 了 减 小 损失 , 试探 输入 的 振幅 必须 相当 小 , 但 是 由 于 要 考虑 
系统 中 干扰 和 噪声 的 影响 ， 又 有 一 定 的 限制 ,振幅 不 可 能 太 小 。 这 里 输出 的 搜索 范围 A* 
等 于 ke， 我们 得 到 关系 式 . 
D* = >. д", (16.2-8) 


方程 (16.2-7) 指出 与 输入 策动 信号 有 关 的 设计 参数 c 根据 下 面 关 系 式 由 D* 和 时 间 常 数 
Т* 决定 

а = 4D*T* 一 2 А*Т*, . (16.2-9) 

由 方程 (16.2-3) 试探 输入 , 得 到 的 信号 [方程 (16.2-5)] 的 整流 部 分 — Ках, А3: 
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(b) 


一 2kxua sin wt (у АЖА) 


(с) 

一 24х,а? іп wz 

— Дах, (整流 相 采 器 的 输出 ) 

Vy 

(d) 
图 16.2-3 

地 表示 了 输入 信号 对 最 优 输入 的 偏差 的 一 个 量度 。 根据 方程 (16.2-6) 来 连续 策动 输入 

信号 的 办 法 ,只 是 很 多 种 可 能 采用 办 法 中 的 一 种 办 法 。 显 然 , 也 可 以 用 这 个 信号 给 出 一 个 

按照 齿 形变 化 的 输入 并 且 加 上 一 个 正弦 振动 , 当 信 号 | 一 he?xs| 达 到 临界 值 ， 就 反 转 输入 

的 方向 。 这 个 自 寻 最 优点 系统 的 搜索 运转 过 程 包含 两 个 不 同 的 频率 :; 一 个 是 低频 分 量 

х, 男 外 一 个 是 由 正弦 输入 振荡 产生 的 高 频 分 量 ， 
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以 前 关于 理想 化 的 自 寻 最 优点 控制 系统 的 讨论 已 经 表明 : 尽量 减 小 试探 输入 变化 的 
振幅 以 及 减 小 时 间 常 数 7* 是 有 重要 意义 的 。 然而 ， 由 于 物理 系统 中 普遍 存在 噪声 和 干 
扰 ， 因 此 在 实际 的 设计 中 就 有 一 些 限 制 。 为 了 有 效 地 测量 由 于 为 了 探测 到 最 优点 的 距离 
而 加 的 输入 变化 而 得 到 的 输出 变化 ,那么 随时 间 变 化 的 输出 信号 的 这 一 部 分 频率 分 量 ,应 
该 能 够 与 由 于 噪声 和 干扰 而 产生 的 输出 部 分 区 分 开 来 。 由 于 干扰 而 产生 的 输出 的 频率 分 
量 的 相对 振幅 可 以 画 成 一 个 以 频率 为 变数 的 函数 图 线 , 这 种 干扰 输出 的 频率 谱 通 常 象 图 
16.3-1 所 画 的 那样 ， 有 一 个 低频 部 分 ( 亚 移 干扰 ), 以 及 一 个 高 频 部 分 。 在 这 两 部 分 中 间 ， 
通常 有 一 个 噪声 影响 较 小 的 频率 区 域 。 如 果 设 计 自 寻 最 优点 系统 时 ， 使 试探 输入 变化 的 
频率 在 这 个 区 域内 , 那么 试探 输入 的 振幅 可 以 很 小 , 不 致 被 干扰 影响 掩蔽 而 丧失 了 作用 . 
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16 .3-1 


噪声 影响 的 这 些 考 虑 ， 指 出 了 前 面 讨论 过 的 那 两 类 自 寻 最 优点 系统 的 困难 所 在 。 第 
一 类 系统 具有 齿 形 输入 ,它们 采用 输出 对 时 间 的 微 商 作为 控制 信号 假设 输出 中 有 随机 
干扰 ,由 于 采用 输出 对 时 间 的 微 商 ,于 是 高 频 分 量 的 相对 振幅 将 会 有 所 增加 ， 那 么 就 减 小 
了 自 寻 最 优点 系统 的 有 效 频 率 区 域 ， 这 是 一 个 严重 的 缺点 ,第 二 类 上 自 寻 最 优点 系统 ,采用 
光滑 的 正弦 试探 函数 ,要 求 噪声 影响 小 的 频带 相当 宽 , 因 为 除了 输入 中 =, 的 变化 而 外 , 还 
有 一 个 频率 相当 高 的 正 束 变化 。 所 以 ,如 果 控 制 系统 中 的 噪声 影响 小 的 频带 相当 狭 宕 ,以 
上 讨论 过 的 这 两 类 自 寻 最 优点 系统 都 是 不 适用 的 .在 下 一 节 ， 我 们 将 讨论 另 一 种 比较 好 
的 系统 , 那 种 系统 叫做 自动 保持 最 高 点 的 控制 系 绕 ， 
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自动 保持 最 高 点 控制 系统 的 输入 变化 情形 和 这 里 研究 过 的 第 一 类 自 寻 最 优点 系统 相 
同 ， 也 是 速率 等 于 常数 的 周期 变化 。 这 里 主要 的 区 别 在 于 产生 反 转 输入 信号 方向 的 方法 
有 所 改进 ， 当 输出 达到 它 的 极 大 值 以 后 逐渐 下 降 接近 于 限制 的 搜索 范围 时 就 反 转 输入 信 
号 的 方向 。 现 在 就 用 这 个 事实 本 身 作为 策动 这 种 自动 保持 最 高 点 控制 系统 输入 信 号 反 转 
方向 的 条 件 。 可 以 用 下 述 办 法 实现 这 个 条 件 : 用 一 个 电压 量度 输出 y**。 这 个 电压 称 为 
输出 的 指示 电压 ， 这 个 电压 经 过 一 个 只 会 充电 而 不 能 放电 的 阅 门 通 到 一 个 电容 器 上 。 所 
以 , 在 y* 达到 最 大 值 以 前 , 电容 器 的 电压 ,其 数值 和 表示 y* 的 电压 相同 。 当 输入 增加 超 
过 最 优 值 时 ,输出 y* 逐渐 下 降 , 但 是 电容 器 的 电压 将 仍然 保持 那个 极 大 值 ,于 是 电容 器 的 
电压 和 输出 的 指示 电压 之 间 、 有 一 个 电压 差 v。 这 个 电压 差 所 容许 的 最 大 值 由 搜索 范围 
A* 决定 。 当 v 达到 A* 时 ,安装 在 系统 里 的 一 个 开关 发 生 作用 , 反 转 输入 信号 的 方向 , 在 
同一 时 刻 , 电容 器 放电 , 使 它 的 电压 等 于 输出 的 指示 电压 y*。 关于 这 类 自 寻 最 优点 控制 
系统 的 运转 情况 , 可 以 用 图 16.4-1 表示 出 来 . 

搜索 范围 A* 和 搜索 损失 D* 之 间 的 关系 ,也 象 方程 (16.2-2) 给 出 的 那样 。 输 入 的 极 
值 仍 然 等 于 土 V A*/X， 输入 的 速率 还 是 2 V A*/K/7*, 可 以 看 出 , 自动 保持 最 高 点 控制 
系统 的 输出 只 有 一 个 基本 频率 ,这 个 频率 由 搜索 周期 7* 决定 , 而 不 采用 输出 的 微 商 ， 这 
种 方法 特别 适用 于 噪声 影响 小 的 频率 区 域 比 较 狭 罕 的 系统 。 事 实 上 ， 这 方面 有 更 好 的 改 
善 办 法 ,不 直接 利用 电容 器 的 电压 和 输出 指示 电压 y* 之 间 的 电压 差 " 决定 反 转 输入 信号 
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РЕ 

和 输出 的 指示 

КАНЕ ЗЕ 
(<) 


图 1$.4-1 


的 方向 ,而 采用 "对 于 时 间 的 积分 ， 于 是 可 以 制止 高 频 干扰 的 影响 ,那么 搜索 范围 和 搜索 
损失 可 以 减 小 而 不 致 于 发 生 输 入 信号 出 人 意料 而 反 转 的 情形 。 
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前 面 几 节 的 讨论 中 , 我 们 已 经 假定 输入 与 输出 之 间 的 关系 是 方程 (16.2-1) 确定 的 其 
物 线 关 系 ， 并 且 与 输入 的 速率 或 者 输入 对 时 间 的 高 级 微 商 无 关 。 实 际 上 只 有 在 输出 对 输 
人 的 反应 是 瞬时 的 ,根本 没有 时 滞 的 情形 下 ,这 个 假设 才 正确 。 但 是 在 任何 一 个 物理 系统 
中 , 这 个 假设 都 不 可 能 严格 地 被 满足 , 事实 上 , 总 是 有 惯性 或 者 其 它 动力 学 现象 的 影响 . 
于 是 我 们 把 方程 (16.2-1) 给 出 的 输出 у" 作为 虚构 地 “可 能 输出 ?>， 而 不 是 由 指示 输出 的 
仪表 上 真正 量 得 的 输出 7/， 只 有 当 自 寻 最 优点 系统 的 时 间 常 数 T* 无 限 增 大 时 , у 才 和 > 
相等 ，y* уу 的 关系 决定 于 动力 学 现象 的 影响 。 但 是 我 们 已 经 着 到 , 可 以 相当 准确 地 用 
一 个 线性 系统 近似 地 描述 这 种 影响 。 假 设 把 自 寻 最 优点 控制 原理 用 到 一 个 内 燃 发 动机 
上 ,如 同 椎 拍 和 李 耀 滋 所 做 过 的 那样 ,可 能 输出 基本 上 是 仪表 上 指示 的 发 动机 的 平均 有 效 
压力 ,而 真正 的 输出 是 发 动机 的 实际 平均 有 效 压 力 。 这 里 ,动力 学 现象 的 影响 主要 是 由 于 
发 动机 的 活塞 ,曲柄 轴 , 以 及 其 它 会 移动 部 分 的 惯性 影响 所 产生 的 。 如 果 发 动机 的 运转 条 
件 变化 得 很 小 ， 这 种 影响 可 以 通过 一 个 常 系数 线性 微分 方程 来 表示 。 由 于 指定 输入 和 输 
出 以 最 优 输入 wo 以 及 最 优 输出 уо 为 参考 点 。 这 样 ,实际 上 的 可 能 输出 y* 十 yo 与 实际 上 
由 仪表 指出 的 输出 y 十 加 之 间 可 以 写成 一 个 算 子 形式 的 方程 


(у + уо) 一 Fu(- (y* + уо), 
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其 中 Fo 通常 是 算 子 df/az 的 两 个 多 项 式 相 除 的 有 理 分 式 。 采用 拉 氏 变换 的 说 法 ，Fo(s) 
是 传递 函数 。 这 个 线性 系统 把 可 能 输出 转变 为 用 来 控制 输入 变化 的 指示 输出 . 我 们 把 这 
一 部 分 线性 系统 叫做 自 寻 最 优点 系统 的 输出 线性 部 分 。 所 以 ЕК 是 输出 线性 部 分 的 传 
递 函数 ,但 是 忽略 动力 学 现象 的 影响 时 , 或 者 当 :一 0， 可 能 输出 就 等 于 指示 输出 .所 以 
下 面 公式 成 立 : 


Е,(0) = 1. , (16.5-1) 
因为 уо 是 一 个 常数 ,所 以 可 能 输出 和 指示 输出 之 间 的 算 子 方程 可 以 化 简 成 
у = (2) у*. (16.5-2) 


与 上 述 情况 类 似 , 我 们 可 以 引信 一 个 “可 能 输入 ”x*， 这 是 自 寻 最 优点 系统 中 实际 产生 

的 驱动 函数 ， 而 不 是 真正 地 输入 x。 х 和 x* 两 者 之 间 的 关系 是 由 输入 策动 系统 中 惯性 以 

及 其 它 动力 学 影响 所 决定 ， 我 们 把 这 个 输入 策动 系统 叫做 自 寻 最 优点 系统 的 输入 线性 部 
分 ， 可 能 输入 x* 和 真正 输入 zx 之 间 有 下 面 算 子 方程 的 关系 : 


а, Е 
x Е, (-^)* , | (16.5-3) 
Е,(5) 就 是 输入 线性 部 分 的 传递 函数 。 与 方程 (16.5-1) 类 似 ,我 们 有 
Fi:(0) = 1. (16.5-4) 


于 是 , 整个 自 寻 最 优点 系统 的 方块 图 可 以 画 成 图 16.5-1 那样 .系统 中 非 线 性 元 件 是 最 优 
输入 策动 机 构 以 及 系统 本 身 。 


输入 线性 部 分 榨 制 系统 输出 线性 部 分 


С терн 
、 ` 图 16.5-1 . 

输入 * 和 输出 > 之 间 的 关系 是 由 方程 (16.2-1)，(16.5-2),(16.5-3) 以 及 某 种 特定 
类 型 的 最 优 输入 策动 机 构 所 决定 。 例 如 ,假设 最 优 输入 策动 机 构 是 前 面 一 节 讨论 过 的 自 
动 保持 最 高 点 那 一 种 类 型 ,于 是 可 能 输入 x* 是 周期 等 于 27, 振幅 等 于 а 的 具 形 波 , 如 图 
16.5-2 (a). 那 样 . 


令 
wo 二 一 ， (16.5-5) 
х* ИЕР 5: 


к Вах = sin п БЕА 
* 2216 Оуу [2 +0 
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Ы 2741 jo — 2+1 jo 
BS 1)" 1 24е м ет], (16.5-6) 


7—5 ) (27 + 1} і 


图 16.5-2 


根据 方程 (2.3-7) 那个 关系 式 ,由 方程 (16.5-3) 所 表示 的 真正 输入 х, 可 以 计算 如 下 : 


= 82 (1 |2" +1; ) р 


вн 2 01 


9+1 jo 
一 Ri 人 (一 生计 lioo)e я "|. 


可 能 输出 y* 由 方程 (16.2-1) 给 出 。 利 用 方程 (16.5-7), 我 们 得 到 


、 (16.5-7) 


+ 1606 < < (1) 
4 (в + 1)0(2 т + 1): 


п 
х ы = tio Е ‚(2 "= Lio )e tei 


2n Ань) ‚(- 2 "+ :ioo je (я-то 


І 
\ 
ас 2п + а 1, о) Е (27 + ао есен 
2 


+ Е, (- 9 1. о) в, (- 21 lio | СА А (16.5-8) 


再 利用 方程 (2.3-7), 并 且 根 据 方程 (16.5-2), 最 后 得 到 指示 输出 y: 
у = 162% ғ ы (— 1" 


— 
Tt 


n=0 m=0 (22 + 1202 т + 1)? 
х С + т + БЕ, (2 шо Е, ы 


у 
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一 ЕД (п — ту] Е, (1) Е; (- 2 "1 ает 


Е (п — т) о], ( — 2214 )ғ (2 "1 


2 — 100 дв ебет 


х Е, (- тотем] (16.5-9) 


方程 (16.5-8) 和 (16.5-?) 清楚 地 表示 出 ,输出 的 搜索 周期 了 只 是 输入 的 变化 局 期 的 二 分 
之 一 。 由 于 输入 和 输出 之 间 的 基本 抛物 线 关系 ,这 自然 是 可 以 预料 得 到 的 结论 . 

У 对 于 时 间 的 平均 值 给 出 羽 最 优 输 出 уо 作为 参考 的 搜索 损失 D。 由 方程 (16.5-9) 
可 知 , 平均 值 是 那个 方程 中 第 二 项 和 第 三 项 内 m 一” 的 量 相 加 得 到 的 结果 。 注 意 到 方程 
(16.5-1), 就 得 出 

Е, (2 + Не) 
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当 没 有 动力 学 现象 影响 的 时 候 ，P, = 1, 我 们 可 以 很 容易 地 检验 这 个 公式 是 否 正确 ,如 果 
Р, = 1, 级 数 的 求 和 就 简单 了 ,这 时 得 到 D = D* = 24/3 一 A*/3， 正 与 方程 (16.2-2) 
要 求 的 相同 .方程 (16.5-10) 也 表明 : 输出 的 平均 值 和 搜索 损失 与 输出 线性 部 分 无 关 , 自 
然 , 这 正 是 我 们 想象 得 到 的 情形 , 因为 输出 的 状态 由 输入 * 决定 ,并 不 受 输出 线性 部 分 动 
力学 现象 的 影响 ， 输 出 线性 部 分 的 影响 仅仅 是 使 输出 有 一 些微 小 的 变化 ， 在 内 燃 发 动机 
的 例子 中 ,发 动机 的 功率 是 输出 ,输出 线性 部 分 动力 学 现象 的 影响 由 那些 能 活动 部 分 的 惯 
性 所 决定 。 发 动机 的 功率 必然 与 那些 能 活动 部 分 的 惯性 无 关 、 

如 采 输 入 和 输出 之 间 只 有 一 般 形 式 的 传递 函数 ,那么 ,根据 方程 (16.5-9) 计算 输出 y 、 
是 件 很 困难 的 事情 。 但 是 实际 设计 自 寻 最 优点 系统 的 时 候 , 为 了 避免 高 频 干 扰 ,通常 使 搜 
索 周 期 了 比较 长 , 这 时 动力 学 影响 虽然 不 是 完全 可 以 忽略 的 , 但 影响 也 不 大 。 换 名 话说 ， 
我 们 可 以 假设 输入 线性 部 分 以 及 输出 线性 部 分 的 时 间 常 数 比 搜索 周期 小 ， 然 后 根据 这 种 
假设 进行 分 析 ， 例如 ,假设 输入 线性 部 分 可 以 近似 地 用 一 个 一 阶 系统 表示 , 它 的 时 间 常 数 
Ти, ФЕ 


2 
. (16.5-10) 


1 
17° 
由 于 假设 +; 和 7 比较 起 来 是 一 个 小 的 数量 ,于 是 无 量 岗 量 me 也 相当 小 ,在 这 种 条 件 下 ， 
方程 (16.5-6) 和 (16.5-7) 那个 级 数 中 开始 几 个 谐 波 差不多 具有 相同 的 振幅 ,根据 方程 
(3.1-13), х* 和 和 x 中 所 包含 的 相应 的 低频 谐 波 之 间 ， 差 别 只 在 于 相 角 间 有 一 个 大 小 等 于 
т. 的 请 后 .所 以 离 策动 反 转 点 比较 远 的 那些 x* 以 及 x 的 区 域 , хе (г) ДА (е) 曲线 的 曲 
率 很 小 ,它们 的 值 主要 由 开始 几 个 谐 波 决定 , 曲线 x* (六 滞后 于 曲线 z* СО ПУНЯ т,, 而 
振幅 不 改变 从 x* ЖЕ] х, 齿 形 波 的 尖 角 变 圆 了 ， 但 曲线 的 形状 大 致 没有 改变 ， 正 如 图 
16.5-2 (а) 那样 。 假设 输出 线性 部 分 也 可 以 近似 地 用 一 个 特性 时 间 等 于 re 的 一 阶 系统 
表示 ,于 是 也 可 以 同样 地 考虑 y 和 y 之 闻 的 关系 ,不 难看 出 ,y 和 y* 的 曲线 形状 基本 相 
同 ,只 是 ? 滞后 于 y* 一 个 相 角 ro。 这 个 事实 正如 图 16.5-2 (Ь) 所 画 的 那样 . 


Fi(s) 一 


(16.5-11) 
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对 于 方程 (16.5-11) 给 出 的 输入 线性 部 分 的 传递 函数 ,我 们 可 以 由 方程 (16.5-10) 来 
计算 搜索 损失 ， 


р 32 ak < 1 1 
xt 全 1 (2n + 11 + @в + 1)2(r00/2) 
_ 32 6; 1 - (2%) 1 
xt 026 + 1) 2 279 (2в +1) 


+ TFT 
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ll і 
хет 1)4 96’ ет 1р в’ 
利用 大 家 所 熟悉 的 双 曲 余 切 函数 展开 式 ( 这 种 展开 式 在 第 10.5 节 曾 经 引用 过 ), 就 得 到 


ни 2= _1 т 
之 1 二 (22 十 Treo Te [com ту 2 2). 
АЕ (16.5-5), Т 一 2 а/о, 最 后 得 到 


© 


р |1 - = 12(1 =) +48 (1: (ев со ==). (16.5-12) 
如 果 时 神 zt 比 局 期 工 小 得 很 多 , 双 曲 余 切 函数 几乎 等 于 一 ,于 是 
D= < Е — 12 (2) + 24 (=) «1, (16.5-13) 


因为 输入 的 振幅 а 可 以 用 输入 的 速率 和 周期 表示， 借助 输入 的 速率 以 及 周期 了， 方程 
(16.5-12) Ж (16.5-13) 可 以 具体 给 出 搜索 损失 р, 对 于 自动 保持 最 高 点 控制 系统 , 如 果 
它 的 输入 线性 部 分 是 一 阶 系统 ,时 滞 等 于 m, 这 些 方 程 将 明显 地 指出 , 由 于 输入 线性 部 分 
的 灌 后 的 影响 , 搜索 损失 可 以 减 小 , 然而, 事实 并 不 如 此 : 因为 给 出 决定 策动 输入 反 转 方 
向 的 临界 电压 差 + 时 , 必须 芳 呀 噪声 和 干 护 的 影响 , 搜索 周期 应 该 大 一 些 , 因此 当 有 时 
т, БД тон, ЖАЛТ, 4 也 随 之 大 一 些 ， 总 的 结果 是 搜 
索 损 失 增加 了 ,而 不 是 减少 了 ， 
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对 于 任何 控制 系统 ,稳定 的 意义 是 : 即使 出 现 内 部 的 或 外 来 的 干扰 时 ,系统 也 将 会 达 = 
到 设计 中 所 要 求 的 性 能 我 们 已 经 看 到 ,对 于 一 般 伺 服 控制 系统 ,以 及 前 面 几 章 所 谈 到 的 
那些 更 具有 普遍 性 的 控制 系统 中 ， 这 个 要 求 是 怎 料 被 满足 的 。 至 于 自 寻 最 优点 系统 的 运 
转 , 主 要 之 点 是 ， 必 须 使 输入 信号 的 策动 和 输出 信号 配合 得 恰当 ,使 得 输出 保持 在 最 优点 
附近 ， 这 种 运转 情况 必须 不 致 于 因为 内 部 的 或 外 来 的 干扰 影响 而 遭 到 破坏 。 如 果 系 统 设 
计 得 好 ,能 达到 上 述 要 求 ,我们 就 得 到 运转 稳定 的 系统 ， 

对 于 自动 保持 最 高 点 的 控制 系统 ,我 们 已 经 令 述 过 ;采用 输出 量 的 电压 对 一 个 电容 器 . 
充电 和 放电 来 策动 输入 信号 ， 如 果 输 出 下 降 ， 电 容器 的 电压 和 输出 指示 电压 有 一 个 电压 
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Жо, Чо 达到 规定 的 临界 值 ,就 使 输入 的 方向 反 转 ， 在 输入 反 转 方向 的 时 刻 ， 电 容器 放 
电 , 它 的 电压 又 和 输出 指示 电压 相等 。 如 果 有 动力 学 现象 的 影响 ,那么 即使 输入 信号 反 转 
方向 以 后 , 由 于 输入 线性 部 分 以 及 输出 线性 部 分 的 时 沸 作 用 , 输出 仍然 继续 下 降 , 输出 和 
电容 器 之 间 又 有 电压 差 . 只 有 当 输 出 的 值 增加 到 输入 反 转 方向 时 对 应 的 那个 输出 值 的 时 
候 , 才 没有 电位 差 , 这 个 过 程 可 以 用 图 16.5-2 (с) 表示 出 来 。 在 时 刻 1 和 2( 图 16.5-2) 之 
闻 ,我 们 当然 不 希望 那个 发 生 混淆 作用 的 正 电 压 ”出现 , 因 为 在 这 段 时 间 内 会 产生 反 转 输 
人 信号 方向 的 危险 。 为 了 大 大 地 减 小 这 个 起 混淆 作用 的 正 电 压 ,， 在 反 转 输入 信和 号 方向 的 
时 刻 ， 使 电容 器 的 电压 比 那 一 个 时 刻 输 出 指示 电压 低 一 些 ， 以 后 电容 器 的 电压 又 随 着 输 
出 的 指示 电压 而 改变 。 把 电容 器 的 电容 和 线路 电阻 加 以 适当 的 选择 。 使 得 输出 增加 的 时 
候 , 电容 器 的 电压 差不多 和 输出 指示 电压 相等 ， 这 个 电压 的 变化 如 图 16.6-1 所 示 ， 这 样 
就 大 大 地 减 小 了 那个 起 混淆 作用 的 正 电 压 差 的 危险 性 (图 16.6-1 b) ， 控 制 系统 的 稳定 性 
能 也 就 得 到 改善 , 


输出 的 指示 电压 


(а) 


输入 策动 反 转 


使 输入 反 转 的 
УЛЕШЕХ 

(Ы) 

图 16.6-1 


р. 
ЕТЕТ 
Т 


图 16.6-2 

我 们 已 经 谈 到 过 ,因为 有 干扰 和 噪声 的 存在 ,要 想 减 小 搜索 范围 和 搜索 损失 是 受到 一 
定 限制 的 。 这 又 是 一 个 关于 稳定 运转 的 问题 ， 我 们 不 希望 产生 不 正确 的 使 输入 信和 号 反 转 
方向 的 信号 。 如 果 决 定 输入 信号 反 转 方向 的 临界 电压 差 太 小 ， 那 么 就 会 产生 不 正确 的 信 
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号 ， 这 种 情形 可 以 由 图 16.6-2 表示 , 其 中 输出 》 Нан Анеки. ВАШ 
来 ,假设 临界 电压 差 太 小 ,那么 噪声 的 作用 将 会 使 输入 按 一 种 不 规则 的 状态 变化 ,为 了 运 
转 稳定 起 见 ,临界 电压 差 必须 比 干扰 的 振幅 来 得 大 。 这 样 , 自 寻 最 优点 系统 的 搜索 损失 不 
能 够 比 系统 中 噪声 的 振幅 小 。 自然 ,如 果 像 图 中 表示 的 那样 ,干扰 的 振幅 是 常数 的 真正 的 
纯粹 高 频 正 弦 波 ,那么 可 以 采用 过 滤器 消除 噪声 的 影响 ,于 是 也 就 可 以 采用 一 个 小 得 多 的 
搜索 范围 , 实际 上 , 如 果 噪 声 或 者 干扰 具有 某 种 固定 状态 , 我 们 就 可 以 设计 一 个 合适 的 过 
自 器 来 改善 这 种 受到 限制 的 系统 性 能 . 
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前 面 讨论 的 几 种 自 寻 最 优点 系统 方案 都 属于 连续 探测 ， 连 续 调整 的 系统 。 无 论 输入 
探测 信号 是 锯齿 形 扫描 , 或 者 是 正弦 信号 , 输出 量 ”都 不 断 地 被 测量 , 比较 和 调整 .它们 
的 主要 特点 是 ， 探 测 信号 本 身 同 时 又 是 控制 信号 ， 自 寻 最 优点 控制 装置 的 调整 过 程 同时 
又 是 理解 受 控 对 象 特性 的 过 程 。 我 们 说 ,这 种 控制 装置 具有 理解 (探索 ) 和 榨 制 的 两 重 性 . 
这 是 与 一 般 随 动 系统 的 根本 区 别 所 在 。 连 续 工作 的 系统 不 是 唯一 可 行 的 方案 。 近 年 来 由 
于 数字 技术 的 迅速 发 展 , 逐 辑 控制 原理 的 广泛 应 用 , 又 发 展 了 一 种 新 的 技术 , 即 步 进 搜索 
和 步 进 调整 的 自 寻 最 优点 系统 。 

步 进 探测 和 调整 系统 的 工作 原理 在 于 输入 信号 不 做 连续 变化 ， 而 是 在 起 始 状态 的 基 
础 上 做 某 一 有 限 的 变化 ,然后 测量 由 于 该 输入 信号 的 改变 引起 输出 量变 化 的 大 小 和 方向 ， 
办 明了 方向 以 后 ,再 正式 控制 对 象 ,使 其 
按 需要 的 方向 运动 。 这 种 步 进 系统 比 连 
续 系统 具有 更 大 的 灵活 性 。 步 进 探 测 和 
步 进 调整 系统 能 够 运用 到 较为 复杂 的 系 
统 ,例如 多 变量 甚至 无 穷 维 系统 中 去 , 它 
的 基本 工作 原理 如 图 16.7-1 所 示 . 设 系 
统 某 一 时 刻 工作 在 由 {x;，y;} 表示 的 状 
态 上 。 再 假定 系统 的 全 局 特性 曲线 у= 
f(x) 有 一 个 极 小 值 {x0, yo} ,这 个 极 小 图 167-1 
值 正 是 希望 的 最 优 运转 点 。 步 进 探测 和 调整 的 任务 是 从 由 {x;, yi} 所 表示 的 状态 出 发 , 逐 
步 地 将 工作 点 引 向 {xo, yo}。 为 此 , 先 给 控制 变量 * 以 任意 方向 的 增 量 Ax, 那么 , 系统 的 
工作 点 将 移 往 {x; + Ах, у, 十 Ay}。 如 果 * 的 探测 增 量 Ax 是 固定 的 常数 ， 显 然 ，Ay / 
Ах 的 大 小 和 方向 近似 为 曲线 y = f(x) 在 x; 点 的 梯度 ， 


gradf(x)| = + A У, (16.7-1) 
=; А х 


如 果 曲 线 y = f(x) 只 有 一 个 极 小 值 , 则 上 式 的 符号 将 唯一 地 确定 最 优 运转 点 {xo，ye} 相 
对 于 {x，y)} 的 位 置 。 例 如 , 若 gradf(x) 在 x; 点 的 值 为 正 , 则 最 优 运转 点 将 位 于 (к, уг) 
的 左面 ， 否 则 最 优 运转 点 将 位 于 x; 的 右面 ， 如 图 16.7-1 所 示 。 于 是 ,控制 装置 根据 增 量 
Ду 的 大 小 和 符号 决定 对 输入 量 x 的 调 正方 向 和 大 小 。 调整 规律 一 般 可 写成 
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Дах = — КОА;у) signAsy, о ` (16.7-2) 
上 式 内 sign Ду 决定 增 量 Арал 的 符号 , 函数 K(Aiy》>> 0， 决 定 增 量 的 大 小 。 如 果 函 数 
К == 常数 , 即 不 随 增 量 Aiy 的 变化 而 变化 ， 那 么 调整 的 步 长 总 是 常数 。 这 类 系统 常 称 为 
等 步 长 寻 优 系统 ， 若 取 天 一 ajAiy|, 即 | 
Анх = 一 „24у; (16.7-3) 
ВОВЕ НОН а ВЕЕ СВЕН. 

等 步 长 寻 优 装置 的 唯一 优点 是 装置 简单 ,技术 上 易于 实现 。 它 的 缺点 却 很 多 ,每 步 步 
长 若 选 的 太 大 ,搜索 损失 将 增 大 ,即使 在 没有 干扰 的 情况 下 ， 也 不 能 保证 系统 准确 地 工作 
在 最 优 运转 点 上 ， 这 一 点 与 前 节 讨论 过 的 连续 作用 的 系统 是 类 似 的 。 如 果 在 最 优点 附近 
对 象 特性 曲线 接近 抛物 线 y 一 ax?, 那么 不 难 算出 ,在 稳 态 情况 下 ,搜索 损失 D* 将 为 

1 2 ж 1 2 

а > 0" > рак. (16.7-4) 
如 果 步 长 玉 选 得 很 小 , 稳 态 损失 将 急剧 减 小 ,而 探索 所 需 时 间 将 增长 。 如 果 每 步 探索 和 控 
制 所 需 时 间 记 为 Te, 起 始 状态 х; 离 最 优 运转 点 的 距离 记 为 7, 则 到 达 最 优点 хо 需 时 


т Т, ` (6.75) 


它 与 步 长 天 成 反比 ， 步 长 越 小 ,系统 的 动作 速度 越 慢 ,按时 间 计算 的 平均 损失 也 增 大 。 步 
进 长 度 与 增 量 |Ayy| 成 正比 例 的 控制 规律 式 (16.7-3) 就 没有 这 种 缺点 。 当 离 最 优 运转 点 
很 远 时 ,特性 曲线 斜率 很 大 (如 果 特 性 曲线 果真 如 此 ), 步 长 就 随 之 加 大 , 当 接近 最 优 运 转 
点 时 ,曲线 斜率 变 小 , 步 长 就 相应 地 减 小 ,使 稳 态 损失 D* 变 小 。 当 然 , 如 果 对 象 的 特性 曲 
线 斜 率 处 处 均 很 小 ,采用 这 种 方法 的 好 处 也 明显 减少 ， 所 以 , 究竟 要 采用 那 种 方案 , 须 视 
对 象 的 具体 条 件 而 定 。 | 

上 面 曾经 指出 ， 步 进 式 寻 优 原理 可 适用 于 多 变量 系统 。 设 系统 的 输出 点 取决 于 几 个 
输入 变量 , 这 种 关系 可 用 一 个 多 元 函数 = f(x1,…, ж) 表示 。 再 假设 它 在 某 一 个 特定 
的 区 域内 仅 有 一 个 最 优点 ， 记 为 y* = а, 5, 在)。 对 单 变量 的 搜索 和 调整 规律 在 这 
里 依然 可 以 使 用 。 但 是 由 于 输入 数目 的 增多 ， 带 来 了 新 的 问题 ， 如 何 选 择 对 多 变量 的 搜 
索 和 控制 方式 ,以 使 调节 过 程 收 敛 较 快 ? 

根据 多 元 函数 求 极 值 的 逐步 逼近 方法 ， 搜 索 和 控制 程序 可 分 为 三 类 : 逐个 变量 依次 
搜索 调整 ,梯度 向 量 调整 和 最 速 下 降 调整 。 现 分 别 对 这 几 种 方法 的 实质 做 一 介绍 ， 

输入 变量 逐个 依次 搜索 调整 可 分 为 两 种 : 设 系统 的 瞬时 工作 点 是 yp 和 zo 一 (хв, …， 
xu)。 在 此 点 上 首先 对 第 一 个 变量 x 做 一 微小 变化 дау, 求 出 

Ду = (ху + Али, х," ，xza0) — Кю, х5, Xn0) (16.7-6) 
然后 根据 ду, 的 大 小 和 符号 ， 按 式 (16.7-2) 或 (16.7-3) 的 规律 使 输入 量 ху 向 接近 最 优 
点 的 方向 前 进一步 。 系统 新 的 工作 点 变 为 хи 一 (хи, X20。X30，" *°*, х), 
хи == хю 一 Ksign Ду, 

在 хи 点 上 继续 对 第 二 个 输入 量 z 进行 探测 和 调整 。 系统 的 第 二 个 工作 点 是 xu е (хц, 
X21，X30 "5 х4), Жи #8 Хо 一 Ksign Ду.. 以 此 类 推 ,对 第 п 个 输入 量 进行 探测 和 调整 后 ， 
系统 便 工作 在 х 点 上 ， 如 此 便 完成 了 一 个 工作 循环 ， 结 果 得 到 图 16.7-2 中 第 一 象限 所 


0 


cn 
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ВУЗЕ 1. 图 内 诸 封 闲 曲 线 是 函数 у= 0). 的 等 高 线 . 经 过 几 个 请 中 以 局; 
какава уе 0%)... 
лике ТУ . - 
法 是 , 首先 将 x НИЖНИЕ, О — 
гуз, 050,5" 45 хи = 保持 起 始 状态 ， Нев И 
原理 调 至 Е 


| ннан, а, ` ° *, Жив) 


ЧУ И 

Кә) = (167-7 
然后 再 将 хи, хо, "67, х 固定 ， 而 对 第 本 个 
输入 量 进 行 搜索 和 调整 ,使 运转 点 变 至 


у: = min f(xn, х}, хы, ~... х) 
я: 


== (хи, Хи, Too,“ Хов) | 
= Кх,) 
以 此 类 推 ， 得 到 图 16.7-2 中 的 运动 轨迹 п. - 
其 中 每 个 变量 的 终点 都 是 一 个 条 件 极 值 点 。- 
从 收敛 速度 看 两 种 方法 相差 不 多 . 

按 梯度 向 量 搜 索 调整 的 方法 与 上 述 二 者 所 不 同 的 是 依次 索 搜 。 全 局 同时 调整 ， 在 系 
病 的 工作 点 ;zx 处 依次 搜索 , 求 出 每 一 个 变量 的 增 量 о ВОЗЕН ШИЕ (Ди, Ga， 
Ау), 我 们 押 道 , 当 诸 输入 变量 的 增 量 相近 时 , 诸 栓 出 增 量 构成 的 向 量 ДУ 一 аљ 
^у.) 与 函数 Кх) 在 此 点 的 梯度 向 量 成 比例 ， | 


| Ду — Каті Кх) (к. df . ‚к, Гай, „к... 
ини ду 以 后 ， Фали < важка & 


变 为 x м, | 


ху = — Kegrad Теор б. тав 7-8) 
ДОНЕ ГЕНИИ, ИНСТИ ЯТАИ аА 
的 好 处 (图 16.7-2, 曲线 Ш), 
МЕНЕЕ ЕН. 在 加 点 测量 出 此 点 的 梯 
度 向 量 的 方向 以 启 , 令 诸 输 入 量 x 沿 一 grid 了 26) 的 方向 前 进 , 直 吾 输 出 重 ? жа 
ЛМЕ ЭЕ, Е ЭЗЕ УАВ УСТНЫЕ ГЕ А РЕА ЧАВ 
最 后 达到 最 优 运转 点 为 止 жетн оо, ашти 
жж. Г. 


16.8 ацан везана 


ВО Е БРНО РЕЙ Е ЗОНИ, 都 利用 了 较 多 的 
关于 对 象 特 性 的 已 知 信息 . 钢 如 系统 只 有 一 个 极 值 (最 大 俯 或 最 小 信 为 ЕЩЕ 
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两 侧 函 数 的 特性 比较 光滑 ,等 等 ，1953 年 美国 其 费 尔 Kiefer) 提出 了 一 种 方法 外 , 它 可 以 
根据 较 少 的 关于 对 象 特 性 的 知识 ， 从 某 种 意义 上 以 最 快 的 程序 找到 最 优 运转 点 的 位 置 ， 
这 就 是 现在 称 之 为 “优选 法 ”的 搜索 方法 . 下面 我 们 可 以 看 至, 这 个 方法 的 搜索 程序 很 容 
: 易 用 数字 计算 机 实现 , 所 以 在 各 个 领域 中 都 获得 了 广泛 的 应 用 

先 从 最 简单 的 情况 开始 。 设 系统 的 控制 变量 只 有 一 个 ,工作 点 的 状态 用 函数 f(x) 表 
: 示 。 控 制 变量 的 变化 范围 假定 是 有 限制 的 ， 例 如 它 是 实 轴 上 从 0 到 1 的 区 间 [9, 11. Ж 
于 受 控 对 象 的 特性 我 们 只 知道 下 列 几 点 : 

(1) 在 区 间 [0, 1] 上 f(x) 只 有 一 个 最 大 值 或 最 小 值 ， 它 可 能 是 极 值 ， 也 可 能 不 是 极 
准 , 而 只 是 在 端点 处 达到 最 大 或 最 小 , 如 图 16.8-1 中 所 示 . 其 次 ， (2) 假定 最 大 值 的 两 边 


上 ~ 一 一 一 
站 


图 16.8-! 


《或 一 边 ) 帮 z) 是 逐 增 或 逐 减 的 ， 即 除 最 类 值 外 没有 别 的 极 值 存在 ;显然 ,满足 上 述 两 个 条 
АЖ К) 有 无 穷 多 个 ,构成 一 个 类 别 ， ея я, 用 符号 іб) Ее“ 表示 Кә 满足 上 
述 两 个 条 件 。 

设 已 知 f(x) 属于 多 类 . 预先 确定 搜索 最 大 信 的 试验 次 数 轴 ， 即 在 区 间 Го, 1] 中 按 
ИДЕН МЛ xx ЯМ» 测 出 f(x) 在 这 入 个 点 上 的 值 fCx1)， К), Кам). 
通过 入 次 试验 要 确定 一 个 子 区 间 [s，z]， 保 证 最 大 值 f(x*) 正好 位 于 这 个 子 区 闻 内 ， 要 
求 确定 一 种 试验 程序 ， 即 选择 N 个 试验 点 和 试验 次 序 , 使 最 后 得 到 的 子 区 间 [*， Кв 
尽 可 能 小 ， 把 系统 的 工作 点 置 于 此 子 区 间 内 的 任何 点 上 ， 即 可 使 系统 的 工作 点 接近 于 最 优 
状态 。 当 试验 次 数 N 确 定 后 ， 确定 试验 程序 的 方法 有 无 穷 多 种 ， 每 一 种 确定 的 程序 св 
括 : . 选取 和 个 测试 点 mm xz …，xzw， 测量 受 控 对 象 对 这 些 点 上 的 状态 Као), (=), 
f(xw); 最 后 根据 测试 结 Е НИНЕ [s, #1, "ВИ = 调 到 该 了 区 
А 当然 ， 子 区 间 的 两 个 端点 和 + 是 根据 X 次 试验 结 当 果 决定 的 ， 所 以 可 写成 
| ， s (т, X3， ,Xs Кх), Каа)" , Кх), 7 


а (x1, 1,770, м Кх), #05), : ., 5), | | | (16.81) 
于是 ,一 种 确定 的 试验 和 判断 程序 可 记 为 : И 

| Сн = {515 za Хм; К), Кх), (хк); , г}. (15.8-2) 
一 切 可 能 的 N 次 试验 程序 的 全 体 记 为 2w， | 


根据 多 类 中 一 切 f(x) 的 特性 可 知 , 如 果 预 定 要 作 两 次 试验 , 旭 = 2, 定义 м < аа, 
:得 到 的 测试 结果 是 f(x1) > Каз), 则 f(x) 的 最 大 值 必 在 子 区 间 [0, х2] 中 。 相反, 如 果 测 
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试 结 果 是 Ка) < Ка), НЕМ, 11 中 、 于 是 ， 根 据 测 得 的 数据 即 可 
判断 
. [0, х], # Ка) > Кар, 
ешо 若 Ке) < Ка). 

经 过 N 次 试验 后 ,最 后 判定 的 子 区 间 D == 15, 1] 一 方面 依赖 于 试验 程序 Cw, 另 一 方 
面 还 依赖 于 f(x) 的 具体 形式 , р 一 15, 1] 依赖 于 Cwe ЖК 6 8 。 用 DD 表示 子 
区 间 [s, +], 用 表示 子 区 间 DD 的 长 度 ， 这 种 伐 赖 关系 可 记 为 妈 (D(f，Cw))。， 寻找 最 
优 的 试验 程序 可 定义 为 : 对 多 中 所 有 可 能 的 f(x) 和 一 切 可 能 的 N 次 试验 程序 Cn Є 23%， 
Ваз СЯ, 使 下 式 成 立 : 

sap (РС, C$)) < oi р (DC, Cw) + в, (16.8-3) 


上 式 内 s 为 给 定 的 任意 小 的 正 数 。 满 足 上 式 的 试验 程序 称 为 最 优 程序 并 记 为 C*， 用 语 
言 来 说 明 : 式 (16.8-3) 意味 着 最 好 的 试验 程序 能 够 保证 多- Н-П f(x) 经 N 次 试 
验 后 ,含有 最 大 和 值 的 子 区 间 忆 = [;, (1, 其 长 度 的 最 大 值 是 最 小 的 ， Ес 

满足 条 件 式 (16.8-3) 的 最 优 试验 程序 发 现 于 1952 年 中 。 证 明 的 方法 是 数学 归纳 法 ， 
后 来 又 有 一 些 比较 精确 的 证 明 。 最 近 几 年 华罗庚 教授 指出 ,所 有 这 些 证 明 都 不 甚 完备 ,但 
是 结论 是 完全 正确 的 。 这 里 我 们 将 不 拘泥 于 这 些 证 明 的 细节 ,而 是 叙述 这 个 正确 的 结论 ， 
对 证 明细 节 感 兴趣 的 读者 可 在 本 章 末 所 列 有 关 文 献 中 找到 ， 

在 讨论 前 述 意义 下 的 最 优 程 序 之 前 , 先 介绍 一 个 很 有 用 的 数列 ， 叫 做 斐 小 那 契 (Fi 
Ъопассі) 数列 , 记 为 数列， 任意 给 定 两 个 不 全 为 零 的 数 wo, и, 然后 按 下 列 递 推 式 向 后 
推 得 м, ws， на, 7, 


из == ці +, № = и) Ки, °., 


总 之 数列 中 每 一 个 数 满足 关系 式 = . 
и, ии, п 222, (16.8-4) 


例如 数列 | - . | 
0, Ё, 1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,--• 
ВАЗЕ. ЗЕЛЕ В ww Ом 1. а 

ТЖ РЕЛЕ ВА, 利用 等 比 级 数 的 规律 ， 求 出 一 -个 公 比 数 

， 使 每 一 项 都 可 写成 | 2. . 

и, == 24" ' (16.8-5) 

МА. 2} в 为 人 站 的 系数 .把 式 (16.8-5) КА (16.8-4), 得 到 公 比 数 g 应 满足 的 
方程 式 К 


| 1+9 = 4. (16.8-6) 
这 里 9 有 两 个 根 
жуз 1—5 7 
Фф = = 1.618033989. ан Е — 1.618033989- .., 
于 是 ,数列 


р 3 10е 5 • 
#1, 2191, @14+> ат, "i 2191, °°*, 
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1, 4242, 4141, 4293,***, а41, > **, . 
а + а, 414, + а:4:, аф + 42gi,***, 419? + 20,05, 
都 是 下 序列 ， 
为 了 求 出 了 数列 中 每 项 的 一 般 表 达 式 ， хх (16. 8-4) 作 “ 变换: 对 该 式 
两 端 乘 以 =" 并 从 ”一 2 至 co 求 和 ， 


| У и,” = З, д Чи-12* + У) Hea", | | . (16.8-7) 
记 | . 
9 - рэ и,2", | (16.8-8) 
式 (16.8-7) 可 写成 
UG@) Crt 0) (0) + ша + май + =), 
解 出 后 有 7 7 
0(=) = шо? + и + а?) ит 一 to 十 Ct ws, (16.8-9) 
фа, 1—4 — 22 | 
因为 . 
Sl MVS +1 
ТИРЕС -:) (2+2), 
故 上 式 又 可 写成 . | ЕЕ : ; 
| О (а) ә — ир — = 4- 4072 ия (ue + uD) 一 一 -一 一 一 一 1 十 -~ 1 
у и V5 ==: МЕЧ -) 
| = 一 了 一 | 一 2 о += 
--9-6 + 8а 
А 2" 2-1 в 
и], 16.8-10 
кр 5 — 1) ) (V5 + рн ) С ) 
- 将 此 式 与 0%) 的 原 定义 式 (16.8-8) ,比较 ， 可 立即 得 到 局 数列 中 的 * ж. 的 解析 表达 
За я | 
2 ot 
= 一 一 1 一 一 一 一 一 一 
Г “ м 5 (© 5 一 Jot + 7 (V5 + 2). 
СТЕЛА 2" (一 Dea 2  : (16.8-11) 
М5 (= – 10)" (V5 +1: | 


注意 到 上 式 右 端 * 一 oo 时 ， =) 一 0 而 (= -1 


мо == ОЖ м, е 0, en 
2У5- 


У ==. ви, 如 果 令 


= 0.618033989.。。 (16.8-12) 


讨论 了 数列 的 特性 后 Евы 论 在 式 (16.8~3) 意义 下 的 最 优 程序 问题 ， 
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文献 [9] ЕН ТН Я НАЛЕТ РЯБИНА. ТЕК ЕВ 
件 下 , М>2, 最 优 程序 Сн 中 的 个 试验 点 中 的 前 两 个 的 取 法 如 下 : 06 
(1) 首先 取 


и Из ~ 
一 (16.8-13) 
Untl Wntl 


式 中 и. 是 以 wo 0, м 一 1 为 初始 条 件 产 生 的 序列 中 第 п 项 的 数值 ; 测 出 人 zy 和 
Ка) 以 后 比较 它们 的 大 小 ， 若 0) < Ка) 则 К) 的 最 大 值 必 位 于 于 区 闪 10, я] 中 ， 
面子 区 间 [zt 1] 可 以 使 摔 。 反 之 ， 如 果 测 试 结果 表明 1) > Ка), ММ іа, 110 
Ф110, xz]。 经 过 两 次 测量 后 余下 的 子 区 间 记 为 Di 


(2) 第 三 个 试验 点 应 在 余下 的 子 区 间 内 接 Сна 的 要 求 取 


хз = = Di 或 х == (1- 一 „рр, = ря DL | | (16. в- 14) 
这 两 个 点 中 必 有 有 一 个 在 第 一 一 步 中 已 作 过 试验 。 例如 ， 如 果 前 两 次 试验 后 留 下 的 是 Р"; = 
10, mm]， 则 按 最 优 程序 СЁ-, * 所 决定 的 试验 р. 
点 是 
好 一 一 et нә ду, 9 Ld 
| 8Vfa 十 1 “а | | я) 3 р Г 
此 点 在 第 一 步 中 已 测试 过 。 现 在 只 须 测 试点 СОЖ 16.82 
де 222 ру 一 Часа. М а Наа Ес 
йа “» Чи Ив ，: 


这 一 点 在 第 一 步 中 尚未 测试 过 这 样 ， 在 子 区 间 Di 中 只 4 须 再 测 一 个 点 即 可 又 舍弃 一 个 于 
区 间 。 琵 下 的 子 区 闻 记 为 D,， 见 图 16.8-2 К 
(3) 第 四 个 测试 点 是 按照 最 优 程序 C#- 在 р, 中 确定 : 


"ы 4028 Ds, en (1 — 4190, 一 РИ Ds (16.8-15) 
Wn—l 


这 里 同样 可 以 发 现 ， 在 任何 情况 下 , x 和 x 这 这 丙 个 点 中 有 一 下 已 试验 过 ， 例如 它 是 xz. 那 
么 ;为 了 完成 第 三 步 缩 小 剩余 区 间 , 只 需 再 测量 一 个 点 就 够 了 。 以 此 类 推 , 直到 作 完 NN 次 
试验 为 止 ; 剩 下 的 子 区 间 [*, 7] 的 长 度 Я (ФО, C8)) 将 在 式 (16 6-9) ЖХ ТАЖ 
的 . 

从 这 种 一 般 的 讨论 中 读者 马上 可 以 觉察 到 利用 ИЕ ВЕ 法 的 优 点 : 
从 第 二 个 测试 点 开始 每 一 步 都 可 以 利用 前 一 个 测量 的 结果 去 缩小 剩余 子 区 间 。 这 个 过 程 
本 身 几 乎 就 是 对 最 优 程序 Сн 的 一 种 归纳 法 “证 明 ”， 下 面 举凡 个 具体 俩 于 说 明 最 优 程序 
的 结构 。 

Е 只 允许 做 两 次 试验 . ВОР ЖКУ] мо == 0, у == 1, м: м, из == 2, Ж 
优 程 序 С? 应 取 

1 


и: Wi 1 
十 em 二 十 8 
«1 и 2? 2 ` 2 э 


Зун е ЕЛИ. Ш Ка) 2а), УЗЕ х, ЛЕ ОСТАЈ „ЯР АОВ] 10, 1/28] 
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中 必 含 有 f(x) 的 最 大 值 ， 反 之 则 应 会 掉 区 间 [0, 1/2], 剩 下 的 是 [1/2, 1]。 由 此 可 见 
当 只 允许 做 两 次 试验 时 , 两 个 试验 点 都 应 在 区 疗 [0, 11 的 中 心 附近 。 | 

对 NN = 3 的 情况 ,C3 的 程序 要 求 取 

i 和 2 和 二] 一 和 一 工 

Ф539 [0, 1/31] 或 [1/3, 1] 后 ， 生 下 的 第 三 次 测量 与 N 一 2 的 情况 相同 。 三 次 试验 后 夭 
下 的 子 区 间 不 大 于 1/3。 

最 后 , 令 М = 7, 即 允许 做 7 次 试验 . 按 最 优 程序 СУ 规定， 首先 取 的 两 个 试验 点 是 

иу 13 СА 


ху == ^^ = 1320.619, ху == 6—8 0381: 
из 21 #3 21 


第 三 个 试验 点 为 《把 剩 ОЕ D 


5 
= 8 30.615, 1 =- 5 2 = 0.385. 
Xs Р 13 或 Xs хз е, 13 0.385; 


第 四 个 试验 点 为 | | 
ЕЎ = 8 2 5 = 0.625, 或 ху = 4 = 3 а 0.375; 
8 чиє 8 


чь 


第 五 个 试验 点 是 ， 


ху = ыы З а 0.600, 8 а; == 3 =. 2 == 0.400; 
5 #5 Е 5` 2. 


第 六 次 试验 应 取 | и 
82 ll . 
и ти 3 0.667, 8 3 0.333; 
第 七 次 试验 取 
х, = 1 0.500, 
2: .| 
”从 上 面 几 个 例 中 可 以 看 出 ， 无 论 预定 票 做 多 少 次 试验 ， 景 后 一 次 总 应 取 x 一 1/2 或 
+ 一 六 十 65- 个 数 第 二 次 试验 应 取 x 一 2/3 或 * 一 1/3; 倒数 第 三 次 应 取 x 一 3/5 一 


0.600 或 + = 2/5 =» 0.400; 倒数 第 四 次 试验 应 取 x 一 5/8 一 0.625,' 或 x 一 3/8 一 0.375; 
倒数 第 五 次 试验 取 x 一 8/13 一 0.615, 或 + че 5/13 == 0.385; 以 此 类 推 ， 依 前 面 所 证 ， 
这 一 比值 逐步 趋同 х 一 0.618， 和 х == 1 — 0.618 一 0.382. 

这 样 确定 的 最 优 试验 程序 C% 有 一 个 很 大 的 缺点 , 就 是 事先 要 决定 总 试验 次 数 ,然后 
才能 确定 第 一 、 二 点 的 取 法 .这 对 任何 连续 工作 的 自 自 最 优点 控制 系统 来 说 是 没有 实际 
意义 的 。 当 试验 次 数 超过 5 以 后 ,每 次 取 的 点 差不多 都 是 以 剩余 长 度 的 0.618 所 确定 。 因 
此 ,作为 一 种 近似 方法 ,可 以 在 所 有 情况 下 ,无 论 N 为 多 少 ,每 次 都 以 0.618 或 以 1 一 0.618 一 
0.382 来 选 定 下 一 次 试验 点 的 位 置 。 即 总 取 式 (16.8=12) 所 确定 的 航 限 值 p 来 决定 试验 点 
的 位 置 , + 


А = sD _. м = 1 р; 
这 就 得 到 华罗庚 教授 在 文献 [1] 中 提倡 的 “优选 法 >。 这 个 近似 的 优选 法 用 起 来 简单 ,在 
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自动 系统 中 实现 起 来 也 简单 。 
容易 证 明 ,应 用 最 优 程序 С, МХА (搜索 ) 后 ,确定 的 含有 /sx) 的 最 大 值 (最 小 
值 ) 的 区 间 的 最 大 长 度 Е ЖИ | 
и (р, ct) 一 二 十 в ' (16.8-16) 


и? 


而 应 用 简化 了 的 “优选 法 ” ,经 过 次 搜索 后 , 剩 下 的 ( 含 最 大 值 ) 区 间 长 度 是 


= (2 у" ( 1 ) (16.8-17) 
М1 1.618033989/ ° . п 
当 六 足够 大 时 
к 2 ажим == 1.1708, о (16.8-18); 
SA 22/5 .. 


见 ,简化 了 的 "优选 法 "程序 比 严格 的 最 优 搜索 程序 损失 约 为 17%， 
没 控 制 变量 的 起 始 区 间 长 度 为 7, ВОМ, ачна К 
天 ( 用 最 优 程序 CN) 的 比值 以 及 46 У к (用 简化 了 的 优 碗 法 ) 的 比值 列 于 下 表 中 。 


家 16.8-1 
А Гај 
试验 次 数 用 ране | RD | 
2 2 1.62 1.22 
3 3 2.62 1.14 
4 5 4.24 1.18 
5 8 6.85 1.17 
6 13 11.09 1.13 
7 21 - 17.94 1.175 
8 34 29.0 1.17 
9 55 47.0 1.17 
10 87 76.0 1.17 
п 144 123 1.17 
12 233 199 1.17 
13 377 322 1.17 
14 610 521 1.17 
15 987 843 1.17 
16 1597 1364 1.17 
17 2584 2207 1.17 
18 4181 3570 1.17 
19 6765 5778 1.17 
20 10946 9349 1.17 
21 17711 15127 1.17 
22 28657 24476 1.17 
23 46368 39602 1.17 
24 75025 64078 1.17 
25 121393 103680 1.17 
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17.1 зр. 


”了 以 数字 科 算 机 为 中 心 的 逻辑 自动 机 亚 在 На те. 科学 技术 研 
究 ` 工 彤 企业 管 理 等 名 个 方面 .在 远 辑 粹 制 机 的 帮助 下 ,人 们 对 各 种 物 妓 过程 `. 生 产 过 程 ， 
其 至 社会 活动 过 笨 作 精细 的 统计 计 竺 以 有 数量 的 分 村， 众 而 查 接 地 或 间 屠 地 学 制 这 些 过 
程 的 发 展 。 实 践 已 经 证 明 , 远 辑 自动 机 还 能 为 非常 复杂 的 人 的 思维 过 程 提供 支 灯 , 从 而 久 
大 和 延 悍 估 构 智 能 活动 ,有 如 工作 生 机 之 扩大 和 延伸 人 的 体 办 一样。 大 基地 、 和 普遍 地 采用 
数字 计算 机 和 和 黄 它 患 辑 自动 机 楚 现 代 化 工业 农业 、 科 学 枝 术 和 国防 的 一 个 重要 特征。 一 
“ЕСА ВЕ .生产 和 科学 技术 发 展 的 喜 要 古 数字 - 迎 辑 枝 
术 飞 速 发 展 的 客观 条 忻 ,而 半导体 集成 电路 的 出 现 又 给 它 各 快 了 可 沸 的 易 质 基础 . 

- 山 员 前 为 在; 我 们 所 讨论 的 问题 的 范围 仅 根 示 如 何 具 彩 响 或 控制 某 些 物理 过 程 使 尝 
р А РЕВ А АНГ, У АЕРО ЭТЕТ АО 
н. хаанаа н М8, ЭЕ ЛЕНТ 
的 。 由 这 关 赛 条 所 构成 的 系统 常 称 之 为 动 为 系 绕 . 对 动力 控制 系统 的 分 析 和 综合 。 二 十 
多 年 来 一 直 是 自动 控制 科学 技术 工作 者 的 主 鹿 是 究 姥 象 ， 暴 中 关于 线性 系统 的 理论 ， 现 
在 已 发 展 色 相当 完善 购 程度 ， 因 此 缚 成 了 控制 理论 前 主要 组 成 部 分 。 这 种 动力 学 理论 二 
十 名 是 来 丰 导 表决 承重 的 生产 \ 工 艺 航 空 和 字 航 等 方面 极其 复 末 胸 技术 难题， 对 自动 
榨 制 技术 有 的 浒 步 起 了 村 很 大 的 推动 作 骨 . 

Е, 随 善 科学 技术 的 飞速 发 展 ， 动力 学 榨 制 更 郊 忆 不由 完全 满 直 客观 只 哎 的 厂 要 . 
УИ Б-Р ЖЕ ВЫ УК ЕН — М 
ЖЕНЕ Е ГЕ. ЧИН” АВЕ НОЕ МЕЖ, К 
МЕНЕЕ. ИКЕА Е ВОЗ НИИ ВОВЕ 
力 。 它 不 仅 能 正确 地 控制 受 控 对 象 的 运动 ,而 且 ,特别 重要 的 是 还 要 根 乌 条 坊 扬 获得 的 各 
ФЗ ВАЕ. , 按 预 定 的 逻辑 程序 判断 情况 , ВНЕ. ЗЕ 
3086 1 РЕОН НРК ЗАНЕСЛО СНУ. Ид, 
КАНЕ ЕИ, ПЕК В, ВЧЕНЕ КНЕ, 弹道 
计算 装置 和 兵器 控制 系统 。 这 些 大 量 的 技术 设备 联合 自动 工作 的 基础 是 通过 高 速 电 子 守 
算 帆 去 实 王 厂 车 的 逻辑 判 煌 和 决策 的 ,. ЗЕЯ ЛА ЕН ЛЖИ. А ВНЕ 
着 的 造 辑 弓 鱼 装 是 一 一 高 速 数 字 计算 帆 ， 这 些 工作 的 进行 将 是 很 困难 的 ， ж, 现在 很 
难 找到 永吉 有 送 辑 元 性 或 装置 的 实际 榨 制 系统 ， 

其 实 , 在 机 构 中 或 系统 中 采用 往 单 的 轴 辑 元 桩 ， нии НИ 
ЕСЕНИНА. НР ВЕК ААВ ТНТ, 
ИНЕТА ао, САУ 318—321 4), Ж-а 
的 大 “Ев, 四 方 浆 余 , 开 四 门 , Е-ЖЛ. МЕЖ. ЖИ, ЖАЯДЕ 
ХЕ „ХЕ ЖИ “Е ВАУ НИ ВЕН Ну 
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相似 中。 此 外 古代 发 明 的 各 种 自 鸣 时 器 ， 护 幕 机 构 ， 自 动 木船 等 筹 均 具 有 逻辑 运动 的 能 
力 ,只 不 过 多 限于 机 械 器 件 轨 池 。 近 数 十 年 来 , 由 于 电子 技术 尤其 是 数字 技术 的 发 展 , 使 
各 种 自动 机 的 逻辑 运动 规律 更 加 复杂 化 。 最 早 的 近代 自动 机 , 如 自动 电话 , 电报 , 继 电 保 
护 等 等 早已 广泛 地 应 用 在 人 们 的 生产 和 社会 活动 中 。 但 是 ,只 是 在 近 二 十 年 来 ,由 于 计算 
技术 飞速 发 展 的 需要 ， 逻 辑 机 的 运动 规律 才 被 概括 到 理论 高 度 上 去 研究 。 随 着 计算 技术 
和 理论 研究 的 发 展 ,现在 已 初步 形成 一 门 逻 辑 控制 理论 , 它 对 指导 解决 计算 机 本 身 的 设计 
和 使 用 以 及 对 工程 技术 问题 ， 已 经 开始 起 着 很 大 的 作用 。 随 着 电子 数字 计算 机 的 广泛 应 
用 ,特别 是 控制 机 的 广泛 应 用 ,把 逻辑 控制 理论 的 重要 性 提 到 了 更 新 的 高 度 , 其 应 用 的 范 
转 也 大 大 扩展 了 ， 

逻辑 控制 系统 的 任务 概括 说 来 是 信息 变换 , 现 以 较 简单 的 目标 警报 系统 为 例 ， 说 明 
逐 辑 控制 系统 的 作用 。 设 有 某 远程 警戒 雷达 对 某 一 固定 空域 进行 凡 期 性 搜索 ， 以 早期 发 
现 从 这 一 指定 空域 方向 飞 来 的 飞机 或 其 它 飞 行 器 。 当 目标 距离 较 远 时 ， 由 于 雷达 所 接收 
到 的 信号 强度 较 弱 且 夹 有 空间 噪音 ， 每 次 搜索 时 都 可 能 发 生 错 误 的 判断 : 在 没有 目标 出 
现时 ,雷达 的 输出 端 出 现 假 信号 ,此 称 为 虐 警 信号 ; 在 有 目标 飞 来 时 ， 雷 达 输 出 端 却 没有 
信号 出 现 ,此 谓 之 漏 警 ， 雷 达 接 收 到 的 信号 与 蝇 音 强 度 之 比值 很 小 时 ,无 论 虑 各:。 警 的 
可 能 性 都 很 大 ， 用 0 表示 雷达 输出 无 警报 信号 出 现 ， 用 1 表示 该 次 搜索 时 有 信号 出 现 
那么 雷达 对 给 定 空城 上 连续 做 习 次 周期 雪 索 以 后 ,在 输出 缮 就 得 到 个 信号 序列 : 

-001101011100011111---100001, . 

此 序列 中 的 每 一 个 符号 表示 该 次 搜索 时 雷达 输出 有 无 警报 信号 出 现 、 为 了 尽早 判 电 此 空 
域内 是 否 有 真 的 目标 出 现 , 消除 由 噪音 引起 的 说 、 漏 警 的 扰乱 , 常 要 求 对 此 信号 序列 做 出 
较为 正确 的 逻辑 判断 。 例 如 ,可 以 规定 ,凡是 在 三 次 或 三 次 以 上 连续 搜索 时 均 发 现 有 目标 
信号 出 现时 , 则 认为 确实 应 该 发 出 警报 . 反之, 警报 发 出 以 后 ; 若 连 续 四 次 或 四 次 以 上 雷 
达 输 出 端 或 蒙 光 屏 上 不 出 现 目 标 信号 时 就 应 该 解除 警报 .不 难 理解 ， 这 是 一 个 典型 的 逻 
辑 判断 系统 。 为 了 分 析 或 设计 这 样 一 个 自动 警报 系统 ， 前 面 各 章 内 所 述 的 原理 和 方法 很 
少 有 所 才 助 ,因为 这 里 需要 处 理 的 是 一 个 有 限 长 的 , 仅 到 们 为 6 或 1 的 信号 序列 ,对 后 者 
的 分 析 只 能 以 逻辑 代数 为 工具 。 (о 

类 似 上 述 的 自动 系统 实际 上 是 很 多 的 。 一 个 变量 的 取 值 可 以 公 限 于 0 和 1。 其 物理 
含义 却 随 实际 问题 的 不 同 而 各 异 。 但 是 , 和 动力 控制 系统 类 似 , 在 这 类 问题 中 , 可 归纳 出 
一 种 普遍 的 规律 , 建立 统一 的 理论 , 找 出 一 般 的 分 析 和 综合 的 方法 , 这 就 是 逻辑 运算 的 理 
论 . 6 
设 在 某 一 实际 问题 中 , 有 ”个 信号 序列 需要 做 逻辑 处 理 , 其 中 每 一 个 信号 序列 , 例如 
д; = (01001110. .-}, 5 = 1, 2，…; 2， 其 序列 的 长 度 可 以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 . 
用 xiCp) 表示 此 序列 的 全 体 , ”表示 序列 中 每 一 符号 的 序号 , 或 者 为 其 出 现时 间 次 序 。 л 
个 序列 的 全 体 记 为 *(p)， 后 者 可 视 为 一 个 向 量 ，xi《p) 为 其 分 量 。 对 此 = 个 序列 进行 导 
辑 处 理 的 装置 称 为 计算 装置 或 自动 机 , x(p) 称 为 自动 机 的 输入 。 经 自动 机 按 某 一 特定 规 
律 处 理 以 后 的 信号 序列 记 为 xz( 思 ;一 1, 2 …，1; 其 全 体 记 为 z(p), 称 为 自动 机 的 输 
出 。 自 动机 内 部 出 现 的 诸 中 间 变 量 记 为 (Р) == {91 (р), 755, 9m(p)}, 称 为 自动 机 的 状态 
序列 . 设 РС Ср), +++, «„(р); gi(p),: 5, 4„0р)), 一 1 ,加 ,为 含有 # + т МАДХ 
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无 的 二 值 闷 数 , 即 仅 到 值 为 0 或 1 的 函数 ,用 表示 这 些 函 数 的 全 体 。 用 g 一 {g1,…, gi} 
表示 另 一 组 ! 个 含有 ”十 т 个 自 变 元 的 二 值 函 数 。 自动 机 的 信息 变换 规律 可 以 用 下 列 
一 般 性 的 方程 式 描述 : : ` 
ИЕ 90р + 1) = (р), gp)), _ ‚ (71-1) 
2(р) = g(x(p), 9(Ф)). (17.1-2) 
式 中 为 离散 的 时 间 瞬 间 ; A 和 g 分 别 为 m 维 和 /1 维 向 量 ， 每 一 个 分 量 都 是 二 值 函 
数 。 在 每 一 时 刻 输入 、 状态 和 输出 向 量 的 可 能 取 值 数 分 别 为 2", 2" 和 2’ 个， 它们 的 数目 
是 有 限 的 ， 因 此 这 种 逻辑 控制 系统 常 称 为 有 限 自动 机 或 时 序 逻 辑 机 。 如 果 自 动机 有 无 限 
多 个 状态 、 输 出 量 , 则 称 之 为 无 限 自 动机 。 任 何 一 个 数字 机 不 管 它 的 规模 多 大 ,状态 总 是 
有 限 的 . 

方程 (17.1-1) #1 (17.1-2) 也 可 用 它们 的 分 量 来 表示 ; | 

| gp + 1) = Сар), "5 хо (р); в (Ф),---4(р)), 

Фр 1) = Саар), › +, (р): а1(Р),** > qm(p)), 


4»(Р + 1) = 1„Сх1(р), ЮЕ; є„(р); (р), “sy а.) (17.1-3) 
‚ ар) == gxi(p)s (р); ФР) 5775 4»(Р»)› 
(р) == #0102), ”> х„(р); qi(p), ”> gqm(p)), І 


к Ср) == gxip)s *° > х„(р); 41)" `->4т(р)). | (17.1-4) 
上 式 内 所 和 gj В ЕО Е НАХ, 
由 于 式 中 各 变量 и, 9 和 = АЖ О 或 1 两 什 , 故 通常 称 为 逻辑 变量 ， 因 而 一 般 的 
数学 分 析 方法 不 再 适用 于 这 类 问题 ， 为 了 对 逻辑 控制 系统 进行 分 析 和 综合 就 需要 另外 的 
数学 工具 。 有 限 自动 机 的 数学 基础 是 逻辑 代数 ， 或 称 布尔 代数 。 这 是 以 最 早 (1847 年 ) 
研究 了 这 个 数学 工具 的 英国 数学 家 布尔 (Boole) 命名 的 . 约 .90 年 后 美国 工程 师 香 
农 〈Shannona) 于 1938 年 指出 ， 这 种 代数 学 可 以 用 于 自动 机 即 后 来 的 数字 机 的 分 析 和 设 
Неа, 电子 数字 计算 机 的 出 现 加 速 了 对 这 一 问题 的 研究 。 今 天 已 有 可 能 广泛 地 应 用 到 
逻辑 控制 中 来 。 熟悉 这 种 基本 知识 是 有 益 的 , 因为 它 可 以 指导 实际 系统 的 设计 : 工作 ,有 助 
于 对 数字 -逻辑 技术 的 深刻 理解 
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在 逻辑 控制 或 数字 计算 中 ,各 种 量 的 基本 表示 方法 是 用 的 二 进位 计数 制 ,这 一 点 决定 
了 它 的 每 一 组 成 单元 的 状态 只 有 0 和 1 两 种 。 如 果 用 函数 去 描述 这 交 系 统 的 运动 ， 这 个 
钵 数 必 然 是 二 值 函 数 ， 即 它 的 取 值 只 是 0 和 1， 可 是 为 什么 要 采用 具有 两 个 状态 的 器 件 
作为 逻辑 ~ 数字 机 的 基本 器 件 呢 ? 这 有 三 个 原因 .第 一 ,制造 具有 两 个 稳定 态 的 元 件 比 制 
造 上 共有 多 个 稳定 态 的 元 件 要 容易 得 多 , 如 具有 两 个 状态 的 继电器 , 晶体 管 的 导 通 与 截止 ， 
铁 氧 体 的 两 种 方向 的 饱和 态 ， 磁 带 表面 磁性 膜 的 磁化 和 不 磁化 等 等 此 是 。 从 可 靠 性 方面 
看 具有 两 种 稳定 态 的 器 件 比 线性 器 件 的 可 靠 性 高 得 多 。 第 二 ， 用 二 进 制 可 以 简单 地 实现 
各 种 逻辑 和 数字 运算 。 第 三 ,如 果 要 用 这 类 元 件 来 表示 数 时 ,用 二 进 制 需要 的 其 它 设备 数 
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量 较 少 。 设 每 一 元 件 有 六 个 稳定 态 , 用 六 个 元 件 可 以 表示 的 最 大 信息 量 工 为 了 一 wm， 如 
果 要 求 能 够 表示 的 信息 量 工 是 常数 , 即 
logl == Nlogm = С, 
式 内 C 为 常数 ， 由 于 NN 个 具有 mw 个 稳定 态 的 元 件 要 联 成 一 个 电路 所 需要 的 设备 量 大 概 正 
ЊТ mN, 所 以 根据 上 式 有 
Cm 

Іор т ° | 
容易 算出 ， 上 式 有 端 在 m 一。 == 2.718 时 有 极 小 值 。 这 说 明 , 对 mm 一 2 和 m 二 3 时 ,电路 
所 需 设 备 是 接近 最 少 的 两 种 情况 。 由 于 m 一 2 还 兼 有 其 它 优 点 ， 所 以 常 优先 采用 二 进 
制 。 

数理 逻辑 给 二 进 制 运算 提供 了 一 个 很 好 的 理论 基础 ,而 逻辑 代数 (布尔 代数 ) 又 是 数 
理 逻 辑 中 的 重要 基础 工具 。 现 在 斌 从 逻辑 代数 讨论 起 . 

设 {4、B,"…} 为 一 组 逻辑 变量 ， 其 中 每 一 个 变量 只 能 取 0 和 1 两 种 值 。 在 这 一 组 
变量 之 间 规 定 三 种 基本 运算 : 加 法 ,乘法 和 补 运算 ， 

(1) 加 法 : ХРЕН АВЕ С, 记 为 4VB 一 - ,C 的 值 

由 下 表 17.2-1 САНЖ) 规定 : 


mN = 


Ж 17.2-1 


17.2-1 (а) 


或 者 用 图 17.2~1 (а) 表示 ， 图 中 的 粗 点 表示 с 的 取 值 。 这 意味 着 ,只 要 ， 4 和 B 中 间 那 怕 有 
一 个 取 值 为 1 时 ， 它们 的 和 C 都 为 1; 当 且 仅 当 二 者 皆 为 0 时 ,它们 的 和 才 为 0， 这 种 加 法 
有 “或 ”的 意思 ， 所 以 也 称 为 或 运算 。 对 于 或 运算 (加 法 ) 显 然 有 下 列 特性 : 
р (о АМВ = вул (358) 
C 
和 人 > 4V0 一 4 
в о АМ1 = 1 
tb) АМА = А, 
图 17:21 Cb) 或 门 在 逻辑 机 或 计算 机 中 ， 加 法 运算 常用 图 
17.2-1 (b)。 所 示 的 符号 表示 , 称 为 或 门 。 
(2) 乘法 ， 两 个 逻辑 量 的 积 记 为 4 人 8 一 С, 它 的 值 由 表 17. 2-2 规定 ， ЈУЛ, 
图 17.2-2(a)。， 对 于 乘法 , 当 且 仅 当 有 和 8B 都 为 1 时 ,它们 的 积 C 才 为 1; 在 别 的 情况 下 C 
部 为 零 . 
由 于 这 种 乘法 有 “与 ?的 意思 , 故 称 为 与 运算 。 与 运算 显然 有 下 列 特性 : 
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ЗЕ 17.2-2 . 


4. б) 
图 172-24) 
AM0 = 0, 
_ АЛЕЗА, 
(Ы) алаа 
图 17.220) 91 АЛВ вла (ВЕ) 


这 种 乘法 运算 在 逻辑 图 中 常用 17.2-? (Ь) 所 示 符 号 表示 , 称 为 与 门 ， 
(3) 补 运算 ( 非 运 算 )。 设 4 是 一 个 逻辑 量 ， 定义 补 运算 ， 记 为 《4， 取 值 见 表 17.2-3 
或 图 17.2-3 (а). . 


м 


表 17.2-3 


и: . 4 = а 


(b) 


‚ (а) 
图 17.2-3 (4) _ № 17.23 +1 _ 

由 于 补 运算 的 意义 可 以 用 一 个 “ 非 * 字 代表 ， 所 以 通称 为 非 运 算 。 在 逻辑 图 中 常用 图 
172-3 (Ь) кие, 称 为 非 门 、 在 实际 电路 中 ， 非 运算 总 是 用 放大 器 实现 的 ， 所 
以 用 三 角形 表示 放大 器 ,而 圆圈 表示 非 运 算 . 

上 述 三 种 运算 : 加 (或 )、 乘 (与 )、 补 ( 非 ) 是 未 辑 代 数 (布尔 代数 ) 中 的 基本 运算 . 其 它 
种 种 运算 都 是 由 这 三 种 运算 派生 击 来 的 ,也 叫 复合 运算 。 但 是 ,所 有 这 些 运算 现在 都 可 以 
用 晶体 管 集 威 电路 来 实现 ,为 使 复合 运算 的 种 类 规格 化 , 便于 大 批量 的 工业 生产 , 有 一 些 
复合 运算 有 时 也 当 作 基本 运算 

(4) 或 非 运 算 : 定 义 两 个 逻辑 变量 的 或 非 运算 为 C 一 4VB， 即 先 作 加 法 ,然后 对 它 


4 (a) 
№ 17.2-4(а) 图 17 .2-4(B) 或 非 门 
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们 的 和 作 非 运算 C 的 取 值 列 人 表 17.2-4 中 或 用 图 17. 2-4(а) 表示 . 完成 这 一 运算 的 电 
路 叫 或 非 门 ,常用 图 17.2-4(b) 中 的 符号 表示 、， 

用 一 种 或 非 门 可 以 实现 所 有 的 三 种 基本 你 辑 运算 Е, АННЕ, 这 可 以 
从 图 17.2-4 (о, 9, (с) 清楚 地 看 出 。 


0 
》 (е) 
图 172-4 (о 


т“ 
ЕОНИ № 92-44) 

(5 与 非 运算 的 定义 是 C 一 IT; ПЕЗЫЕ, ВЕХЕПИИНЕЕЕ. БЕ 

运算 的 取 值 列 于 表 17.2-5 中 或 用 图 17.2-5 (a) 表示 ,图 172-5 (b) 是 常用 的 符号 ,在 电路 
中 称 为 与 非 门 | 


表 17.2-5 


图 2350) СМ 172-50) 5 


用 -种 与 非 门 也 可 以 实现 全 部 基本 光 查 运算: зви, залети. 实现 各 种 
运算 的 逻辑 图 见 图 17.2-5 (с), (4), (е). с: ， 


я. А 7: 
"ГУ 
1 в 


4е) 


ау. 
图 17.2-5 (о) Е 图 17.259 


х ху ху. 


图 17.2-5 (6) 
(6) яви: с 一 (4VB)V(4A 巨 ) 称 为 异 或 运算 , 运 咎 规则 列 于 表 17.2-6 中 
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或 用 图 17.2-6 (а) 表示 , ,在 电路 中 的 符号 如 图 17.2-6 (ЬУ 所 示 , 称 为 异 或 门 . 


表 17.246 


C=(ANMB)V(AVEB) ° 


РИ РА Е | ЕА 
91—77 | A с = (Я л Ву А В) 
1 і 1 1{ Я > - 
ны 80—71) | 
| ! РА В И 

i у” 


Cb) 


17.2-6 (a) 7 17 26 Ы) Г 


除 上 述 三 种 复合 运算 外 ， 也 有 人 定义 其 它 运算 如 等 价 运算 ， 在 涵 运 算 等 等 这 些 运 算 
都 可 以 用 加 、 乘 和 非 三 种 基本 运算 表示 出 来 . | 

为 了 在 数字 机 和 你 辑 机 中 实现 这 些 运 算 ， 通常 把 各 种 门 电路 做 在 一 个 集成 电路 的 
单 晶 基 片 上 。 在 中 规模 或 大 规模 集成 电路 的 基 片 上 可 以 作 几 百 个 、 几 千 个 门 电路 ， 图 
17.2-7 中 所 列 三 种 单 门 晶体 管 远 辑 电路 的 原理 图 ， 者 是 用 照 像 制 版 和 扩散 法 在 硅 单 片上 
制造 的 集成 电路 的 一 部 分 . 无 论 是 输出 重 C 和 输入 量 4、 В 的 值 痢 可 以 用 高 电位 表示 1， 


用 低 电位 表示 0. 


图 17.2-7 (2) 单 非 门 | 图 17.2-7 (b) 单 与 非 门 
和 普通 代数 运算 类 似 , 利 用 三 种 基本 光 辑 运算 可 以 构成 逻辑 算式 , 称 为 组 合 逻 辑 ， 为 


了 书写 方便 ,可 把 加 法 符号 V 和 第 法 符号 人 化 简 ， 在 不 会 引起 误会 的 情况 下 ,下 面 我 们 将 
ВЕРА ЕЕ: ЛУВ=А+В, АЛЕ =А. В = АВ, 这样 加 法 和 禹 法 的 几 个 
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(с) 
17.2-7 (с) 单 异 或 门 


特 人 狂 就 可 写成 . | 加 ' 
А+ ВВ+ А, А: Вт В.А, 
А+А= А, ААА, 
А+1=1, 4.0 一 0， | 
A+A=A; 4.1 一 4 472-1) 


当 一 个 算式 中 同时 含有 加 法 和 乘法 时 ， 为 了 使 算式 有 确定 的 意义 ， 必须 首先 规定 算法 的 先 
后 次 序 ， 即 规定 强 弱 关系 : 乘法 运算 强 于 (优先 于 ) 加 法 运算 ， 倒 如 算式 48 + CDr 应 先 
将 АВ 相 乘 ,CD 相 乘 ， 然后 再 相 加 ， 当 然 ， 这 种 优先 关系 也 可 以 用 括号 来 规定 . 非 运算 
仍 用 变量 上 面 的 横 划 表示 ， 如 АВ + ср, ТИХИЕ АЛАН, 
АННА аб жа» . х) 和 да(ғ1, ma- "5: =)». а 是 仅 取 值 0 或 1 的 逐 
辑 自 变量 ， n 之 > 如 果 对 任何 一 组 自 变量 {х,) а Ф = Ф. 出 称 它们 是 等 价 
代数 式 ， 它们 可 以 相互 代 换 . .利用 三 种 基本 运算 的 性 质 ， 不 难看 出 下 列 等 价 关系 : | 
(авс 一 4(BC) (乘法 结合 律 )， 
АВ + С) = АВ + АС (分 配 律 ). (17.2-2) 
这 两 个 代数 式 是 普通 代数 学 中 就 有 的 . 然而 下 面 三 个 等 藤 确 是 逻辑 代数 中 特有 的 ， 
А+в.с-=(а+В. (4 十 Ci 
ИВА: В, : | 
р ~ A:BmA+B. `, (172-3) 
上 涉 中 第 一 个 说 明 加 法 对 扣 法 有 分 配 律 。 这 在 普通 代数 中 是 没有 的 ; 第 民 和 第 三 个 是 相 
互 对 称 的 ， 形 象 地 说 , 或 非 运算 与 非 与 运算 等 价 ， 与 非 运算 和 非 或 运算 等 价 ， 这 样 , 仅 用 
与 非 门 和 或 非 门 就 可 以 实现 右 端 规定 的 运算 . 
等 价 式 《17.2-3) 的 后 两 个 是 逻辑 代数 式 对 侦 关 系 的 特例 . . араса. ,xs) 为 由 
个 逻辑 自 变量 x 通过 三 个 基本 运算 构成 的 代数 式 ， 将 * 中 的 每 = 个 加 换 成 乘 , 乘 换 成 加 
以 后 得 到 的 代数 式 记 为 и", БИ и 的 对 偶 式 ， 可 以 证 明 下 列 等 式 成 立 : 
| (хауз) ви", Ea) — (17.2-4) 
或 者 写成 н 7 : б. і 
ибн. о 07255) 
例如 ， Cs 与 > у+: 相互 对 侦 ; xz(y + + у) 与 уху ЖЕ 
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偶 等 等 ， 因 为 1 和 0 相互 对 个, 所 以 在 求 对 侦 式 时 , 如 果 原 式 中 含有 0 或 1 的 常量 , 必须 
换 成 它们 的 对 偶 量 : 0 换 成 1, 1 换 成 0，. 不 难 证 明 ， 两 个 相互 等 价 的 代数 式 的 对 偶 式 也 
是 相互 等 价 的 。 = 

设 有 ”个 逻辑 变量 {x,} ,个 (Xn) 自 变量 或 者 它 的 非 的 逻辑 和 称 为 基本 和 式 。 数 
ЛЕЖА НЕНИЯ К. Ша ++... 十 xk 是 基本 和 式 ,而 (и +8). 
(++...) (В+...) 是 和 积 式 。 同样 , 和 个 自 变量 的 积 称 为 基本 积 式 。 
数 个 基本 积 式 的 逻辑 和 称 为 积 和 式 , 如  — 

Є ГРЫ х) + (=: д) + (=. .3 Xa) е и (ЄХ “х х) 
就 是 一 个 积 和 式 。 利 用 代数 式 的 等 价 变换 ， 可以 把 任 一 个 运 辑 代 数 式 化 成 积 和 式 或 和 积 
式 .但 是 ; 任 一 代数 式 的 和 积 式 或 积 和 式 不 是 唯一 的 . | 

满足 下 列 四 个 条 件 的 ,由 ”个 变量 构成 的 和 积 式 称 为 标准 和 积 式 : 

() 和 积 式 中 没有 相同 的 基本 和 式 ， 

(2) ЧЖАН РЫБНАЯ 

(3) 任 一 基本 和 式 中 不 同时 含 zi 及 x = і = 1,2, 

(4) 每 一 个 基本 和 式 中 都 含有 *# 个 不 同 逻辑 变量 : < за). 

含有 "个 过 转变 量 的 积 和 式 如 果 满 足下 列 四 个 条 件 , 则 称 为 标准 积 和 式 : 

(1) 代数 式 中 不 含有 相同 的 基本 积 式 . 

(2) 在 每 个 基本 积 式 中 任 一 变量 只 出 现 一 次 . 

_ (3) 任 一 基本 积 式 中 不 同时 出 现 *; 各, 11,2, 

Ко, 每 一 基本 积 式 中 都 含有 + 个 自 变 量 . | 

标准 积 和 式 在 数理 逻辑 中 常 称 为 完 备 析 取 标准 形 ;标准 和 积 式 称 为 完备 合 取 标准 形 . 
ВЕНЕ, 任何 不 恒 为 常数 的 汉 辑 代数 式 部 可 以 化 为 等 价 的 标准 和 积 
式 或 标准 积 和 式 ， 这 两 者 都 是 唯一 的 ,市 惜 等 于 常数 (0 或 1) 的 逻辑 代数 式 当然 不 能 化 
Е ,因为 形式 与 1 或 0 等 价 ， 

ЕЖ АНБ С, ль. олоо, ВАЗ. АК 1 ЯТА 
Ж =; 一 1,2,… ,x) 仅 能 取 值 0 或 1, 我 们 使 称 这 个 函数 为 二 值 函 数 ， 一 个 二 值 函 
至 可 用 不 周 的 芒 法 来 雪 示 ,例如 可 用 活 格 或 式 子 则 表示 . 现在 试问 ,是 否 所 有 的 二 信函 
都 可 以 用 逻辑 代数 式 表示 出来 昵 9 回答 是 肯定 的 . Нанна, 每 
一 组 自 变 量 的 值 唯 一 地 确定 二 值 函 数 刀 na, в, 5, =.) 的 一 个 值 . 对 于 含有 "个 自 变量 
的 宇和 值 冰 数 ,其 自 变量 的 取 值 最 多 可 以 有 如 组 ,我 们 可 以 把 使 Key 各 ,…* х.) 取 值 为 1 
的 那 :组 (<2") 自 变 量 的 取 值 选 出 来 。 当 自 变量 1, >， …， х. 的 取 值 属于 这 г 组 时 ， 
РАЗ f(x1, 2,755 xs) 便 等 于 1， 和 否则， 函数 等 于 0. РЕЖ, НРА у(х, а, =.) 
的 取 值 问题 就 等 价 于 判别 其 自 变 量 а, зое л, 的 取 值 是 不 是 属于 这 /组 的 问题 .根据 
- 自 变量 的 这 ! 组 取 值 ， 可 以 容易 地 构造 出 一 个 逻辑 代数 式 Ра, есч, 0), В Рб, 
2 xs) Ж Каа, ха. х.) 等 价 .例如 , 当 х, 5 ан 的 取信 组 合 如 表 17.2-7 时 f 
шж 1， 此 时 可 以 构造 如 下 的 代数 式 : 

六 (xy хо, хау 4) = яя 二 лз 十 глу Руа 


不 难看 出 ，f (ni, ль 3, х0) ВУН 1 КБ ЕВЕ ап, да, дз 和 x 的 取 值 为 表 17.2-7 
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8 (17.257 


中 表示 的 那 几 个 组 合 , 当 自 变量 的 取信 组 不 展 于 这 几 个 组 合 时 ， о жао аз, 4) 便 等 
о. И ая 
ваю вака, дать ян) Пата: | 
КТ, 1, о т. + К, 1, ›1, Оль 3-38, , 
а, 1,-.- 1,0, ‚баня. * "кайа, + - 1300, 0, ,0) 1%. х. 
| (17.2- 6) 
式 中 共有 2" 项 ， 每 一 项 是 一 个 乘积 每 项 的 第 一 个 因子 都 对 应 了 二 信函 数 f 的 一 个 取 
值 ,而 其 它 因子 则 是 x 或 (i 一 1, 2,……, п), -并且 满 足 条 件 : | 
(1) х 9,01 = 1, 2, 不 能 同时 作为 因 于 在 同一 项 中 由 现 ， 
(2) 员 能 在 其 第 一 个 因子 中 取 0 ИВ «С, 2，……，2) 才 在 非 号 之 下， 也 一 
定 在 非 号 之 下 . 式 (17.2-6) натаму ЕЯ. 当 把 任 一 组 变量 的 
取 值 代入 后 ,根据 式 《17.2-6) 的 条 构 不 难 着 出 ,其 中 只 有 一 项 ， 其 第 一 个 因子 即 为 此 组 变 
ИБН КЖ, 而 该 项 的 其 它 因子 全 等 于 1《 罗 为 等 主 0 的 变量 念 在 非 汪 之 下 ， 
而 等 于 1 的 变量 不 带 非 号 ). 根据 加 法 的 疆 杂 流 项 即 等 于 函数 的 取信 在 其 它 项 中 ,第 
一 个 因子 不 论 为 何 值 , 由 于 其 它 因子 中 至 少 有 一 个 因子 了 条 为 0 根据 乘法 的 特性 , з 这 些 
项 都 等 于 0 因此 ,表达 式 (17.2-6) 和 ба, а. =.) 是 等 价 的 ，， 
假定 二 值 函 数 Ка, ас » к); 是 不 恒 为 о, 那么 。 在 其 等 价 式 (17 2-6) 中 一 定 有 
一 些 项 的 第 一 个 因子 等 于 1。 因而 , 当 дз, к, x 取 相应 值 时 ， Ж (172-6) 也 等 于 1. 
我 们 已 经 指出 ， 和 式 中 恒 为 9 的 项 可 以 略 去 ， Реч 1 的 内 子 可 以 去 掉 , 其 函数 值 不 
会 改变 ， 根 据 这 一 点 ,去 掉 式 (17.2-6) 中 那些 恒 为 0 的 项 (由 函数 # 之 9 值 决定 ) ,在 留 下 
的 不 恒 为 0 项 中 去 掉 其 恒 为 1 的 因子 (第 一 个 因子 )， 这 样 一 来 ， ,就 把 式 (17. 2-6) 变 成 一 
个 与 其 等 价 的 逻辑 代数 式 了 . — 
Ма, za аи) аж о сазан, арена, 
这 时 ， ЕН, 1, ° 2), ЖА 它 一 定 和 : 
К, 1, Пенг. А, 1, 1, От" "д... ， 
с 190. бу, --. и 
等 价 . 出 二 等 从 区 的 否定 式 也 是 等 从 的 所 以 “ | 
xs xray° sxe) КА, 1,5605, rr xe 1 Ода, 
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根据 等 式 (17.2-3) 可 把 上 式 写 成 " с 
Ка, дати) == К, 1... жатат у +80 
ха, 1,-*-150) + 4 Я 5 Ба 2,1] 


КО, 0,---, 0) хх + +. . (172-7) 
аппазнавтш 0 的 项 , 也 就 是 各 因子 的 第 一 项 , РЯ (172-7) 也 就 具有 
逻辑 代数 式 的 形式 了 . 

由 于 对 任意 二 值 本 数 都 可 构造 一 个 和 它 等 价 的 滁 辑 代数 式 ， 因此 ,可 以 用 逻辑 代数 式 
来 研究 二 值 函 数 . 
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前 面 已 经 指出 ， 利 用 等 价 关系 式 可 以 对 逻辑 代数 式 进行 各 种 变换 。 同 一 个 二 值 函 数 
可 以 用 多 种 形式 的 代数 式 表示 ,这 就 提出 一 个 问题 : 能 否 找到 一 个 最 简 表 达 式 ( 即 式 中 包 
含 最 少 的 变量 字母 )? 如 果 这 种 最 简 代数 式 能 够 找到 ,不 论 对 逻辑 控制 系统 的 分 析 或 综合 
都 会 具有 很 大 的 兽 义 。 故 逻辑 代数 式 的 简化 (或 称 极 小 化 ) 问 题 具有 一 定 的 实际 意义 ， 从 
技术 观点 来 看 ,每 一 个 还 辑 代数 式 都 可 以 用 一 个 相应 结构 的 逻辑 网 络 来 实现 。 一 - 般 说 来 ， 
极 小 化 后 的 代数 式 所 对 应 的 网 络 也 是 比较 简单 的 ,在 技术 实现 中 所 需要 的 开关 电路 ,放大 
器 等 各 种 门 电路 的 数量 也 相应 的 要 少 些 | 
| 下 面 介绍 几 种 常用 的 比较 有 效 的 简化 逻辑 代数 式 的 方法 。 

(1) 试探 法 ， 这 种 方法 , 是 设计 者 依靠 经 验 和 判别 能 力 草 用 前 节 内 所 列 各 等 式 , 对 
给 出 的 逻辑 代数 式 进行 变换 ,以 消去 多 余 的 项 和 多 余 的 变量 ; ;使 式 子 达到 极 小 化 、 在 作 简 
化 时 ,下列 恒等式 是 很 有 用 的 。 它 们 的 证 明 都 很 简单 , 故 只 列 出 结果 . 

А+ АВ = А(1+ В) = А, АВ(А + В) = АВ, 


А(А+ В) = 4, — АВ(А + В) = ДВ + ВА, 
А+ АВ = А4 + В, АВ + ВЯ = АВ + АВ, 
А+АВ = А + В, (4 + ВСВ + С)(А + С) = АВ + ВС + АС, 
А(А + В) = АВ, (А+ В)(А + С) = АС + АВ, | 
аж в) - 48, | Са + ВВ + СЯ + С) (а + В) + С). 
73- 1} 
НИЕ: 


Я 1. 简化 (级 小 化 ) 代 数 式 т 
1 = AB+C+ACD+ BCD 
首先 应 用 式 (17.2-2) 得 到 
= АВ + с + ССАр + BD); 
按 式 (173-1) 有 | р 
fm AB + 0+ Ар + Вр; 
再 利用 式 (17.2-2), (17.2-3) Ж1 (173-20 有 
1 = AB+C+DA+B)-AB+C+DA-.B dB Dt, 


ұу. 
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例 2. Ж ур АВ + ВС + ВС + АВ 极 小 化 . 
НАМ ЕВЕ, — Е, ЕАИС Ж 
= АВ + ВЕ + ВС(А +4) + АВ(С+ 6) 
= АВ + АВС + ВС + АВО. + АВС + АВС; 
再 根据 分 配 律 和 恒等式 (172-20; 土 式 可 化 简 为 ` 
Го = АВЕ + ©) + EE Яу > ХОСЕ + В) AB + ВС ААС. 
从 这 两 个 例题 中 可 以 看 出 , 用 这 种 方法 简化 代数 式 时 , 没有 一 定 规律 可 循 , 网 时 难民 
НЕЕ И СВЕ АО). ВИНЫ, РЕН. 
(2) Я, НЕЕ СЕ). 用 对 几何 

图 形 合并 的 方法 来 达到 简化 式 子 的 目的 ， 这 种 方法 原则 上 可 用 于 具有 任意 个 变量 的 代数 

式 的 简化 ， НН РСК), 此 法 的 优点 就 更 明显 ， 下 面 便 以 例题 
说 明 这 种 方法 о. 

ВНЕ ЕАН 不 难看 出 ва 、 个 到 加 变量 的 代 

数 式 化 成 标准 积 和 式 时 ,至 少 有 3 个 最 小 项 . 若 每 一 个 最 小 项 用 一 个 小 方 洛 表示 , ВА, 

在 含有 "АКН БЕЯ я Ы ХаК. 例如 ,具有 两 个 变量 

| 的 逻辑 代数 式 可 用 图 17.3-1 Жл. .在 那里 ， 图 形 左 半 部 分 表示 а ЖЕЛ А; р 

部 分 表示 В, 下 半 部 分 表示 В. али, Вили. 于是， 小 方 格 3 

对 应 最 小 项 4B; 小 方 格 2 对 应 最 小 项 АВ; 方 格 1 对 应 于 .48 以 及 方 格 0 对 应 于 4B 
由 于 任 一 个 二 元 二 值 函 数 都 可 以 用 这 四 个 最 小 项 中 某 些 项 的 逻辑 和 描述 ， 因此 ， 它 的 图 形 

也 可 用 这 四 个 方 格 的 一 部 或 全 部 来 表示 f， 在 图 解法 中 ， 我 们 佑 采用 第 二 书 中 引用 的 运算 

符号 ， 即 V 代 表 加 法 ， A 代表 乘法 ,理由 将 在 下 面 看 到 。， 例如 ,代数 式 - 

= ABVAB VAB 可 用 图 17.3-1 中 的 方 格 3.:2 和 1 来 表示 . 利用 等 式 17. 2-1), 
4 了 | (17.242) 和 (173-1) 简化 函数 。 可 得 
0; Р ABVABVAB | 
а. "ABVABVABVAB . 
.= А(ВУВ)МВ(АУ 4) 
Е = УВ, 

„врза 从 图 形 上 看 ， 这 个 简化 相当 于 把 小 方 格 2 和 3 间 的 界线 及 小 
фі: 3 和 1 间 的 界线 去 掉 , 也 就 是 说 ,把 小 方 格 2 和 3 ХЛ 3 和 1L 合 并。 图 解法 就 是 
这 样 把 小 方 格 进行 合并 来 简化 代数 式 的 ， 不 难看 出 , 图 17;3-1， 中 任何 两 个 根 邻 小 访 格 合 
并 后 的 图 形 可 用 一 个 变量 来 表示 ， 

具有 三 个 变量 的 逻辑 代数 式 , 一 定 能 表示 在 图 за. сохи, У 
右边 两 列表 示 9; 中 间 两 列表 示 C、 两 边 两 列表 示 C; 上 面 一生 表示 :8， 下 面 一 行 表示 
В. ЖАНЕР ЛЛ. 每 一 小 方 格 都 对 应 一 个 最 小 项 : 方 格 7 对 应 最 小 项 
двс; 方 格 6 对 应 最 小 项 двс; 方 格 5 对 应 АВС; 方 格 4 对 应 AB5;. 方 格 3 对 应 
ABC; 方 格 2 对 应 于 АВС; 方 格 1 对 应 于 BCS 方 格 0 对 应 于 最 小 项 48C。 由 于 
. 枉 一 三 元 二 值 函 数 都 可 用 这 八 个 最 小 项 中 基 些 项 的 黎 回 和 表 未 ， 因此 ， 它 对 应 于 图 173-2 
А У. 例如 ,代数 式 Еи 
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} == ABCVABCVABCVABCVABCYV ABC 
就 可 用 图 17.3-2 中 的 小 方 格 6, 7, 5, 3,1 及 9 的 和 来 表示 。 我 们 把 方 格 6, 7 合并 ; 7, 5 
合并 ; 3, 1 合并 31, 0 合并 ,那么 ,将 得 到 
= АВУАСУЯСУАВ. 
车 再 使 4C 和 4C 合并 ,也 就 是 使 合并 后 的 方 格 7, 5 和 方 格 3, 1 再 合并 ,又 可 得 到 


у= ABVCVAB. 
不 难看 出 ,图 17.3-2 中 任何 两 个 相 领 方 格 合并 后 的 图 形 , 可 用 两 个 变量 描述 任何 四 个 小 
方 格 若 其 中 每 一 个 方 格 都 与 其 它 任意 两 个 方 格 相 邻 , 则 将 它们 合并 后 可 用 一 个 变量 表示 . 
若 整个 钻 形 的 所 有 方 格 都 可 合并 在 一 起 , 则 可 用 常 值 形 示 。 这 里 要 说 明 一 点 ,就 是 我 们 不 
仅 把 有 公共 边界 的 方 格 视 作 是 相 邻 的 ， 对 那些 处 于 同一 行 或 同一 列 两 端的 小 方 格 也 视 作 
相 邻 ,而 且 把 两 侧 的 两 列 或 顶 末 两 行 也 视 作 相 叙 . 因为 当 用 不 同方 法 分 割 图 形 时 ,这 些小 
方 格 ( 列 或 行 ; 确 实 可 以 变 为 相 邻 的 . 图 17.3-3 就 表示 了 三 变量 图 形 的 另 一 分 害 广 法 , Ш 
较 图 17.3-3 和 17.3-2 可 以 明显 看 到 这 一 点 . 

| Зоте за вста 17.3-4 表示 ; 具有 五 个 逻辑 变量 的 代数 式 可 用 图 
17.3-5 表示 ;如 此 等 等 。 图 17.3-4, 图 17.3-5 以 及 表示 更 多 变量 的 图 形 的 划分 方法 ,与 图 
17.3-1 和 图 17.3-2 的 划分 方法 是 相同 的 这 里 不 再 重复 .从 几何 意义 上 来 说 , 每 个 小 方 


17.3-4 


格 为 表示 各 变量 的 图 形 的 交 , 表 征 代数 式 的 图 形 则 是 这 些 交 集 的 和 。 这 样 一 来 ,我 们 便 可 
БЕЗ." ЛЖ НЕЖИН ХХ, ИЕН“ V” 的 几何 意义 是 相应 图 
形 的 和 。 从 这 种 意义 上 来 说 ， 代 数 式 的 简化 就 是 把 表征 它 的 图 形 如 何以 景 少 的 字母 描述 
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出 来 。 例 如 , 欲 简化 逻辑 代数 式 ， 
ABEDV ABCDV ABCDV ABEDVABEDV ABEDY 2BED, 
由 于 它 含有 四 个 突 量 ,因此 , 它 能 用 图 17.3-4 那样 的 图 形 表示 。 图 中 标 出 了 4, Я, В,Б, 
с,с, рб. 根 锯 加 法 运算 “V* 及 乘法 运算 "人 * 的 几何 着 义 ， 不 难看 出 ， 上 式 
各 项 分 别 对 应 图 17.3-4 УЙ 2,5, И, 12, 13, ит, ‚ЗА 
并 起 来 描述 ,那么 ,前 述 代数 式 便 简化 为 
= 4АВУСр = АВ + Ср, 
对 于 四 变量 图 形 的 简化 ,下 列 规则 很 有 用 处 : 。 В 
GD) И а, с. 
0) зев 1таг-люртаз, 或 把 站 个 相 邻 方 格 构成 的 正方 形 合并 , 它 
"а жажнвлааяланд, Мариза ё. 
不 难看 出 ， ЛЕ, т Ш 
” 逻辑 代数 的 简化 方法 还 有 很 多 ; 如 展示 法 ,图表 法 等 等 。 它 们 一 般 较 繁 。 а 
中 变量 较 多 时 ， 用 起 来 颇 为 清晰 有 效 。 由 于 它们 简化 的 原理 也 是 基于 项 的 合并 和 消去 多 
余 字母 ,因此 ， ажай, о. ала 
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从 第 二 节 中 可 以 知道 . 远 辑 代数 中 最 基本 的 运算 只 有 三 种 ， 逻辑 加 法 ,逻辑 乘法 和 遥 
辑 非 运算 。 这 三 种 基本 运算 都 可 以 用 最 体 管 做 成 门 电路 ， 封装 在 一 个 很 小 的 壳 体 中 。 给 定 
一 个 逻辑 代数 式 ， 就 可 以 用 这 种 门 电 星 (集成 电路 ) 顺 序 连 接 成 网 络 ， 以 实现 代数 式 要 求 的 
运算 , 但 是 ,仅仅 有 这 三 种 对 应 基本 运算 的 门 电路 ,还 不 能 满足 实际 要 求 。 因 为 有 些 电 
路 , 虽然 可 以 用 三 种 基本 运算 电路 组 合 而 成 ， 但 是 用 起 来 很 不 方便 , 浪费 器 件 .因此 有 必 
要 对 它 进 行 逻 辑 化 简 , 然 后 做 成 标准 的 集成 电路 , 供 系统 设计 省 选用 。 这 样 做 一 方面 可 以 
降低 电路 成 本 ， 又 可 以 提高 集成 电路 的 集成 密度 ， 这 里 介绍 三 种 代数 式 的 电路 实现 : 半 
加 器 \、 全 加 器 和 通道 译 码 选 择 器 . | 
 : 半 加 器 是 县 有 两 个 输入 和 两 个 输出 的 远 辑 电路 。 设 4，B 均 为 取 值 0 或 1 的 逻辑 变 
В, НЕМ: 表 中 3 到 做 被 加 数 和 和 加 数 妃 的 “和 #, С 是 加 法 进 
位 。 按 照 上 表 的 规定 ,和 3 当 且 公 当 4 和 了 不 同时 为 0 或 不 同时 为 1 时 才 为 1, 其 它 情况 
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表 17.4-1 


| 


5 = ДВ + Ва С = АВ 


下 S 都 为 0。 进位 C 只 有 在 4 和 好 都 为 1 时 才 等 于 1， 否则 总 为 0， 因此 , 半 加 器 要 求 的 


逻辑 代数 式 为 
5= ЯВ + ВА, С = АВ, | (17.4-1) 


ЖЯ а ВТА 17.4-1 (а). 


17 .4-1 (а) 半 加 器 逻辑 图 


但 是 , 利用 代数 运算 可 知 , 半 加 器 也 可 以 用 其 它 方法 构成 , 例如 用 三 个 门 就 可 完成 式 
(17.4-1) 要 求 的 运算 , 见 图 17.4-1《b) 


5 = ЯВ + ВА 
и 


本 .Ж п а 
这 两 个 电路 是 等 价 的 ,因为 应 用 前 节 所 述 的 演算 规则 有 
5 = АВ + ВА = АВ + АВ +АЛА + ВВ = А(А + В) + В(А + В) 
— (4+ ВСЯ + В) = (а + ВЯВ (а + В) + АВ). 

而 图 17.4-1 СЬ) 中 的 结构 正 是 上 式 右 端 代数 式 的 准确 实现 ; 这样 ， 就 比 图 17.4-1 (а) 中 
的 逻辑 结构 化 简 了 很 多 。 特 别 是 与 门 、 或 门 和 非 门 常常 是 作 在 一 起 的 ， 当 输入 是 高 电 平 
时 ,输出 往往 是 低 电 平 , 使 电路 工作 可 靠 ， 图 174-1 (с) 中 给 出 半 加 器 (集成 电路 ) 的 电 原 
理 图 . | | 

′ 毕 加 器 不 能 作 完 整 的 加 法 ,因为 仅 有 两 个 输入 端 。 在 完整 的 加 法 运算 中 ,还 需要 有 第 
三 个 输入 端 ， 供 低位 数字 的 进位 用 。 具 有 三 个 输入 和 两 个 输出 的 加 法 器 称 为 金 加 器 。 用 
Cin 表示 相 临 低位 数 的 进位 ，Cou. 表示 向 高 位 数 的 输出 ,8 表示 4, В 两 个 量 的 和 减 掉 进 
位 后 的 余数 ， 则 全 加 器 的 运算 规则 列 于 表 17.4~2 中 。 按照 表 中 所 列 取 值 的 规定 ,可 立即 
ЭН $ 和 Co 的 逻辑 代数 标准 积 和 式 : 
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图 17。 4-1 с) 


5 = ЛВС. + Ява, + АВС, +`АВСи, . 
Съ. == АВС, + АВСЬ + АВС, + АВС... (17.42) 


表 42 А 


№ |-- 


м оооны но |А р 
оо нн в о 


пн : = (8) = 2. НА р. ЕС а 
图 17,4-2 (а) 全 加 器 
ВЕС ВЕ ЕВА, 如 图 17,452 (а) МК, ево 
КЕНИИ, жк. 417.42) 40. Т ЕНЕН 
5 = АВС. + ВС +. .ABE,, 十 4 = (яв + аву. 十 + (ав +. АЁ, 
因为 按 式 (17.3-1) 有 ， 


et et dort ee ea em eee 
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ЯВ КАВА + В + АВ = (А АВ) - АВ (А+ ВУХА + В) = АВ + АВ, 
3 一 (了 8 АВ)Сь + CAB + АВ)бь. \^ (17.4-3) 
这 一 等 式 恰恰 说 明了 全 加 器 的 和 是 由 两 处 半 加 器 伸 联 而 成 的 。 第 一 个 半 加 器 完成 运算 
51 = ЯВ + ВА, 第 一 个 半 加 得 完成 运算 3 一 - 1С, + Я.С, 至 于 进位 С. 的 运算 从 图 
中 可 以 清楚 看 出 . " 
式 (174-2) вай (用 作 图 法 或 试探 法 ): 
С. = АВС, + АВСь 4 АВ, + АВС, | 
= (ЯВ + АВ)Сь + А(ВС, + ВС) . 
> ВС. + АВ + АС,, г “ (17.4-4) 
这 里 应 用 了 式 (17.3-1) 中 的 4B(4 + В) = ЯВ + ВА 和 АВ + 4B = 4 两 个 恒 等 
式 。 4, 


图 174-2 (b) 是 用 八 个 与 非 门 级 成 的 全 加 器 欠 肖 各 原理 图 。 由 图 的 结构 ， 并 利用 式 


. Ф) 
К 17.420) 爹 机 器 逻辑 图 


аы) фасе, 容易 号 出 各 中 间 变 量 24 的 表达 式 
ИВ = + В, 
21 = АДС = ABCin = А+В+ ё, 
у = В2.С = АВС == А 4+- В+ бь, | 
2. = А2125 = A(A + В)(Я+В + С.) = АВС, = А+ ВА С, 
Zim 2,7356. = (А +В + С.А + В 4 CG) Cm 
(ав + ЯВ). С. = АВ + ВА + Cm 
-Zemm ВІ: = B(A + ва +В -+ бь) = АВС. = 4+ В+ сь. 
于 是 ， 可 推 寻 ;: 和 ， | 
Рут ZIZ2Z = 7, + Zi + 2; — В+ АВСь + 了 BC :| 
= 4(В + ВС) + АВбы => ЯВ + АС. + ЛЕСЬ - 
= АС + В(А + ЯС) = АС, + АВ + ВС... 
ВТЦ 2, 的 输出 恰恰 是 全 加 器 进位 输出 С. 的 表达 式 (17.4-4)。 同样 ， 可 以 算出 ， -输出 
Zs 是 由 式 (17.4-2) 中 第 一 个 代数 式 要 求 的 全 加 器 的 和 输出 5. 
Да 242506 == 7. + Zs + 2, = АВС. + АВС, + АВС, + АВС. 
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pp! 


В 17.4-2 (су 是 国产 -252 全 加 器 电路 图 和 封 净 接 线 图 .. ， ; ， 


(с) a, 
17.4-2 (с) 252 全 加 器 电路 图 和 外 形 图 

从 上 述 两 例 中 可 以 看 到 , 苗 三 种 基本 运算 组 成 的 饪 辑 代 数 起 能 够 用 各 种 电路 的 组 合 
去 实现 .由 于 大 ,中 规模 集成 电路 的 生产 ,几乎 任何 一 种 逻辑 电钻 攻 可 以 用 这 些 标准 集成 
电路 去 实现 它 , 只 需要 事先 确定 珊 辑 连接 图 ;六 按照 了 楼 求 去 间接 各 输出 、 输 入 端 引 线 ,正确 
地 供给 电源 和 接地 就 行 了 .下 面 再 讨论 一 个 另外 类 型 的 例 于 ,: ВОДИТ АН ЖЕ Е н ра 26 
ЗЕ, о ем 

设 有 八 个 不 同 的 信号 通 遵 ;要 求 设计 十 个 选 通电 路 , 接 巾 需要 由 指令 选 通 其 中 任何 一 
”个 。 设 信号 通道 是 41, 4 …， А. : 可 以 用 王 个 逻辑 变量 X, Y,Z 组 成 编码 ， 每 一 种 编 
码 对 应 一 个 通道 选 通 指令 , 因 汶 去 个 逻辑 变量 能 组 成 2 一 8 种 码 ," 此 外 , 逻 要 求 输出 有 开 
启 -闭锁 措 施 ， 只 有 在 需要 时 才 按 指令 送出 被 选 通 道 的 信息 ， 否 则 应 禁止 任 交 信号 输出 。 
现 规定 各 通道 的 选 通 编码 看 令 如 表 17.4-3 所 示 .… 当 远 通 指 令 了 为 高 电位 时 ,电路 将 正常 
工作 ,如 果 工 为 邦 电 位 时 (禁止 ); 将 没有 任何 煞 据 输出 .整个 电 路 由 六 个 非 门 \, 八 个 与 [ 
和 两 个 或 非 门 组 成 。 о а 

”例如 ,讨论 .4 通道 的 选 通过 程 , 与 门 7 的 输出 是 ，: 

4 


{ 


或 非 门 9 的 输出 是 : 
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Ж 17.4-3- 
编码 指令 XY2 


000 


图 “17.4-3 аный 
в ЕВ Ву Т) а BB ,7, 
总 输出 为 ， 加 
f= (В НТ) == В.Т = (В + В: + * +. + В+ Т)Т 
= ВІТ + В.Г + 二 + Ват, 2. (17.4-5 ) 
由 表 17.4-3 可 以 看 出 , 当 送 来 的 指令 码 对 应 有 时 ,上 式 中 其 它 项 均 为 0, ВИН у == BT 一 
АТ. «АТ 一 1( 高 电位) 时 ,输出 端 就 与 通道 4, 接 通 ， 
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前 几 节 内 的 讨论 是 以 逻辑 代数 式 为 基础 的 。 它 类 似 初 等 数学 中 的 四 则 运算 。 认 辑 代 
数 式 是 由 几 种 最 基本 的 运算 法 则 组 合 而 成 , 故 有 人 称 为 组 合 逻辑 理论 。 但 是 ,用 代数 式 不 
能 找 述 过 程 ， 即 随时 间 变 化 的 逻辑 变量 。 正 她 在 高 等 数学 中 为 了 描述 一 个 过 程 不 得 不 建 
立 一 个 量 或 一 组 量 在 变化 过 程 中 所 应 该 满足 的 条 件 ， 妈 方程式， 如 微分 方程 、 差 分 方程 
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那样 。 这 类 方程 式 中 的 主要 变量 是 时 间 *， 改 称 为 发 展 方程 。 在 逻辑 运算 中 也 出 现 同样 
的 问题 ， 即 建立 模 莉 的 问题 。 这 个 模型 能 够 描述 随时 间 变化 的 整个 逻辑 过 程 。 这 种 模型 
常 称 为 时 序 逻 辑 方程 。 又 由 于 一 切 数字 机 或 其 它 数 控 装 置 都 是 按 节 拍 工 作 的 (虽然 节拍 
频率 或 间隔 不 一 定 是 相等 的 ), 所 以 每 一 个 时 序 远 辑 方程 也 称 为 一 个 自动 机 ， 这 和 通常 称 
一 组 常 微分 方程 为 动力 系统 一 样 。 

最 简单 的 例子 是 同步 触发 器 。 例 如 一 种 叫 R-5 触发 器 的 ， 它 有 两 个 互补 输出 8 和 
0, щот 1н, 0 ~ 0; 反之 当 0 он, 0 一 1. 它 有 三 个 输入 端 ; 置 1 端 9， 置 堆 
ота) ИЗО с, Поз Нови, БТР 
钟 脉冲 信号 CP 给 触发 器 规定 离散 的 节拍 即时 间 顺 序 : .一 01,2, .. ,在 tn 
时 89(n) 的 状态 依赖 子 前 -节拍 上 办 大 端的 值 ， ры 00), Е(а), 


_* 17.51 


О(п + 1) 


| 0 0 0 2(o) 
: 0. 0 Е (а) 
}- 0 1, 0 Q(n) 
0 1. 1 1 
"асро о 00") 
1, о. ,1 0 
1. тя `0 DC) 
1 1; 1 不 定 


图 17.5-1 R-S 触发 器 


5(n) 和 СР(п) 都 表示 它们 在 上 一 ”= ВИ, м А +10 是 ， 一 2 十 1 时 刻 的 值 . 玫 
中 规定 的 输出 \ 输 入 关系 可 以 用 两 个 时 序 有 到 辑 方程 式 描述 出 来 : : 
Om+D= Соба) + 509))(СР(о)К (в) + CP(n)0(n)), 


О(п + 1) = О(а) · 5 (п) - СР(п) + К(п) · О(п) · СР(®). (17.5-1) 
我 们 看 到 ,这 个 器 件 的 输出 是 由 前 一 时 刻 的 状态 和 输入 量 的 值 决定 的 ， 这 与 前 节 的 逻辑 代 
数 式 是 根本 不 同 的 ,这 里 输入 信号 和 状态 (输出 ) 都 是 随时 间 变化 的 过 程 。 
现在 我 们 一 般 地 讨论 这 类 系统 的 特点 。- 设 有 -一 个 时 序 逻 辑 系统 ， 它 的 内 部 状态 用 向 
量 表示 , 记 为 9,9 一 (а. 41,7759.) 输入 信号 用 疝 量 之 一 (а, x xe} 表示 ; 输出 
向 量 记 为 = 一 ау za sy 28} 在 等 一 性 间 ,这 三 种 逻 匈 重 由 下 列 方程 式 联系 着 : ， 


(п 1) wm FOX GOI, 900) i (17,5-2) 
2(п) == &(х(п), 909); п), . (17.5-3) 
у в 0, 3, 2,5. = -i 


式 中 Ё = {һ, Ь,***> fm} 和 8 = {g1, 822*°*°> 6) Вии, Вр у, і» 81 是 诸 自 变量 
的 二 值 函 数 , 依 第 17.2 ЛЕН, 上 式 是 逻辑 代数 式 。 它们 显 省 =, 是 指 代 数 式 ћ Е; 


可 能 随时 间 而 发 生变 化 ; ФЕ.  ， : 
如 果 式 《17.5~2) 和 (17. ВНИИ п, 则 称 为 定常 неизв, 由 


它 描述 的 逻辑 系统 称 为 定常 自动 机 ,否则 叫做 非 定常 的 . 


人 
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Н ИАЕА у НОВ Л НЕ (СО, ХС), -- +, ж(в)}, п = 0, 1, 2,5630 
со 的 全 体 构 三 的 集 含 记 为 X; 一 切 可 能 的 状态 е Ија О, ИЖ: 用 2Z. 表 
示 输 出 有 基 光 前 值 构成 的 集合 , 称 为 输出 集合 。 于 是 :cr 一 个 远 辑 自动 机 可 以 用 (Х, О, 2 
ГЛЕН. ДЖО НН ИК 
动机 . ГАИ, 有 时 可 用 符号 м, 0, 2; Ё, ғ) чв 自动 机 的 具体 形 
Ж. 

"ве воВ, 输入 х, 状态 和 输出 незнание “>. 
以 每 -对 刘 与 自动 机 联系 着 的 是 给 人 字 ， е] е .< - 

; 定常 有 限 自动 机 的 工作 可 以 用 典型 表 来 描述 , 如 表 .17.5~2 2 所 示 。 设 输 入 x 可 能 有 ғ 
个 值 ( 字 )， 逢 状态 空间 8 含 个 不 同和 的 状态 ( 字 ), 则 典型 束 中 应 含有 + х 《个 行 . 对 每 一 
行 按照 关系 式 下 和 g 可 以 求 出 相应 的 状态 字 gq 和 输出 字 xw。 这 样 ， 只 要 给 出 一 个 特定 前 
输入 序列 {x(n)}, 就 可 立即 按 表 列 内 容 读 出 . | 
КА АЈ. 

Ф 17.5-2 


Фа + 1) | = 加 7: 


2110 


21,,0 


214,0 


214-1 图 17.5-2 (а) 输入 树 


б, ё» те) 


为 了 描述 自 高 机 的 工作 过 程 ， нон 

用 一 种 叫做 树 的 图 示 法 。 对 简单 的 自动 机 可 
以 得 到 较 好 的 直观 性 。 
， 落 自动 机 有 ?个 输入 单 宝 ， 在 平面 上 取 


一 点 作为 始点 ， 自 该 点 出 发 引出 + 个 带 有 第 ， сох > 
хх, 58-Е. НАЧАЛИ 9: 名 | 
的 十 点 作为 新 的 始点 ,以 同样 的 方法 分 别 下 ': 。 图 ИззФкаН .. 


出 > 个 分 支 ， 称 为 第 二 旦 分 支 。 如 此 继续 下 去 ,可 得 到 无 穷 层 分 支 ， 于 是 就 得 到 了 图 
075-2 (а) 所 示 的 树 状 图 形 。 规定 从 每 个 端点 所 引出 的 个 分 支 按 自 左 向 右 的 顺序 与 输 
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人 单字 ау ж, 5 一 一 对 应 (当然 ;这 各 对 应 关系 可 以 住 定 ,但 一 县 确定 后 , 就 不 再 
328). :这样 的 图 形 称 为 输入 树 ; ИМО 点 出 发 , 沿 箭头 方向 前 进 经 过 的 道路 称 为 输入 
№. 显然, 第 一 层 分 支 表示 第 一 个 节拍 的 输 和 ,第 二 层 分 支 表示 第 二 个 节拍 的 输入 ,，………。 
因而 ， 每 条 输入 路 与 输入 序列 就 有 一 一 对 应 的 关系 。 图 17.5-2 (а) 粗 线 画 的 输入 路 所 对 
应 的 输入 序列 为 x x х; x ВП ЧАЛ 5 第 二 拍 输 入 м; 第 三 拍 输入 х, 
假定 自动 机 的 初始 状态 已 经 给 定 ,一旦 x(0) 给 定 后 ,输出 状态 z(0) 也 就 确定 了 . 
假定 把 输入 x 的 可 能 取信 《有 穷 多 个 ) 的 编号 用 字母 “ 表示 ,状态 空间 2 中 的 元 素 编号 用 
6 表示 ,而 输出 状态 z 的 编号 用 > 表示 ; 则 图 17.52 (a) 上 的 起 始点 的 输入 状态 和 输出 
就 可 用 三 个 自然 数 标志 出 染 СА, Во, тв). 筒 样 , 图 中 任 一 个 分 支点 都 可 以 用 三 外 数 指出 
它 所 代表 的 输入 ,状态 和 输出 ,例如 (an, В, 7) 表示 第 一 步 4 节拍 ) 末 系统 的 输入 ,状态 和 
输出 ,(6x3B。，7。) 表示 第 =” 节拍 未 的 输入 状态 和 输出 等 等 ， 这 样 , 就 把 图 17.5~2.(3) 的 
Я ЛЯ 17.5-2 (b) 的 状态 树 ,图 上 的 任何 一 条 项 序 连 线 都 表示 了 一 个 具体 的 过 程 . 
我 们 再 回来 讨论 时 序 逻 辑 方程 式 (17.5-2)，(17.5-3) 和 它 所 描述 的 自动 机 的 一 些 特 
点 ， 首 先 ,这 类 系统 常 包含 反馈 作用 , 即 : 一 时 刻 的 状态 或 输出 要 在 : 一 ” + 1 时 刻 当 
作 输 入 信号 进入 逻辑 代数 式 ,, 侧 如 图 17.5-1 所 示 的 R-5 触发 变 中 就 包含 两 条 反馈 线 : 
把 输出 再 送 回 第 4 个 与 非 门 的 输入 端 , 5 则 又 送 到 第 三 个 与 非 门 的 输入 端 。 由 王 触发 
器 是 一 切 数字 电路 和 逻辑 电路 的 基本 器 件 ,其 中 DD 触发 器 和 JrK 触发 器 是 应 用 最 广 的 , 它 
们 的 逻辑 原理 图 中 都 包含 投 馈 作用 . 


Ы 


№ 17.5-3 SC 3101 Яра НЯНИ ЗЫНА. 
рч 4. : КС 5. 


Но С 17.5-Гукмазиниениии a 

DD 艇 发 器 炙 叫 症 迟 触发 器 ,图 17.5-3 是 国产 SC3101 НОЖА НЕЕ 
线 和 你 辑 图 ， 它 广泛 应 用 于 数控 系统 中 , 作 数 码 寄存 器 、 移 位 寄存 器 和 计数 器 等 , 如 昌 在 
ел АВ ЕЕ], 可 构成 多 功能 触发 器 : 它 的 工作 为 式 列 于 表 17.5-3 中 。 时 
钟 脉冲 是 正 脉 冲 列 。 时钟 耿 冲 从 0 变 为 1 以 前 的 时 闻 为 :sn ЕГО З ТЕНИ 
фл... .在 时 钟 脉冲 导 0 ЖЕ КР 端 输入 传送 到 2C 端 ,， 时 狼 脉 冲 变 为 1 以 后 ; 即 
fo 十 上 时 只 端 输 估 对 输出 :9 无 影 随 :如果 需要 把 9 置 0 或 1; 则 必须 在 CP 号 09 计 间 


ee 
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~ . а № 17.3~3 - 


内 从 R 或 5 端 加 入 高 电位 信和 号. 
DD 触发 器 的 时 序 逻 辑 方程 式 是 
Оба 4 = (а), п, 1, 2, (17.5-4) 
如 果 DD 输 入 数据 形式 是 高 低 电 位 ,时 钟 信号 是 短 上 脉冲， НВ 号 来 说 就 是 一 
个 延迟 单元 。 
另 一 种 更 为 通用 的 是 Ј-К 触发 器 (图 17.5-4)， 它 既 能 在 时 钟 脉冲 的 驱动 下 同步 工 
作 , 也 能 作为 普通 触发 器 非 同步 工作 。 它 的 工作 方式 列 于 表 17.5-4 中 。 表 17.5-4 (а) 是 
在 有 同步 时 序 脉冲 CP 时 的 工作 情况 , 表 17.5=4 (5) 是 非 同步 工作 时 的 情况 。 каха 
ВАЕ ТЕА ЈН ЗЕГЕ АИ: 
| О(п + 1) = К(в)О0(#). + 1+6. о. 75-5) 


| 表 17.5-4 (а) | ие Ж 17.54 (6) 


Or + 1) 


Ј к СР O(n + 1) 

о.з 0 0 90%) 0 о р 00) 
о”: 0 于 Qn) “0 а го 
0 1 0 9) 1 | ”0 1. 
0 1 、 1 0 1 1 :| 9% 
1 0 0 QCn) —— 

1 0 1 1 

1 1 0 06) А 
1 1 1 00) 


输入 .: 
.从 这 两 个 例 中 可 以 看 到 ， 时 序 汉 辑 网 络 
有 两 个 特点 : (1) 有 反馈 回 路 ;(2) 有 记忆 ——— 
《延迟 ) 能 力 ， 即 保持 前 一 步 的 信息 来 确定 以 
АЦ. ЖЗ, ЖАА ИНН ~- 
逻辑 方程 描述 的 自动 机 的 共同 特点 。 一 般 的 图 055 
自动 机 可 以 表示 成 图 17.5-5 所 示 的 逻辑 方块 图 ， 记 忆 能 力 越 强 , 自动 机 所 能 完成 的 工作 
就 越 复杂 ,这 是 很 自然 的 。 功 能 复杂 的 数控 设备 要 求 有 较 大 窒 量 的 存 贮 嘎 ,前 面 出 钢 的 数 
所 不 仅 能 殿下 一 步 计算 使 用 ,而 且 可 以 多 次 使 用 在 必要 时 ,还 可 以 改变 系统 结构 ， 从 存 
脸 器 中 选取 过 去 任何 时 刻 的 状态 作为 输入 这 在 数字 计算 机 中 是 主要 的 工作 方式 ， 
比较 简单 的 带 有 反馈 的 运 辑 网 络 是 反馈 计数 器 、 图 17.5-6 是 一 个 典型 的 (2 一 1) 位 
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二 进 制 计数 器 .计数 开始 时 每 一 触发 器 都 处 于 0 状态 。 当 时 钟 脉冲 总 数 达到 2”), Ф 
部 触发 器 回 零 , 计 数 重新 开始 。 当 脉冲 总 数 达 到 2” ТВТ, 第 # 个 触发 器 的 状态 9。 由 0 变 
为 1, 而 О» ", зл 均 为 0, 这 时 第 个 触发 器 的 作用 有 如 移 位 计 存 器 ， 当 计数 到 2 
时 第 ” 一 1 个 触发 器 的 输出 92。-: 一 1， 但 由 于 与 非 门 的 输出 禁止 时 钟 脉 冲 进入 第 = 个 
触发 器 , 故 2。 一 0， 当 计数 至 2", О.Н 180, 与 非 门 打开 , 0. 变 为 1， 第 2 十 
1 个 脉冲 到 来 时 ,第 一 个 触发 器 因为 被 9, 关闭 ， иж, 但 第 ”个 触发 器 9. 将 
又 从 1 变 为 0, 这 样 一 个 循环 结束 。 


， т к 17. 54 уважав. РЕС 
可 以 看 到 нвн, ЕАН АБАН, ине 
маха аео. ЗК НЕЕ И Е р КУН. > 
按时 序 逻 辑 工作 的 系统 市, 由 于 引进 予 反 局 , ТВЕН АОН. 在 设计 不 好 时 ， 系 
统 可 能 是 不 稳定 的 。 例 如 一 个 非 门 被 反馈 作用 后 , 输出 是 不 确定 的 ， чи, 或 
者 输出 在 4 和 二 中 间 ， 状 不 清 输出 状态 (图 175“7)- 这 种 快 态 叫 依 不 稳定 态 一 一 - 


图 17.5-7 不 稳定 的 反馈 非 门 图 у. 5-8 ， 状态 不 确定 的 加 络 


即便 反馈 不是 历时 的 ， 当 输 入 作用 不 变 时 ， 考 出 状态 可 能 是 不 确定 的 . 例如 ,图 
17.5-8 почо ния, вил» 恒 为 1 输出 了 者 是 不 能 确定 的 - 设 初 始 状 态 
400). = 4 „. Ч УГАИ, ОРУ 
0, ЗЕ 3ч зно, 下 没有 确定 的 输 包 状 

г кнагам Е 
ЕЛЕЕ. 117.549 ЕК ПЕ Я 
2 络 有 两 村 稳 定 状 态 《41 Ф632, р 和 (0,0), 南 
= каюта рака. ... 
с ЖЛАЯЗНЯ, ЕН 
а ЗВЕНЕ АКВ аит. 


Ee 
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91(п + 1) => (п) ` 40а), И 

42(п + 1) 一 za(2) (п). (17.5-6) 
如 果 两 个 反馈 延迟 的 时 间 不 严格 相等 , 则 (41, 42) == (1, 0) 和 (0, 1) 这 两 个 状态 (在 
x1 一 1，xza = 1 情况 下 ) 是 不 稳定 的 , 可 能 以 (0, 0) 或 (1, 1) 中 的 某 一 个 稳定 态 结束 振 
#. 


17.6 РЕН 


当 一 个 逻辑 网 络 的 结构 给 定 后 ,首先 要 分 析 判 断 它 能 否 正常 工作 ,进一步 确定 它 的 到 
辑 功 能 ， 这 就 是 逻辑 网 络 的 分 析 任 务 ， 

逻辑 网 络 能 够 正常 工作 是 指 在 任何 可 能 的 输入 作用 下 ，。 每 个 接点 在 每 一 时 刻 都 有 确 
定 的 状态 , 这 个 状态 单一 地 为 该 时 刻 及 以 前 的 输入 、 状 态 所 决定 ， 上 节 已 指出 , 有 限 自动 
机 是 由 逻辑 (代数 ) 单 元 和 延迟 单元 组 成 的 ,不 是 随便 什么 网 络 都 能 正常 工作 。 实 际 上 , 绝 
大 多 数 不 含 延迟 单元 的 反馈 网 络 都 不 能 正常 工作 。 如 果 认 为 逻辑 单元 是 胜 时 作用 移 ， 每 
一 逻辑 (代数 ) 单 元 的 输出 直接 决定 于 该 时 刻 的 输入 值 。 如 果 在 一 个 反馈 网 络 中 不 含 信号 
延迟 单元 , 则 反馈 信号 可 能 与 输入 信号 互相 影响 , 甚至 相互 矛盾 。 因 此 , 可 能 存在 这 样 一 
类 具有 反馈 的 逻辑 网 络 , 它 的 状态 不 是 输入 信号 和 以 前 状态 的 单 值 函数 ,甚至 是 完全 不 确 
定 的 。 还 有 更 为 严重 的 情况 ， 如 果 逻 辑 单元 之 闻 连 接 不 适当 ， 反 馈线 路 上 又 没有 延迟 单 
元 ,从 而 使 局 部 的 甚至 整个 系统 的 接点 之 闻 形 成 矛盾 的 依赖 关系 ,这 类 反馈 网 络 称 为 矛盾 
Ж. 图 17.6-t 就 是 一 个 矛盾 环 ， 图 中 当 输 入 x* 取 值 为 0 时 , 若 输 出 8 也 取 0 值 ， 则 3》 为 


-х у 4 


17.6-1 


0, 就 使 9 由 0 变 为 1, 因而 > 应 为 1, 9 又 该 为 0， 这 样 ,就 将 无 法 确定 输出 的 状态 , 这 就 
是 圆 络 本 身 存 在 的 相互 矛盾 关系 所 引起 .此 外 还 有 一 类 含 延 退 单元 的 反馈 网 络 ， 在 同一 
节拍 上 各 接点 状态 的 依赖 关系 虽然 没有 矛盾 ， 但 在 某 些 输入 作用 下 圆 络 内 某 些 接 点 的 状 
态 并 不 单 值 取决 于 输 人 图 17.5-8 即 为 一 例 . | 

含有 矛盾 环 的 网 络 称 为 矛盾 网 络 . 显然 矛盾 圆 络 是 不 能 正常 工作 的 ， 因而 在 设计 时 
要 避免 ， 当 然 、 可 能 有 某 些 不 含 延 迟 单 元 的 反馈 圆 络 也 能 正常 工作 。 但是， 一 般 情况 下 
比较 复杂 的 无 延迟 的 反馈 网 络 中 出 现 矛 盾 环 的 可 能 性 很 大 所 以 凡是 不 含 延 迟 的 反馈 网 
络 ， 都 视 为 可 疑 的 矛盾 环 ， 能 够 正常 工作 的 可 疑 矛盾 环 称 为 假 矛 盾 环 。 在 设计 中 要 避免 
出 现 不 含 延迟 的 反馈 逻辑 网 络 . 

现在 讨论 含有 延迟 单元 的 反馈 网 络 , 如 图 17. 6-2 所 示 ， 由 于 输出 9 信 号 经 过 延迟 单 
元 后 ,至 少 经 一 个 节拍 后 才能 进入 输入 端 .所 以 延迟 单元 对 反馈 信号 起 隔离 作用 :中断 输 
.人 和 反馈 信号 的 瞬时 循环 影响 ,避免 出 现 矛 盾 环 , 使 系统 的 状态 能 够 在 每 一 朋 间 都 能 唯一 
地 确定 ， 这 类 还 辑 网 络 称 为 正则 网 络 ， 归 纳 超 来 ,为 了 保证 一 个 时 序 有 逻辑 网 络 是 正则 的 ， 
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只 要 满足 下 面 两 个 条 件 即 可 : 
GD 两 个 以 上 的 基本 逻辑 单元 串联 或 并 联 工作 时 ,它们 的 输出 端 不 相互 联接 

《2) 任何 反锁 进 路 上 都 至 少 包含 一 个 延迟 时 间 为 一 个 节拍 以 上 的 延迟 单元 . 

对 于 比较 复杂 的 网 络 ， 用 直接 观察 的 方法 去 
判断 是 否 存在 矛盾 环 较为 困难 。 这 里 再 介绍 另 一 
种 方法 ， 即 直接 由 膛 辑 网 络 的 结构 图 来 判断 它 能 
否 正常 工作 、 为 此 ,对 网 络 的 接点 引进 秩 的 概念 . 
假设 一 个 接点 某 时 刻 的 状态 不 依赖 于 该 时 刻 所 有 
其 它 接点 的 状态 , 则 定义 此 接点 的 秩 为 0， 因而， 

图 17.6-2 网 络 的 所 有 输入 接点 及 延迟 单元 的 输出 接点 的 秩 
都 为 0。 若 某 一 单元 的 输出 接点 的 状态 依赖 于 同一 时 刻 该 单元 输入 接点 的 状态 ， 则 输出 
点 的 秩 就 比 诸 输入 端的 最 大 秩 大 1。 网 络 中 的 所 有 逮 辑 单元 (逻辑 加 单元 .逻辑 乘 单 元 和 
非 单元 等 ) 都 可 以 按 此 规定 去 确定 输入 端 和 输出 端的 秩 ， 根 据 秩 的 定义 ,在 图 17.6-3 所 
示 的 网 络 中 ,输入 接点 ху 和 z 的 秩 就 为 0, 接 点 7 的 秩 为 2, 输出 4 的 秩 为 4。 因此 , 开 环 
阅 络 总 可 以 唯一 地 定 出 各 接点 的 秩 ， 闭 环 正则 网络 ,由 于 延迟 单元 的 存在 , 环 路 中 各 接点 
-的 秩 不 会 循环 递增 ,因而 是 唯一 确定 的 ， 这 样 , 对 于 正则 网 络 的 每 个 接点 都 可 定 出 确定 的 
秩 ， 送 吏 络 的 每 个 接点 都 有 确定 的 秩 ,那么 可 以 断言 , 它 一 定 不 是 矛盾 网 络 。 如果 是 矛盾 
网 络 ,那么 接点 的 秩 一 定 是 循环 递增 的 ， 也 就 是 没有 确定 的 秩 . 这 样 ,我 们 就 可 以 根据 上 
述 原则 , 来 判断 殉 络 的 正则 性 ， 图 17.6-3 的 
网 络 中 ,每 个 接点 都 有 秩 , 所 以 是 正则 网 络 。 

此 外 ， 我 们 还 可 以 按 网 络 的 代数 方程 组 
来 判断 网 络 的 正则 性 。 如 果 对 逻辑 网 络 的 每 
个 单元 列 出 输出 与 输入 的 关系 式 ， 那 么 整个 
网 络 就 对 应 一 个 方程 组 ， 它 反映 了 网 络 的 结 а 063 | 
ЖИ. ЕН, ЯАНА ЧТ АРНЕ 
列 ， 使 得 出 现在 逻辑 单元 方程 式 右 端 的 变量 不 再 在 该 方程 以 及 在 它 以 后 的 所 有 方程 的 左 
端 出 现 。 此 种 方程 组 称 为 正则 的 ， 反 之 , 若 方程 组 正则 , 则 网 络 的 每 个 接点 必定 都 有 确定 
的 秩 ,因而 网 络 一 定 是 正则 的 . 

为 断 了 给 定 的 远 辑 网 络 能 够 正常 工作 以 后 ,进一步 要 研究 网 络 具有 怎样 的 多 加 功能 ， 
第 17.5 节 已 经 指出 了 几 种 描述 有 限 自 动机 功能 的 方法 , 例如 典型 方程 组 和 典型 表 等 。 这 
里 ,我 们 采用 典型 方程 组 的 方法 来 描述 赣 辑 网 络 的 功能 ， 为 此 ,只 要 对 网 络 的 每 个 组 成 单 
元 列 出 输出 -输入 逻辑 代数 和 时 序 逻 辑 关 素 式 ， 它 们 的 全 体 就 是 找 述 网络 功能 的 方程 组 ， 
进而 把 它 化 为 典型 方程 组 ， 为 了 将 前 者 转化 为 后 者 ， 需 要 进一步 说 明 关于 网 络 内 部 状态 
的 实质 ,以 正确 确定 哆 络 的 状态 分 量 。 如 前 所 述 。 如 果 一 个 正则 网络 全 部 让 逻辑 单元 组 
”成 , 而 不 含有 延迟 单元 , 网 络 的 输出 信号 将 单 值 地 决定 于 每 拍 上 的 输入 信号 , 而 与 以 前 各 
节拍 的 输入 无 关 , 这 种 网 络 也 可 称 为 无 记忆 的 自动 机 。 若 正则 网 络 中 含有 一 个 《或 数 个 ) 
延迟 单元 ,后 者 把 某 些 信号 延迟 一 拍 或 数 拍 后 向 下 传递 ,例如 通过 各 类 触发 器 延迟 线 等 . 
出 于 瞬间 各 节点 状态 不 同 ,一 个 确定 的 输入 信号 ,就 可 能 对 应 不 同 的 状态 和 输出 .。 
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能 够 完全 地 单一 确定 一 个 时 序 膛 辑 网 络 或 整个 自动 机 在 一 切 时 刻 的 变化 规律 的 一 组 
逻辑 变量 称 为 状态 变量 ， 例 如 ,图 17.6-4 (а) 所 示 的 时 序 罗 辑 圆 络 中 的 三 个 变量 9, 9: 和 
43 就 构成 了 状态 变量 的 全 体 ,其 它 中 间 变 量 Л, Л, Л, Ка, К», К 等 都 可 由 三 个 状态 变量 


表示 出 来 . 
| Е ет Sa З; 5 и $ 0 
с 0 外 | | 


图 17.6-4 (ау 


现在 分 析 一 下 图 中 的 逻辑 结构 。 显 然 有 下 列 关系 式 : Л) = 409), КК) 一 1: 
J,(n) == ав), Кп) 一 (п); Уп) 一 (п) “ 4(п), Кз (п) == |. 无 论 用 前 述 两 个 条 
件 或 用 秩 数 的 检查 办 法 均 可 验证 ， 这 是 一 个 正则 网 络 ， 不 包含 任何 矛盾 环 . 因为 三 个 
J-K 触发 器 都 含有 延迟 环节 ， 如 式 (17.5-5) 所 表示 的 那样 。 将 上 面 列 出 的 关系 式 和 式 
(17.5-5) 联 立 , 消 掉 中 间 变 量 后 ,就 得 到 时 序 逻 辑 方程 为 

41(п 十 1) 二 gz) 43(п), __ 
42(в + 1) = gn) qn) + 40а)  4(”®), 
" gn +1) = (п) ап) · 40). 2 (17.6-1) 
根据 这 个 时 序 逻 辑 方程 组 ， 可 以 推算 出 工作 过 程 的 状态 表 (图 17.6-4 b)。 从 表 中 取 值 可 
以 看 出 ,图 17.6-4 (Ь) 中 所 示 的 时 序 网 络 是 一 个 五 分 频 计 数 器 ， 每 五 个 时 钟 脉冲 对 应 一 


时 间 序列 си 0309) еби) gi(n) 958+1)42(#+1)4, (1+1) 


Ф) | 
图 17.6-4 Cb) 

^а 的 输出 高 电位 ， 同时 前 三 个 触发 器 清 零 . 当 第 六 个 时 钟 脉冲 到 来 时 qi 又 变 为 1, 而 
а. 变 为 0, 其 它 依然 保持 零 , 开 始 第 三 个 循环 以 此 类 推 ,如 果 思 是 时 钟 脉冲 的 频率 , 则 第 

四 个 触发 器 的 输出 端 44 送出 频率 为 j/5 的 正 脉冲 列 .。 
图 17.6-5 是 ”位 循环 移 位 计数 器 .这 种 计数 器 常用 在 数控 技术 中 。 它 是 以 移 位 寄 
存 器 的 方式 工作 的 。 起 始 时 , 用 置 零 脉 冲 清 除 所 有 扔 发 器 , 同时 在 第 一 个 触发 器 中 置 1. 
此 后 ,每 一 个 时 钟 脉冲 使 1 后 推 一 位 ， 第 一 个 脉冲 到 来 以 后 , 9 变 为 0, 4, 变 为 1; 第 二 个 
脉冲 到 来 以 后 ，9: 变 为 0，43 变 为 1, 以 此 类 推 ， 每 一 时 刻 , = 个 触发 器 中 只 有 一 个 为 1， 
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其 余 输出 都 为 0， 第 = 一 1 个 脉冲 到 来 之 后 , 9; 从 0 变 为 1， 其 余 均 为 0， 第 = 个 脉冲 到 
来 后 gs 从 1 又 变 为 0, 而 由 于 反馈 作用 ,同时 使 第 一 个 触发 器 置 1. 这 样 每 = 个 脉冲 循环 
一 次 。 可 以 看 到 ,这 是 通过 反馈 实现 的 ， 它 的 时 序 逻辑 方程 式 为 
а(в + В) = 100), бз 1,2,..., п, (17.6-2) 
总 之 ,应 用 组 合 逻 辑 和 时 序 逻 辑 可 以 设计 出 各 种 各 样 用 途 的 逻辑 网 络 。 除 计数 器 、 寄 
存 器 以 外 ,还 可 以 构成 能 完成 各 种 算术 运算 和 逻辑 运算 的 装置 。 可 以 说 现代 数字 计算 机 
完全 由 这 两 类 逻辑 网 络 组 成 。 这 就 是 把 一 切 由 时 序 逻 辑 方程 组 描绘 的 对 象 称 为 有 限 自 动 
机 的 原因 . | 
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在 第 17.5 节 中 定义 过 时 序 逻 辑 系统 的 数学 措 述 。 一 个 自动 机 由 五 个 要 素 构 成 : 输入 
集合 X， 状 态 集合 0， 输 出 集合 Z， 转 移 函 数 和 输出 函数 g。 因此 ， 给 定 这 五 个 要 素 
4х, 0, Z;f, 8) 以 后 ,就 定义 了 一 个 自动 机 М. Е х, 9 和 Z 都 仅 含有 穷 个 元 素 , М 
就 称 为 有 限 自动 机 ， 把 各 集合 中 的 元 素 编号 后 , 可 记 为 X= (о, а, а), 0 (40 
9 ghj,，Z е (20, za，zz}、 设 输入 zx 是 由 ”个 二 进 制 码 构成 的 , 状态 g 是 由 m - 
个 二 进 制 码 构成 的 , 输出 z 是 由 ! 个 二 进 制 码 构成 的 。 那么 , 输入 集合 * 中 最 多 含有 2" 
个 不 同 元 素 ,Q 和 2Z 最 多 含 2 和 2? 个 元 素 ， 

如 果 在 时 序 逻 辑 方程 | 

g(t + 1) = Кабо), х(@)),1=0,1,2,--*, 

| 200) = #0900), х0), 0 1, 2 (17.7-1) 
中 , И АЖ 8 对 2 个 状态 和 2" 个 输入 都 有 定义 ， 并 且 是 诸 自 变 量 的 单 值 函数 ， 则 式 
(17.7-1) 称 为 完全 定义 的 自动 机 ， 此 时 显然 有 > 中 1 一 2", Ат 2" Жр+1-= 7", 


202 ~ 5% 


B12 ==-- Zrr 


5 一 一 一 一 227 
1 


图 17,7-1 流程 表 | 
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按照 数字 技术 的 习惯 , x, 9 和 xz 分 别 叫做 输入 字 、 状 态 字 和 输出 字 , _ 

转移 函数 /和 输出 函数 g 可 以 用 流程 表 来 定义 ,例如 用 图 17.7-1 中 所 示 的 表 将 唯一 
确定 两 个 函数 .家 的 左 半 部 分 称 为 状态 转移 表 , 记 为 Te; 右 半 部 分 叫做 输出 表 , 记 为 7。， 
由 流程 表 的 结构 可 知 , Te 中 含有 (НОС 十 1) 个 元 素 , 但 总 状态 数 只 及 十 1 个 , 所 
以 其 中 必 有 重复 。 对 输出 流程 表 7s 也 如 此 。 根据 流 程 表 , 当 输 入 字 列 和 初始 状态 为 已 知 
后 ,可 以 立即 写 出 整个 状态 的 转移 过 程 和 输出 过 程 ， 流 程 表 是 有 限 自 动机 设计 中 ,常用 来 
定义 转移 函数 和 输出 函数 的 方法 . 

在 由 0 和 1 构成 的 集合 {0, 1} 中 定义 四 则 运算 加 、 减 、 乘 、 除 以 后 , 它 就 弯 成 一 个 数 
域 , 记 为 GF (2). 首先 ,定义 加 法 人鱼: 


090 =0, 191=0, 100 一 0BI 二 1: (17.7-2) 
这 种 加 法 称 为 模 2 加 法 .用 普通 加 法 表示 ,上 式 可 写 为 
0+0=0, 1+1=2=0, 1+0=0 +1 = 1 (mod2). 


在 GF (2) 中 ,因为 负数 一 1 一 一 1 十 2(mnod2) = + 1(п002), Д (1) = +1 
(mod2)， 即 臧 法 和 加 法 是 等 价 的 ， 如 果 用 日 表示 СЕ (2) 中 的 减法 , 则 
001 = 0BI=1,， 191519150, (17.7-3) 
所 以 ,加 法 和 减法 是 等 价 的 . Е 
яттан еван 
0.0= 0, 0-1=1.:0=0, 1.:1=1, (17.7--4) 
СЕ (2) 中 的 非 零 元 只 有 一 个 1， А ИМЕЕТ. | 
0 1 


一 一 0. 1 一 0， 一 一 1 .1 一 |. 17.7-5 
1 1 | ( ) 


因此 由 0 和 1 构成 的 数 域 GF (2) 常 称 为 二 元 域 . 本 以 认为， 在 GF (2) 中 只 要 有 加 
法 和 乘法 两 种 运算 就 够 了 . 

今 将 7 十 1 个 输入 字 用 GF (2) 的 数 编 成 2 位 二 进 制 码 ， 每 一 位 看 成 是 向 量 的 一 个 
分 量 ， 然 后 定义 两 个 字 的 加 法 (mod2) 和 乘 常数 ， 则 X 变 成 一 个 = 维 线性 空间 ， 例 如 , 设 
п =4, ху == 1100, ж 一 1011， 则 定义 

х + х, = 1100 + 1011 == 0111, (той2), 
оху = с000, а == 0 8 1. 

这 样 , 输 入 集合 X 就 变 成 一 个 线性 空间 , ПИЕ ХОРО СЕ (2) 上 的 线性 空间 ， 每 一 个 

输入 字 x 也 可 称 为 输入 向 量 。 用 同样 的 办 法 , 可 以 把 状态 集合 2 和 输出 集合 Z 变 为 

СЕ(2) 上 的 线性 空间 , 称 为 状态 空间 和 输出 空间 , 故 g 和 zz 可 分 别称 为 状态 向 量 和 输出 

向 量 。 显然 线性 空间 Х, О, 2 的 维 数 分 别 是 x,《, р. 

”时序 逻 辑 方程 (17.7-1) 中 的 函数 了 和 8& АЕ ЕК, 则 它 所 描述 的 
家 动机 M 出 做 线性 自动 机 .在 三 种 基本 逻辑 运算 中 ,显然 逻辑 加 运算 是 线性 航 , 即 а(х 

у) = ах + oy。 由 于 在 线性 空间 中 没有 定义 向 量 相 笋 的 运算 ,所 以 逻辑 乘 不 是 线性 运算 。 

为 了 扩大 线性 自动 机 理论 所 能 研究 的 范围 , 常 选择 异 或 运算 作为 线性 空 他 中 的 加 法 . 
前 面 已 经 讲 过 (图 17.2~6 а), 异 或 运算 仍 用 符号 外表 示 , 它 的 定义 是 

хФу = х. 7 了 十 三 y, (17.7-6) 


710 第 十 七 章 逻辑 徐 躺 和 有 限 自 动机 


或 者 说 , 它 是 在 сто 中 的 加 法 , 即 模 2 加 法 : 
хФу = х + уСтой2), 
容易 检查 异 或 运算 是 一 种 线性 运算 ， 设 a€ GF (2), а 一 1 或 0, 那么 就 有 a(x 图 y) = 
ахФау, Жп (оФВ)х 一 ax 四 pz， 这 两 个 恒等式 都 可 以 用 取 值 表 进 行 检查 。 下 面 几 个 恒 
等 式 是 式 (17.7-6) 的 直接 结果 : ; | 
хФ0 =х.б--х. 0 = ғ, 
хЄ1 = Т-+Е-1 =, 
` х@х = 0, х@Фх = 1, 
хФу = уФх = ху ху, 
хФуФі == «Ф1 у = х ух узах оу + у). (17.7-7) 
由 上 列 各 式 可 知 ,用 异 或 门 可 以 作 非 运算 ,如 图 17.7-2 所 示 . 但 是 , 对 于 两 个 逻辑 变 
А Ву ід, ВОК ЕВЕ ， 
ран > 逻辑 乘法 ;而 是 二 者 的 混合 。 但 是 和 或 非 门 ,与 非 
1. | ПЖ, ЖЕ НОВИН 
817.72 用 异 或 门 作 非 运算 。 法。 因此 ,由 异 或 运算 为 基础 的 线性 自动 机 不 可 
能 实现 全 部 逻辑 运算 , 即 不 能 实现 逻辑 代数 所 可 能 提供 的 全 部 功能 。 尽 管 如 此 ,由 异 或 运 
算 为 基础 的 线性 自动 机 仍 可 以 具有 可 观 的 逻辑 功能 ， 因 而 线性 理论 在 实际 问题 中 获得 了 
广泛 的 应 用 。 例 如 , 存 贮 器 的 读 写 电路 , 有 限 位 长 二 进 数 的 四 则 运算 (全 加 器 和 半 加 器 )， 
各 种 计算 器 和 分 频 器 , 自动 纠 错 码 的 实现 , 各 种 量 的 编码 和 译 码 , КУН 
等 等 ,都 可 以 用 线性 理论 去 描述 、 分 折 并 设计 . 
№ Х, 0, 2 分 别 是 某 一 有 限 自动 机 的 输入 空间 状态 空间 和 输出 空间 . . 如 果 该 自动 
机 可 以 用 下 列 线 性 方程 描述 , 则 称 它 为 线性 有 限 自动 机 。. 
q(t - 1) = 49@)ФВх(о, 
200) = СФО х@), 1=0,1,2,:.., ‹ 5 (177-8) 
式 中 4 是 mwX т Е, В тх п КУНЕ, СЕЈ ХИ, рагхо 
阶 长 方 矩阵 。 由 于 各 线性 空间 中 的 加 法 运算 是 外, 数 域 是 GF (2), 那么 这 些 和 矩阵 中 的 元 
素 都 属于 GF (2), 即 0 或 1。 在 矩阵 之 间 和 向 量 之 间作 加 法 时 要 按 模 2 规则 进行 , 即 用 
异 或 运算 由 。 从 式 (17.7-8) 中 可 以 看 出 ,4, в, C,D 都 是 从 一 个 线性 空间 到 另 一 线性 
空间 (或 在 同一 空间 内 ) 的 线性 变换 。 = 
前 面 已 经 指出 ， 任 一 个 有 限 自动 机 的 功能 可 以 由 图 17.7-1 所 示 的 流程 表 完 全 确定 . 
当然 ,任意 规定 的 一 个 流程 表 不 一 定 能 用 线性 自动 机 去 实现 它 ,而 可 能 为 非 线性 的 自动 机 
所 实现 。 具 有 何 种 特征 的 流程 表 可 以 用 线性 自动 机 去 实现 ， 什 么 样 的 表 不 可 能 用 线性 自 
动机 去 实现 ,有 一 些 简单 的 特征 可 供 参 芳 , 下 面 还 要 讲 到 。:  “. 
数码 变换 器 是 一 种 典型 的 逻辑 自动 机 ,能 用 线性 理论 来 处 理 。 例 如 ,用 以 标定 其 传动 
轴 的 角度 位 置 的 数控 系统 中 常用 循环 码 〈 灰 码 ) 来 表示 。 这 种 码 也 由 等 距离 码 ,用 这 种 码 
作成 的 码 盘 在 实际 应 用 中 比较 方便 。 将 圆周 分 为 32 等 分 的 码 盘 ， 其 三 种 码 的 表示 方法 列 
于 表 17.7-1 中 。 
用 6 Же, 分别 表示 二 进 制 码 和 灰 码 的 第 i 位 数字 ( 自 右 向 左 ), 那么 ,这 两 种 码 的 关 


ee 
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系 可 由 线性 运算 所 单一 确定 。 
gi == bBoin = 6 Ри t+ б; + фал, 1 =], 2, .. рп. (17.7- -9) 
为 简单 起 见 ， ОНО ЕН, 它 需 要 计数 器 顺序 


出 现 四 种 状态 : 


9: 一 (001), 


Ф 一 (011), 


9з = (110), 


若 输出 为 z(z) == (4:0), 43(:)). #2. (17.78), 设 


<) 


表 17.7-1 


А 


三 种 码 的 比较 


(17.7-10) 


二 进 制 码 灰 码 

0 00000 00000 11000 
1 00001 00001 11001 
2 00010 00011 11011 
3 00011 00010 11010 
4 00100 09110 11110 
5 00101 09111 11111 
6 00110 00101 11101 
7 00111 00100 11100 
8 01000 01100 10100 
9 01001 01101 10101 
10 01010 01111 10111 
11 01011 01110 10110 
12 01100 01010 10010 
13 01101 01011 10011 
.14 01110 01001 10001 
01111 01000 10000 


Я -— 
\л 


于 是 计数 器 的 一 般 表 达 式 为 

ar 十 1) = 4009000020000, 

42(1 + 1) = алф) Өара:(г) Өаздз(г)Өх(), 

аз(2 + 1) 一 angi(t) Фаза (ғ) Өазаз(г) Өх (г). (17.7-11) 
КАХ (17.7-10) 的 值 以 后 , 解 代数 方程 ,可 以 立即 得 到 


ап 21 @з 111 
-| ад ч): 0 中 
‘ал @31 33) 010 

于 是 以 灰 码 表示 的 两 位 计数 器 的 时 序 方 程式 就 为 

9 十 1) 一 9 人 (COD 申 ?四 93G) 四 xD， 

q(t + 1) = qe Br), 

qt + 1) = q(t) Pr), (17.7-12) 
设 初 始 状 态 为 qx0) == (001), 于 是 式 (17.7-12) 的 状态 序列 如 下 表 所 示 : 
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表 17,7-2 


根据 方程 式 (17.7-12) 可 立即 画 出 计数 器 的 逻辑 结构 图 17.7-3 图 中 小 方块 表示 同步 
延迟 单元 . 


图 17.7-3 


将 式 (17.7-12) 写成 向 量 等 式 (17.7-8) 时 ,输出 矩阵 D 一 0， 
010 
| с" (, 01 ) 
我 们 再 回来 讨论 式 〈17.7-8) 的 通 解 问题 。 设 自动 机 的 初始 状态 是 g， 初 始 时 记 为 
1—0. 由 递 推 计算 可 知 
9(1) = 49 @ФВх(0), 
9(2) = 49 вх(0)ФВх(1), 


ов: 
. (п) = 44 )ФаВә(1), в оо. @477—8- 


应 注意 到 = Е ШУБЕ. 计算 4 的 各 次 寡 和 任意 两 矩阵 相 乘 时 ， 一 切 教 的 加 法 都 
要 按 СЕ (2) 定义 的 人 @ 来 计算 ， 即 模 2 加 法 。 将 上 式 代入 式 《17.7~8) 的 第 二 式 (输出 方程 
式 ), 又 有 


2(п) = Сл" Foca: ‘Bx(i)BDx(n) (17.7-14) 


设 系 统 的 状态 向 量 是 * 维 的 ,由 于 每 一 个 分 量 只 取 0 或 1 两 种 值 ， , 故 总 共 可 能 的 状态 
#2" 个 。 如 果 从 任何 状态 g; 出 发 可 以 用 某 一 输入 序列 (х0) 7. 到 达 另 一 个 任意 状态 ， 
这 时 由 2” 个 点 构成 的 状态 空间 & 岂 向 联通 空间 ,而 被 该 方程 式 描述 的 自动 机 叫 完 全 能 控 
的 。 几 乎 和 第 四 章 中 对 微分 方程 和 差分 方程 的 讨论 完全 一 样 , 自动 机 式 (17.7-8) 完全 能 
НЕ, 

— (4 В, 4"2В,--., АВ, В). 
的 秩 为 m。 аня | 
РФ9 = (р, 和， рь)Ө(а, 92 ---, 9m) 


一 一 一 
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= (р.Ф41, Ра, · ·*, Ра»), 
9 中 9 = 0, | 
在 式 (17.7-13) 两 端 加 "о 后 得 
х(0) 
9(*)Фл"9и = У Флғвх(і) == х0) 小 (17.7-15) 
7" х(6 1) 

而 9(л)Ф 4" 可 以 是 m 维 状态 空间 8 中 的 任何 向 量 ， 故 如 的 秩 必 须 为 m。 另 方面 ， 只 
要 2 的 秩 是 wm, ВА, 无论 式 (17.7-15) 的 左 端 为 何 向 量 ， 必 存在 一 组 {x(i)}， 使 式 
(17.7-15) 有 非 零 解 《可 能 不 是 唯一 的 ). | 

最 后 ,我 们 再 回来 讨论 流程 表 图 17.7-1。 前 面 已 经 指出 , 仅 用 一 种 异 或 送 第 母 不 能 实 
现 所 有 的 三 种 基本 逻辑 运算 。 所 以 蜡 或 门 和 与 非 门 * 或 非 门 不 同 ,后 两 种 是 “万 能 的 >。 用 
一 种 与 非 门 就 可 以 实现 全 部 三 种 基本 还 辑 运 算 ， 或 非 门 也 一 样 ， 假 定 用 流程 形 图 17.7-1 
指定 了 自动 机 应 该 具有 的 逻辑 功能 ,那么 就 有 两 种 可 能 ， 可 能 用 线性 时 序 逻 辑 机 实现 它 ， 
或 者 不 可 能 用 线性 机 实现 它 。 而 线性 机 能够 实现 
的 流程 表 又 有 什么 特点 呢 9 下 面 可 以 看 到 ， 凡 线 
性 时 序 逻 辑 能 够 实现 的 流程 表 都 有 一 个 特点 ， 邑 
奇偶 不 变性 的 特点 。 

设 状 态 空间 的 向 量 g 是 mw 维 的 ,共有 十 1= . -1! 
2” 个 状态 ,输入 空间 的 向 量 x 是 w 维 的 ,因而 总 共 
有 + 十 1 一 2* 个 不 同 的 输入 向 量 。 设 有 一 时 序 
逻辑 自动 机 (有限 自动 机 ), 它 的 流程 表 如 图 图 177-4 
17.7-4 所 示 。 假 定 这 个 表 定 义 的 自动 机 可 用 线性 机 实现 ,或 者 说 它 与 某 种 线性 机 等 价 . 那 
人 么 输入 和 状态 之 间 的 时 序 关系 必然 能 为 线性 方程 所 措 述 , 即 


qi(t + 1) = 492) + Вх) (17.7-16) 
设 ж(г) == х;, 1192) = о, № 

got + 1) = А + Вх; (17.7-17) 
当 ж(г) = х, у 

Чи (Е + 1) = Аф + BX. (17.7-18) 


将 (17.717) 和 (17.7-18) 两 式 按 模 2 相 加 ,注意 到 向 量 在 СЕ (2) 中 的 加 法 ， 
999 = (4.02, 9: 四 9 4-4») = (0,0,---,0), 
则 有 
go( 十 1) 四 ou(z + 1) == Вх, + Вх, = В(х,Фх,). (17.7-19) 
由 上 式 知 ,在 流程 表 同 一 行 中 ， 对 任何 初始 条 件 相间 的 两 个 下 一 步 状态 的 和 与 初始 状 
态 无 关 。 例 如 ,对 第 二 行 的 下 一 步 状态 也 有 
962 十 DBDquli + 1) = В(хФх». (17.7-20) 
比较 式 (17.7-19) 和 (17.7-20), 可 知 
go 四 gu 一 9, Ф9и, 
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而 这 个 等 式 对 任何 两 行 都 成 立 , 故 又 有 
go 四 9qo 一 gj 四 gu 一 9,09 一 … :一 9:090 (17.7-21) 
由 于 7 和 1 是 任意 的 ， 故 流程 表 中 对 应 任意 两 个 输入 ， 各 行 对 应 该 输入 的 两 个 状态 的 和 
( 模 2) 都 相等 。 又 因为 任意 一 个 状态 向 量 的 偶 次 和 都 为 9 向量， 例如 
9 申 9 申 9 四 9 一 (9 申 9) 申 (9 由 9) = 000 = 0, 
所 以 表 中 各 行 相应 于 同 列 的 偶数 个 状态 的 和 ( 模 2) 都 应 该 相等 : 


| > Фа. = > Фа, <", +1 为 偶数 ， _ (77-22) 


1 = 0, 1,2,-°., А. | 
由 于 每 一 状态 向 量 的 分 量 仅 取 0 К 1 两 个 值 , 所 以 等 式 〈17.7-22) 就 意味 着 : 流程 表 中 
任意 指定 的 偶数 个 列 中 ， 每 一 行 相 应 列 的 诸 状 态 的 模 2 和 的 奇偶 性 是 一 个 不 变 特征 . 这 
是 用 线性 自动 机 能 够 实现 给 8 定 的 流程 表 的 必要 条 件 ， 
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设 fC 为 家 信和 一 元 志 GF(2) 中 的 任 一 函数 , АЖЕ 上 是 按 节 拍 变化 的 ，: 一 0，1， 
”每 一 个 函数 Ке), Кр 一 0，Vi 一 0， 都 可 以 用 一 个 数列 表示 ,例如 
Кв) = = {00110100111100- - Я: 
表示 Ко) =0, Кр =0, f(2) =1, 03) 一 1,…， 等 等 . №; 为 取 值 于 复 平面 上 的 
单位 圆 内 的 变量 , |+] 一- 1。 定义 函数 


SHOT = FC) = У} К, G78-1) 


显然 (人 ) 是 一 个 复 变量 的 复 信函 数 , 右 端 级 数 按照 复数 的 加 法 是 绝对 收敛 的 . 这 种 线性 


变换 和 第 十 章 中 对 离散 系统 的 拉 氏 变换 是 相同 的 ,差异 仅 在 于 f(z) 的 取 值 域 变 为 GF(2). 
由 于 这 种 变换 的 线性 特点 ， 容 易 检查 下 列 恒 等 式 的 正确 性 ， 对 一 切 满足 条 件 ОО, 
Vi 二 0 的 函数 f(z) 有 - 
SL Bh = Е()ФЕ, (5), 
5а) 1 一 aF(s)， («Е GF(2) 的 常数 )， 
51а п)1 = "Е (+), 27 
З о) 1 = "Е() Ф577" (00) + Ds + (о о”. 
(17.8-2) 
经 过 这 种 线性 变换 后 ， 原 函数 1) 变 为 它 的 象 函 数 ЕС. ЕС) 是 以 0 或 工 为 系数 
的 复 变 量 : 的 多 项 式 。 从 代数 学 中 我 们 知道 ,定义 于 二 元 域 GF CQ2) 上 的 一 切 多 项 式 之 间 
可 以 作 加 减 隘 除 等 四 则 运算 ,在 这 些 运 算 以 后 的 结果 仍然 是 GRF(2) 上 的 多 项 式 。 定 义 于 
СЕ (2) 上 的 一 切 多 项 式 也 构成 一 个 域 。 因 此 ， 在 式 (17.8~2) 中 的 Fi(s)@F,(s) 这 种 写 
法 意味 着 相同 阶 的 系数 按 模 2 加 法 相 加 。 注意 到 这 一 点 ,下 列 恒等式 也 容易 验证 : 


509 #091 = $ [ SOA – 00| = вк, 
у =0 


х алк». 1 
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s [> ОЈ т, (17.8-3) 
ХНА КЕ + Т) = КОН 
>09 
5176021 т (17.8-4) 


上 式 中 的 分 母 上 15 正 是 指 СЕС) 上 的 多 项 式 按 模 2 相 加 。 对 单位 圆 内 的 复 变量 *, 下 
列 级 数 是 一 致 收敛 的 
1 
1 一 > 
如 果 把 这 个 级 数 看 成 是 定义 于 2Р0) 上 的 多 项 式 的 级 数 。 不 难 证 明 


= 10ғФ070ғӨ · · (17.8-5) 


一 1 十 十 壮士 … 
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事实 上 ,对 上 式 左右 均 乘 以 195, 立即 得 


1 = 19; = (ІФ:ФаФ:· · -)01Ф) 


= (1ІФ:Фғ20··:)ФСФг0ғӨ ···) = 1, 
ВУ" = ма = 0. 

上 节 中 我 们 讨论 过 , 在 线性 时 序 自动 机 中 只 有 两 种 运算 , 一 种 是 延迟 , 另 一 种 是 模 2 
加 法 ,前 者 可 用 任何 具有 时 滞 特 性 的 器 件 来 实现 ,如 用 延迟 触发 器 (D 触发 器 ) ЗЕ, 而 模 2 
加 法 可 用 蜡 或 门 来 实现 。 在 逻辑 圆 络 中 ， 移 位 寄存 器 是 广泛 用 作 延 迟 运算 的 器 件 . 图 
17.8-1 中 所 示 的 由 = 位 和 关 位 移 位 寄存 器 并 联 的 网 络 对 输入 函数 f(z) 的 作用 可 号 为 

20) = "Е (5)Ф."Е (5) = ("Фт)Е($). 


所 以 ,用 移 位 寄存 器 联 成 的 并 联网 络 可 以 用 一 个 = 阶 多 项 式 表示 , 记 为 
И (5) 一 «ФаьФа.7Ф.. Фа", (17.86) 
式 中 9 为 0 或 1。 
图 17.8-2 中 所 示 的 反馈 网 络 也 可 用 线性 运算 表示 出 来 。 


10) С) :(0 
eC) 


图 17.8-2 


_ 76 _ И _ ж+ж немата ан, 


由 图 示 符 号 有 : 2(5) 一 ($) - Е(5), Е(‹) 一 Е(5)Ф2() 因为 多 项 式 可 以 相 除 ， 解 出 
ZG) 和 E(s) 后 有 


5) 一 Ө) 5 
20) = тусу #0» 


Е() 一 BS 75 #0). | (178-7) 
由 此 看 出 ,在 线性 时 序 逻 辑 网 络 中 ,输出 和 输入 之 间 的 关系 与 一 般 线 性 反馈 控制 系统 是 一 


样 的 ， 所 不 同 的 地 方 仅 在 于 把 通常 的 加 法 换 成 СРО) 中 的 加 法 ， 即 模 2 加 法 。 上 式 中 
Ww(s) 则 做 开路 传递 函数 ,而 Ф) 一 7 则 叫做 闭路 传递 函数 ， 


现 用 传递 函数 的 方法 试 分 析 图 р. 8—3 中 所 示 的 反馈 系统 ， 图 中 5, 是 四 级 移 位 寄存 
器 ， 用 象 函数 写 出 各 变量 之 间 的 关系 ,并 假定 在 * 一 0 时 ， 4(0) = 0. 


0) == 20,6), 05) = ЛЕ), ` 
800) = 05005), Е) = БОЕ). 


解 出 о 后 有 
Z() = 04(5) = ИУ ЕС). (78-8) 
ЖХ (17.8-5) е 
КУ (10°®: Фи) +: аФяе; Ф:%) + - 
所 以 _. 
7(5) 一 аФФнФРЕО + (1@BrB “BFC + ... 
如 果 Кр = (ИИ. --}, И =(1) = {00001100001100001100---}. 
这 个 例子 表明 ， 用 传递 函数 的 办 法 可 以 求 出 对 任何 输入 作用 的 反应 。 上 例 中 假定 在 
z 一 0 时 各 移 位 寄存 器 的 初始 状态 都 是 0， 当 初始 状态 不 是 0 时 , 只 要 考虑 到 初始 状态 
和 线性 控制 系统 类 似 ,也 可 以 容易 地 求 出 对 任何 输入 的 反应 。 
ЖЕ ААА, Ц GFC2) 为 系数 的 任 一 多 项 式 有 唯一 的 因 式 分 解 。 设 
0(3) 为 一 # 阶 多 项 式 , 它 必 定 可 以 唯一 地 分 解 为 . 
OC) > (ФУР + (Р), +t т.т (17.8-9) 
其 中 每 一 个 Pi(s) 都 是 最 简 因 式 ， 
设 FG) 和 86s) 为 任意 两 个 GF(2) 上 的 多 项 式 ，98(s) 有 式 (17.8-9) НАЛ. 
那么 , 分 式 F(s)/9(s) 有 了 唯一 的 部 分 分 式 展开 : 


PFC) рф Sh 9:6) _ 
009 7009 20 2 my 2 978-10) 
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式 中 њо) 是 商 多 项 式 ， < 是 阶 数 比 Pi(s) 低 的 多 项 式 ， 
如 果 给 定 一 个 由 闭路 传递 函数 @(s) 描述 的 时 序 有 逻辑 网 络 : 
5) = аФ ағ Фа? - Фа," _ 
ФС) ІФьФһАӘ Bb — (17.8-11) 
按 前 述 计 算 方 法 检查 ， 可 以 用 = 级 移 位 寄存 器 和 相应 的 线性 输入 和 反馈 来 实现 ， 如 
17.8~4 所 示 。 图 中 5, 是 第 i 级 移 位 寄存 器 , а, 和 4 都 是 等 于 0 或 1 的 系数 ， 和 如果 系数 为 


图 17.8-4 


І, 则 通路 接 通 ,如 果 系数 为 0, 则 此 路 断 开 。 因 为 a 和 性 都 是 任意 常数 ,所 以 用 图 17.8-4 
的 方法 可 以 实现 任何 传递 函数 ， 
实现 给 定 的 传递 函数 的 另 一 个 方法 ,是 利用 部 分 分 式 展开 式 (17.8-10)。 对 每 一 个 分 
式 按 图 17.8-4 表示 的 反馈 地 路 实现 ,然后 把 这 些 分 式 用 模 2 加 法 ( 异 或 门 ) 并 联 起 来 . 
Е 为 # 阶 多 项 式 , ЕС) ть", р КО. 在 Fr) 中 用 le 
代替 +, ЗВО о", 得 到 一 个 新 的 以 o。 一 1/ * 为 自 变量 的 多 项 式 F*(o)， 


Е*(7) 一 ao 下 (2) (17.8-12) 
称 为 РО) Е 705. 显然 о 


Е* (0) 一 отЕ (2), Е** (5) =" (+ у F(s) = F(s), 


这 就 是 所 谓 互 反 性 . | 
设 有 一 7 级 移 位 寄存 器 构成 的 逻辑 网 络 , 它 的 传递 函数 为 一 ~ 阶 多 项 式 
(ғ) = «Фа Фа» -- Фа,’ ах, 
它 的 互 反 多 项 式 是 
И (а) = 4’'Фало” B.D Bag. 
按 定义 ,输出 Z(G;) 一 WW(s)F(s) 的 互 反 多 项 式 就 是 


2400) = тт ( Е) (о) ио Е*(0), (17.8-13) 


о анны 只 
要 丈 (9) 是 一 个 多 项 式 , 式 (17.8-13) 总 成 立 , 其 中 2*(0) 是 十 了 阶 的 "的 多 项 式 . 等 
式 (17.8-13) 所 决定 的 三 个 互 反 多 项 式 之 闻 的 关系 ， 可 以 用 图 17.8-5 所 示 的 时 序 膛 辑 网 
络 来 实现 。 图 中 5, 表示 第 i 级 移 位 寄存 器 ，g, 表示 输 人 信和 号 的 连 线 , 当 4, 为 0 时 此 连 线 
断 开 , 9 为 了 时 连 线 接 通 。 输 入 互 反 多 项 式 为 F*(a), 输出 互 反 多 项 式 为 Z*(o), 中 间 的 


в тея заннвжвнан 


图 17.8-5 
网 络 表示 传递 函数 (2) 的 互 反 多 项 式 W*(0): 
F*(g) 一 jc 四 ho 一 四 四， 
И (а) 一 4o7 四 qi 一 :四 中 


Z*(0) 一 дао" Фано" 1 Фа, +... (17.8-14) 
按 等 式 (17.8-13) ЖШ Z*(c) 的 诸 系数 为 
д, == У) Фу», — (17.8-15) 
, а+в=; 1 


再 把 2*(0) 恢复 成 s 的 多 项 式 ， Яр 
2(5) 一 Ф.Ф. Фанк", 
可 以 看 出 ; 当 * =; 时 的 Z(i) 恰恰 是 -Z*(o) 的 第 i 项 系数 (从 oo 开始 )。 
再 注意 到 下 列 关系 式 ， 在 :二 sz 十 1 时 刻 各 级 移 位 害 存 器 的 状态 分 别 是 
(и + 1) = 24), 
бп |) 一 ии) Фа К»), 


Сп + 1) 一 (п) Өт). (17.816) 
从 上 式 中 解 出 s(x 十 1)， от 


(п +1) = . У Фа.) (17.8-17) 
а+фВ= пт +1 
与 式 (17.8-15) 比较 立即 可 得 到 : 


з, = (п + 1), вафо = (в + 1), 550, ваны s(n + 1). 
于 是 输出 多 项 式 Z*(o) 可 写 为 | 
Z*(g) == зо" Фо" "1 Өғ,0"Ф:,(п + По’. Bsn + ПоФя. (17.8- 18) 
这 就 是 说 ， 输出 多 项 式 的 前 ”十 1 项 代表 从 : 一 0 到 + =» КЕ =(+), о; 而 
最 后 + 项 的 系数 是 * 级 移 位 寄存 器 在 : = # 十 1 时刻 的 状态 ， 
对 线性 反馈 的 逻辑 网 络 也 有 同样 的 事实 ， 现 讨论 图 17.8~6 中 的 一 般 情 况 。 
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由 式 (17.8-11) М, 它 的 传递 函数 是 б 
я 
0 7 TOO Br (178-19) 
设 输入 信号 К 是 长 度 为 + ТРЕЯ Се) = (Јо -1,00---} 显然, 输出 *(9 的 象 函 
数 2(5) = ФЕ): 
7(‹) = "(5 .. . 1." 
1ІФь:Ф2,ғ0 ··: Өр, * 
将 20) 的 右 端 分 为 主 部 和 剩余 真 分 式 两 部 分 ,并 设 w г, 则 


= 5 ... 2 яғ 216) _ 
Z(s) = (20+ 2 + 十 zn +0. в (17.8-20) 


式 中 2Z1(s) 的 最 高 寡 低 于 ›, 因而 第 二 项 是 真 分 式 。 于 是 输出 信号 在 时 间 [0, о] 内 为 
АӨ; = 100... ‘0; 021° 923.5 


这 意味 着 , 当 各 移 位 寄存 器 的 初 给 状态 都 为 0 时 ,输出 端 要 在 第 * + 1 拍 时 才 可 能 出 现 非 
零 信 号 。 从 图 示 结构 可 以 推出 , г 一 ”十 工时 刻 的 各 寄存 器 的 状态 是 

n(n 十 1) = (я) Фа), | 

2(в + 1) = 7(п)ӨФ,-1,(п), 


хоз ооо ооа ee.e. 


sn + 1) = (п), (в). (17.8-21) 
定义 状态 多 项 式 
5*(0, ғ) = so"BD BB я), (17.8-22) 
式 中 00), @=0,12,.-.,п) 是 在 :时 刻 第 ; 级 移 位 寄存 器 的 状态 。 再 定义 输入 多 
项 式 | 
Е*(с) = "Фо" 'Ф-..Ф,. 
它 是 F(s) 的 互 反 多 项 式 。 再 令 Z*(g) 为 输入 多 项 式 
Zr(c) 一 200° B210" Ф.. Dz,. 
将 式 (17.8-21) УЗЕЛ в ЕАН, 5* (о, К: 
5+ (0, 0) == (0) == р, 
5*(0, 1) = ҺФоһФВ*(о)2%, 
5*(0, 2) = Фор Фор В*(о)[ оз], 
5*(0, п) = Фо Фо... Фо) ӨВ*(с)(х,Өсг, Ө · ·- Фо") 
m Е*(с)ФВ*(с)2*(о), (17.8-23) 
式 中 В*(0) = "Фо" "ФЬо" ЗФ ---ФЬ, 是 式 (17.8-19) 所 定义 的 传递 函数 Ф( 5) 分 母 
的 互 反 多 项 式 。 于 是 , 由 式 (17.8-23) 可 推 知 


下 上 (a) зж Ya: п) 
Ва) 2 (ID роу 


720 | ж-та а, 


或 者 展开 写成 


. jz 四 ho 一 曲轴 
"Poor Ф. .Фе, -сӨР, 


= (а 210") 2 $2)o Ф · ·:Фео(п)вФл(п) | о 9 
(ао Өгло" 9: Ф Ө роф" в о (17.8-24) 


把 输出 ,输入 和 传递 函数 都 改写 成 互 反 多 项 式 以 后 ，F*(o)/B*(o) 的 整 式 部 分 恰恰 
是 网 络 的 输出 序列 =(2), (4 一 0， 1,2,-…,#)， 而 真 分 式 部 分 的 分 于 各 项 正 是 各 移 位 寄 
存 器 在 上 = 时 刻 的 状态 .显然 ,这 个 有 趣 的 事实 也 可 以 直接 从 式 (17.8-20) 00 2107) 
转化 得 到 ,结果 是 完全 一 样 的 . 

更 为 一 般 的 表达 式 可 以 叙述 如 下 ， 设 网 络 的 传递 函数 是 式 (17.8-11) 的 形式 : ` 

ко __ ФазФа7Ф. Фа 
1 Фе; Фь7-. .Фь,” 
输入 ко 是 长 度 为 十 1 的 序列 , 它 的 象 函数 是 
ЕС) = ф.-м", 

长 度 为 = 1 (0) 的 象 函数 是 
2(5) == зх: - Фа". 


那么 


везу Гао Фаб Фа, per 
2*(9) Ge -人 三 | OD, 


фс · ?表示 整 商 部 分 ， 而 各 级 移 位 寄存 器 的 状态 是 人 一” 时刻) 
5*%(0; я) = Rg [и | 173-29) 
式 中 4*(0) = ат Ө-- -Фа,, Ва 表示 A4*(a) Е*(0) Ж В" (о) 除 后 的 余 式 。 
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在 第 17.5 节 中 我 们 讨论 了 由 时 序 逻 辑 网 络 构 成 的 有 限 自动 机 ,那里 还 介绍 了 各 计数 
器 ,触发 器 等 最 初等 的 有 限 自 动机 的 实例 。 在 这 一 节 , 我 们 将 从 更 为 一 般 的 概念 上 去 研究 
有 限 自动 机 的 性 能 和 性 能 极限 ,并 简单 地 讨论 一 下 ,自动 机 能 做 什么 和 不 能 做 什么 ， 重 复 
第 17.5 节 中 的 定义 ， 一 个 有 限 自 动机 是 由 五 个 要 素 组 成 的 : 输入 集合 X, 状态 集合 2 和 
输出 集合 2，, 从 XX 0 到 8 上 的 映 象 是 f, 从 集合 8 到 2Z 的 映 象 是 =. 所 以 , 任何 一 个 有 
限 自动 机 可 以 简 记 为 MC(X, 0, 2, f, а). НЕХ, Ш Р, g 都 是 由 时 序 逻辑 函数 定义 
的 [ 见 式 (17.5-2) 和 (17.5-3)]。 因 为 *，98 和 2 都 只 含有 有 穷 个 不 同 的 元 素 , 所 以 当 序 
列 长 魔 为 有 限时 ;有 限 自动 机 所 能 表达 的 输入 序列 ,状态 序列 和 输出 序列 都 是 有 限 的 。 如 
果 事 先 约定 各 种 不 同 序列 的 具体 函 义 ,每 一 个 序列 将 代表 一 种 事件 ,那么 有 限 自 动机 所 能 
表达 的 事件 集合 是 有 限 的 。 当 然 ; 随 着 状态 集合 的 增 大 ， 自动 机 所 能 表达 的 事件 种 类 也 将 
增多 。 | 

但 是 ,很 容易 看 出 , 只 用 时 序 逻 辑 来 构造 自动 机 ， 就 有 很 多 数据 处 理 问题 从 原理 上 表 
现 不 出 来 。 例 如 ,有 限 自动 机 不 能 完成 数列 的 对 称 性 比较 : 给 定 2” + 1 个 数 排 成 的 序列 


ee 
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Хоу" * “Xs—iXsXTn—1" "5140, 状态 总 数 小 于 22 +1 的 时 序 自 动机 不 能 发 现 它 是 不是 前 后 对 
称 的 .因为 它 需要 记忆 和 等 待 待 全 部 序列 接收 完毕 后 ,才能 逐 位 加 以 比较 ,而 有 限 自 动机 
的 记忆 能 力 是 有 限 的 , 只 要 状态 空间 2 的 状态 数目 小 于 2” 十 1， 那 么 即使 M 能 产生 无 穷 
长 的 输 出 序列 也 是 无 济 于 事 的 ， 另 一 个 例子 是 倒序 ， 对 给 定 的 输入 序列 хосса, 要 求 
输出 倒转 旺 序 变 成 хх, .mxe， 这 个 任务 仅 合 有限 状态 小 于 * 的 时 序 逮 辑 自动 机 也 不 
能 完成 ， 而 必须 借助 了 中 够 大 的 记忆 容量 ， 等 待 输入 序列 接收 完毕 后 才能 个 序 送出 需要 的 
数据 . 

总 之 ,有 限 自动 机 能 够 完成 任务 的 范围 是 有 限 的 ,但 是 这 样 的 论断 仍 嫌 不 是 。 因 为 尽 
管 有 限 由 动机 的 记忆 能 力 是 有 限 的 ,这 并 不 妨碍 它 接收 和 输出 无 穷 序 列 ,一 旦 它 开始 按 节 
ТА, 无 论 是 输入 或 输出 序列 都 可 以 是 无 限 长 的 。 可 以 设想 ,只 要 不 需要 有 很 大 记忆 
能 力 的 数据 加 工 ， 有 限 自动 机 就 有 可 能 完成 对 无 穷 序列 的 处 理 。 能 不 能 给 出 一 -个 确切 的 
定义 来 描述 有 限 自动 机 的 功能 范围 呢 ? 答复 是 肯定 的 。 这 种 功能 范围 的 确定 是 由 克 林 . 
(Klecne) 成 的 ” 下 面 概略 地 叙述 一 下 这 个 主要 结果 。 = | 

设 wo xz x。 是 有 限 自 动机 的 某 一 输入 序列 。 由 于 序列 长 度 ? 可 以 是 任意 的 ， 
所 以 各 种 不 司 长 放 的 不 同 序列 有 无 多 个， ЮС {Х, (0, oo)] 表示 它 ， 在 G 中 一 切 长 
度 为 p 且 具 有 某 种 指定 特征 с 的 序列 的 全 体 记 为 Gi《c,p)， 它 是 G 的 子 集 。 例如， 一 切 
长 度 为 10, 最 后 三 位 都 为 0 的 二 进 制 序列 的 全 体 ,或 者 长 度 为 100 而 最 后 四 位 是 1010 的 
序列 全 体 等 等 都 可 以 构成 一 个 子 集 。 在 一 切 子 集 {Gi(c, p)} 之 间 规 定 下 列 运算 : 

(1) 并 运算 ， 按 照 通 常 集合 的 并 运算 定义 , D 一 Gi(c;, р) ОС р), 集合 DD 是 

由 一 切 长 度 为 加 且 具 有 c, 特征 的 序列 和 长 讼 为 py 且 具 有 с, 特征 的 序列 组 成 的 。 一 切 有 

穷 个 或 无 穷 个 子 集 的 并 


p енто - : (17.9-1) 


仍然 是 6 中 的 集合 . 

(2) ЖЕРШЕ С.с, Р) 和 G2(ej, р.) 的 积 , 记 为 D = С, C:。 它 是 含有 一 切 长 
Е Яр + p2, 前 面 户 个 符号 具有 特征 c,, 司 面包 个 符号 具有 特征 с, 的 序列 全 体 , 

(3) 重复 : 属于 任何 一 个 子 集 Gi(c; ,p1) 的 同一 个 序列 接连 重复 任意 多 次 。 


.如果 输 入 序列 集合 G 中 的 子 集 按照 上 列 三 种 运算 是 封闭 的 ， 则 G 叫 作 正 则 输入 序列 = 


集合 。 

设 0 是 有 限 自 动机 的 状态 集合 ,用 0, 表示 它 的 某 一 子 集 。 如 果 对 给 定 的 具有 指定 特 
征 < 的 长 度 为 ? 的 输入 序列 子 集 Gi(c, р) 可 以 找到 8 中 的 子 集 91, 使 glp 十 1)e 9, 当 
且 仅 当 {ж, ж---, х} Е GLe , р) 时 成 立 , 而 与 初始 状态 9(0) 无 关 ， 则 说 输入 序列 子 集 
Gi(c,p) 可 为 有 限 自 动机 表示 . 换言之 ,任何 具有 特征 с 的 长 度 为 ? 的 输入 序列 ,都 可 以 
而 县 只 能 在 第 十 1 步 由 有 限 自动 机 发 现 (状态 (р + 1) 进入 81;)， 而 不 应 该 在 ?十 1 
以 前 , 即 当 特征 < 尚未 表现 出 来 以 前 ,出 现 О, 中 的 状态 ， 

利用 这 样 的 可 表现 性 的 定义 。 克 林 证 明了 一 个 重要 事实 ; 一 切 正则 性 输入 序列 都 能 
为 有 限 自动 机 所 表示 ;有 限 自动 机 也 只 能 表示 正则 性 输入 序列 吃 ， 这 样 一 来 ,有 限 自动 机 
的 表现 功能 范围 就 清楚 地 被 确定 了 。 这 是 从 有 限 自 动机 对 输入 序列 的 反应 这 个 观点 去 研 
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究 有 限 自动 机 的 功能 的 . 是 否 还 有 别 的 方法 去 描述 它 的 功能 范围 呢 2 这 与 其 它 概念 有 
关 , 但 是 ,目前 我 们 还 不 知道 有 比 克 林 的 这 种 功能 划分 更 为 广泛 的 结果 。 

因为 有 限 自动 机 的 记忆 能 力 有 限 , 它 的 功能 是 贫乏 的 ,用 处 也 是 有 限 的 。 在 现代 计算 
机 技术 中 ; 有 限 自 动机 太 概 只 能 具有 计数 器 , 移 位 寄存 器 ` 串 行 - 并 行 数码 转换 器 .时 序 信 
号 译 码 器 等 较为 初等 的 功能 。 更 为 复杂 的 逻辑 运算 和 数字 运算 都 需要 有 足够 数量 的 存 贮 
为 了 进一步 研究 带 有 存 贮 器 的 自动 机 的 功能 ,我 们 需要 引进 关于 算法 (algorithm) 的 
概念 。 我 们 知道 ,在 数字 计算 机 上 解 算 问题 要 编程 序 ,而 在 编制 程序 之 前 要 选 定 解决 所 处 
理 问 题 的 算法 。 只 要 有 了 解决 问题 的 算法 ， 就 能 实现 解 算 问 题 的 过 程 机 械 化 和 自动 化 。 
不 仅 如 此 ,只 要 计算 机 的 容重 足够 大 ,在 给 定 了 运算 对 象 , 选 定 了 算法 以 后 ,不 管 多 么 复杂 
的 问题 都 能 用 计算 机 自动 地 求解 ， 从 这 个 意义 上 讲 , 对 自动 机 来 说 ,算法 具有 根本 的 重要 
性 。 ， ， 
算法 通常 定义 为 对 解决 特定 问题 所 规定 的 严格 的 计算 规则 ， 包括 运算 对 象 ， 运 算 步 
骤 , 每 一 步 的 运算 法 则 ,达到 运算 终点 的 条 件 等 等 。 例 如 两 个 二 进 制 数 的 相 乘 、 相 除 、 相 加 
和 相 减 , 就 规定 了 严格 的 算法 , 只 要 遵照 算法 的 规则 , 一 步 一 步 地 就 能 得 到 正确 的 计算 结 
果 。 稍 微 复杂 一 点 的 算法 ， 如 求 两 个 正 整数 和 的 最 大 公 因 于 ( 欧 几 里 德 算法 ). 这 个 算 
法 可 叙述 如 下 : 

(1) 比较 a, 6 两 数 的 大 小 ， 可 能 出 现 三 种 情况 ， 4b ар, а <. 

(2) Жа, 则 每 一 个 都 是 最 大 公 因 子 ， 计算 停止 否则 进入 下 :一 步 又 ， 

(3). 如果 a <, 则 两 者 互 换 位 置 ,进入 下 一 步 、 

(4) ШИР а, ДАРЬ а, 求 出 c 一 5 一 a。 再 进入 下 一 步 。 

(5) 比较 c 和 a, 返回 (1). 
这 是 一 个 非常 典型 的 算法 。 对 任何 两 个 正 整 数 ， 只 要 机 械 地 按照 规定 的 步骤 去 执行 ， 最 

后 一 定 能 求 出 它们 的 最 大 公 因子 。 其实， 现在 通用 的 各 种 计算 方法 ， 如 解 常 微 分 方程 的 

龙 格 - 库 塔 法 , 求 积分 的 辛 普 生 法 , 解 偏 微分 方程 的 网 格 法 和 有 限 元 法 ， 求 函 数 极 值 的 牛顿 
法 ,最速 下 降 法 ,优选 法 等 等 都 是 解 各 种 类 型 间 题 的 算法 ， 

所 有 现代 的 计算 机 都 属于 具有 有 穷 存 贮 能 力 的 自动 机 。 所 以 ,可 以 说 ,凡是 确定 了 算 
“法 的 问题 都 能 用 自动 机 以 机 械 化 的 方式 解决 ,然而 不 一 定 能 为 有 限时 序 自 动机 所 解决 , 因 
为 按 定义 ， 有 限 自动 机 除了 它 的 有 穷 个 状态 以 外 没有 另外 的 存 贮 能 力 。 为 了 克服 有 限 自 
动机 的 这 一 缺点 , 早 在 数字 计算 机 出 现 以 前 , 英国 科学 家 图 灵 〈Tiuring,， 见 文献 [46]) 提 
出 了 一 种 其 有 无 穷 记忆 能 力 的 最 简单 的 自动 机 模型 , 它 “ 几 乎 * 能 完成 所 有 可 能 的 算法 . 
这 种 自动 机 由 一 个 有 限 自 动机 加 上 一 个 无 穷 容量 的 存 贮 装置 (磁带 ) 构成 , 它 的 原理 示 于 
图 17.9~1 中 。M 是 左右 均 为 无 穷 长 的 磁带 , 上 面 划分 为 均匀 的 记忆 单元 ,， 4 是 具有 有 限 
状态 的 自动 机 , 它 按 固 定 的 节拍 工作 ,每 一 个 节拍 中 它 从 磁带 .上 读 出 一 个 字 和 擦 去 原 字 再 
写 上 一 个 字 (改变 存 贮 内 容 ) G 是 磁带 控制 器 , 它 根据 4 的 状态 确定 下 一 节拍 磁带 应 该 移 
动 的 方向 , $ 是 磁带 移动 驱动 器 。 每 经 过 一 个 节拍 , 4 可 以 沿 磁 带 右 移 一 位 ,或 左 移 -~ 位 ， 
或 者 仍 停留 在 原 位 置 。4 和 G 联合 构成 一 下 具有 有 限 内 存 贮 能 为 的 有 限 自 动机 . 在 工作 
开始 以 前 将 原始 数据 记录 在 磁带 上 。 开始 工 作 后 , 4 不 断 加 工 从 磁带 上 读 出 来 的 数据 , 擦 
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”图 17.9-1 图 灵机 


去 原来 的 数据 , 再 写 上 4 的 输出 数据 , 按照 一 定 的 规则 , G 和 5S 决定 下 一 步 磁带 应 该 移动 
的 方向 ,移动 后 , 4 又 开始 读 、 擦 、 写 等 等 ,以 此 类 推 , 直到 4 读 遍 原始 数据 , 又 改写 成 它 自 
已 的 中 间 输 出 数据 , 达到 某 一 条 件 后 而 停机 .这 样 就 完成 了 对 原始 数据 的 改造 (处理 ). 图 
灵机 的 这 些 动 作 可 以 分 解 为 6 个 基本 指令 (假定 磁带 上 记录 的 是 二 进 制 码 ): 

(1) 擦 去 磁带 上 的 原 码 ， 

(2) 51, 

(3) 向 地 址 序号 增 大 的 方向 移动 一 位 。 

(4) ”向 地 址 序号 碱 小 的 方向 移动 一 位 

(5) ЖЕ: 如 果 磁 带 上 原 码 为 1， 则 转向 第 条 指令 ， чена 下 一 条 指 
&. ， 
(6) 停机 . 
可 以 证 明 ， 用 这 6 条 最 简单 的 指令 可 以 完成 图 灵机 的 一 切 动作 。 所 以 只 有 这 六 条 指 
令 的 计算 机 与 图 灵机 等 价 中 I。 利 用 图 灵机 的 程序 ,或 利用 这 6 条 指令 可 以 编 出 执行 已 知 
的 各 种 算法 的 计算 机 程序 。 也 就 是 说 ,用 这 种 最 简单 的 指令 系统 能 够 进行 四 则 运算 ,逻辑 
运算 等 等 。 于 是 ,就 出 现 了 一 种 猜想 : 图 灵机 是 一 种 最 简单 的 “万 能 ”计算 机 , 它 能 完成 人 
们 所 规定 的 一 切 可 能 的 算法 。 也 就 是 说 ,凡是 人 们 所 能 发 明 的 一 切 算法 ,都 能 用 图 灵机 去 
自动 地 实现 全 部 运算 。 至 今 这 一 断言 仍然 是 一 种 猜想 ;四 十 多 年 来 没有 人 能 够 推翻 它 ,也 
没有 人 能 够 严格 地 证 明 它 。 为 了 检验 这 个 猜想 的 正确 性 ， 人 们 用 这 种 简单 的 指令 系统 编 
出 了 各 种 算法 程序 ,这 说 明 这 种 猜想 是 有 根据 的 . | 

直到 现在 ， 人 们 还 常常 提出 下 列 最 有 兴趣 的 问题 : 计算 机 的 功能 极限 是 否 存在 ?是 
不 是 在 人 类 活动 中 所 提出 的 任何 问题 ;即便 人 自己 还 不 会 解答 它 , 却 能 在 计算 机 的 帮助 下 
找到 答案 ? 到 现在 为 止 ,对 这 个 问题 的 答复 是 否定 的 。 如 果 关 于 图 灵机 的 猜想 是 对 的 , 那 
么 ,计算 机 《自动 机 ) 只 能 解决 一 切 人 们 已 经 找到 了 算法 的 那些 问题 。 也 就 是 说 ,凡是 人 们 
自己 规定 了 计算 方法 的 那些 问题 计算 机 都 可 以 机 械 地 求 出 答案 . 这 样 一 来 ， 问 题 就 归结 
№: 是 不 是 人 们 所 能 提出 的 任何 合乎 逻辑 的 问题 都 存在 一 种 算法 ,按照 这 种 算法 可 以 得 
到 正确 的 答案 ? 对 现在 还 没有 找到 算法 的 那些 合乎 逻辑 的 问题 ， 是 否 将 来 会 找到 相应 的 
算法 ? 于 是 , 间 题 又 可 归结 为 是否 有 这 样 的 合乎 逻辑 的 命题 , 对 它们 根本 不 存在 算法 ， 
而 人 们 也 永远 找 不 到 这 样 一 种 算法 ,我 人 下 这 种 找 不 到 第 法 的 闪 题 叫做 “算法 不 可 解 ” 的 
问题 

遗憾 的 是 , 这 种 算法 不 可 解 的 问题 是 存在 的 。 从 1936 年 以 来 ， 人 们 不 断 地 找到 了 各 
种 类 型 的 命题 ,严格 证 明了 这 些 问 题 的 算法 不 可 解 性 SH。 这 个 事实 提醒 我 们 ,世界 上 存在 
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这 样 的 命题， 人 关 将 永远 不 能 找到 算法 至少 在 现 有 的 数学 工具 的 条 件 下 , 不 可 能 编 出 计 
算 机 程序 ,从 而 借助 于 计算 机 求 得 答案 . 因此 从 这 个 意义 上 讲 ,计算 机 的 功能 范围 是 有 限 
度 的 。 在 计算 机 科学 已 经 相当 发 达 的 今天 ， 我 们 还 只 能 认为 : 只 有 人 们 自己 会 算 的 题目 
计算 机 才能 算 。 

_ 然而 ， 这 个 现在 的 结论 不 应 该 引起 某 种 翡 观 的 情绪 。 即 便 是 确实 存在 很 多 算法 不 可 
解 的 问题 ,这 并 不 意味 着 某 一 具体 问题 是 没有 办 法 解 的 . 在 某 类 算法 不 可 解 的 问题 中 ,每 
一 个 具体 问题 不 一 定 是 不 可 解 的 。 算 法 不 可 解 性 只 是 证 明了 对 某 关 问题 不 存在 “ 通 解 算 
” 尘 >。 其 次 ,数学 本 身 还 在 发 展 。 不 能 认为 我 们 现在 掌握 的 全 部 数学 工具 构成 了 人 类 历史 
_ 上 的 最 后 的 知识 范围 。 在 现在 的 知识 范围 内 不 可 解 的 问题 ， 应 用 新 的 概念 和 新 的 数学 工 

只 去 所 出 新 的 命题 以 后 ， 将 可 能 从 另外 的 意义 上 变 成 可 解 的 。 这 种 现象 在 历史 上 是 不 乏 

先例 的 . 
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解决 有 限 自 动机 的 综合 问题 就 是 根据 给 定 的 交 辑 要 求 列 写 网 络 的 典型 方程 并 设计 出 
网 络 的 结构 图 , 这 一 步 可 以 则 做 过 辑 综合 ;第 二 步 要 网 取 合适 的 元 件 来 实现 这 个 网 络 , 这 
是 技术 实现 的 任务 ， 在 综合 时 还 常 对 自动 机 的 某 些 指标 事先 提出 要 求 ,例如 ,要 求 装置 所 
用 的 元 件 最 少 ， 这 里 我 们 将 讨论 一 个 逻辑 综合 问题 的 例子 。 

”在 警戒 雷达 系统 中 要 求 设计 一 个 自动 报警 装置 ， 使 它 具 有 这 样 的 逻辑 功能 : 雷达 作 
局 期 性 搜索 时 , 若 来 自 县 标的 反射 信号 连续 出 现 三 次 ,有 逻辑 装置 便 送 去 警报 信和 ;此 后 ,只 
有 当 连 续 四 次 没有 接收 到 反射 信号 时 ,逻辑 装置 才 解 除 区 报 ,否则 , 它 一 直 发 出 警报 信号 . 
我 们 试 根据 前 面 的 讨论 来 设计 一 个 这 样 的 装置 . 综 含 的 步 驶 是 首先 根据 上 述 要 求 画 出 相 
应 的 “ 树 ”, 然 后, 由“ 树 ? 列 出 典型 方程 并 加 以 简化 ,最 后 画 出 它 的 结构 图 . | 

本 例 中 的 输入 和 输出 信号 都 只 有 两 种 取 人 ,我 们 以 + 表示 有 信号 (警报 ) 脉 冲 , 0 表示 
没有 信号 (警报) 脉冲。 那么 对 于 任何 一 个 输入 脉冲 序列 ,例如 图 17.10~1(a) 所 示 , 要 求 


输入 x 


9 | (а) 


图 17.1015 


逻辑 装置 的 输出 脉冲 序列 如 图 17.10-1 (5) 所 示 。 从 平面 上 一 点 出 发 引出 一 标 树 〈 图 
17.10-2), 从 它 的 每 个 端点 只 引出 两 个 分 支 , 左 侧 分 支 表示 输入 为 0, 右 侧 分 支 表 未 输 人 为 
1(0 和 1 未 标注 在 图 中 )。 这 样 树 中 每 一 条 从 始点 出 发 的 路 都 对 应 一 个 确定 的 输入 序列 ， 
根据 对 装置 的 逻辑 有 要求 ,就 可 确定 相应 的 输出 序列 。 例 如 , 树 中 粗 线 所 标的 路 对 应 于 输入 
序列 111000…。 当 第 一 ,二 拍 上 输入 为 1 时 ,输出 应 都 为 6, 当 第 三 拍 上 输入 再 出 现 1, 输 


ee > 
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出 就 为 1, 接着 第 4, 5, 6 拍 上 输入 虽然 都 为 0， 但 按 要 求 输出 仍 都 为 上 ,直到 第 7 拍 上 输 
人 和 再 为 0 时 , 输出 才 为 0, 若 第 8, 9, … 拍 输入 仍 为 0, 则 输出 也 都 为 0, 因而 相应 的 输出 
序列 就 为 00111100…。 按 这 样 的 方法 , 树 上 每 一 分 支 都 对 应 一 个 确定 的 输出 单字 。 在 图 
17.10-2 上 比较 从 各 端点 派生 的 子 树 , 可 以 发 现 端点 Na, Nis, Ns, №, М» 等 与 No 同类 ， 


图 17.10-2 图 17.10-3 


而 Nu, №, Мл, Na 等 端点 与 М 同类 ， 在 每 一 类 中 选 出 其 中 一 个 端点 所 引 的 分 支 ， 其 
它 同 类 端点 所 引 分 支 都 可 省 略 。 本 例 中 所 有 端点 共 分 7 类 ， 它 们 分 别 表示 网 络 的 7 种 状 
态 ， 以 状态 向 量 (单字 ) g，9g，… ，4%s 表示 。 这样, 就 得 到 只 含有 限 个 分 支 的 基本 树 
《图 17.10-3), 树 上 的 同类 端点 标 以 相同 的 状态 符号 Ne, М, М, 5-6, N;， 并 不 是 根据 任 
何 给 定 的 逻辑 要 求 都 能 建立 基本 树 ， 因 而 也 不 是 根据 任何 给 定 的 要 求 都 能 设计 出 正常 圭 
作 的 逻辑 网 络 来 .例如 ,对 装置 提出 这 样 的 要 求 : 输入 脉冲 序列 中 当 有 脉 串 的 顺序 号 码 是 
质数 时 ,装置 就 有 输出 脉冲 信号 ,否则 没有 输出 脉冲 信号 .这 个 逻辑 关系 所 对 说 移 树 的 异 
类 端点 将 有 无 限 多 个 。 它 要 求 逻 辑 网 络 的 状态 向 量具 有 无 限 多 个 分 量 ， 故 用 有 限 自动 机 
是 不 能 实现 的 . 

要 建立 网 络 的 典型 方程 ,还 需要 把 “ 树 ? 变 为 典型 表 。 为 了 使 过 辑 网 络 具 有 7 种 状态 ， 
我 们 采用 三 个 状态 分 量 л, 4. аз, 每 个 分 量 的 取 值 为 0 或 1。 这 样 , 它们 组 合 起 来 共有 
23 一 8 个 状态 单字 , 定义 为 qo = 000; Фф == 001; gy=010; Ф == 011; 9, = 100; 
95 = 101; gsc 一 110; = 111, 逻辑 网 络 的 典型 表 见 表 17.10-1。 表 的 左 半 部 分 是 
г 一 了 时 刻 上 的 输入 x(p) 和 网 络 状 态 g(P) 各 种 可 能 的 取 值 。 总 起 来 共有 四 个 分 量 x(p)， 
40Р), (Р) 4q3(8)， 因 而 它们 的 取 值 组 合共 有 21 一 16 种 。 表 的 右 半 部 分 是 同一 节拍 
上 网 络 的 输出 和 下 一 节拍 上 网 络 状态 的 取 值 ， 它 们 分 别 与 每 组 x(p) д.р) qzCp) q3(2) 的 
值 相 对 应 。 这 种 对 应 关系 可 以 这 样 来 求 得 : 对 于 每 一 组 确定 的 Ф (р) 4.) (КИН, 
以 在 树 上 找到 相应 的 端点 ， 再 根据 хр) 的 值 找到 从 此 端点 引出 的 相应 的 分 支 ， 分 支 端 
点 所 对 应 的 输出 单字 即 为 所 求 的 输出 z(p) ， 分 支 箭头 顶点 所 注 的 状态 序号 即 为 所 求 的 
gq(p 十 1)， 再 把 它 转 化 为 二 进 制 数 码 ， 就 得 到 每 个 状态 分 量 9(p 十 1，9z(z 十 1) 和 
43(р 十 1) 的 值 .把 它们 填写 在 表 右 半 部 相应 的 格子 内 ,这 样 就 得 到 了 表 17.10--1. 表 中 
最 后 两 行 gCp) == 1, 42(Р) = 1, 43(р) = 1。 这 种 状态 在 网 络 中 是 不 会 出 现 的 ,因而 , 相 
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应 的 输出 单字 (2) 和 下 一 拍 的 状态 单字 q(p 十 1) 可 以 根据 简化 远 辑 方 程 的 需要 任意 先 
Ж. ТАТА ТЕ ЕЕ БЫ УГА Э ВИК, 


Е 17.10-1 
я в x(p) qi(p) асо) азр) а(р) Ср +1) | ар + П|4аФ + 1) 
1 0 0 о’ 0 ”0 0 0 0 
2 1 0 0 0 0 0 0 1 
3 0 0 0 1 - 0 .0 0 0 
4 1 0 0 1 0 0 1 0 
5 0 0 1 0 0 0 0 0 
6 1 0 1 0 1 0 1 1 
7 . 0 0 1 1 1 1 0 0 
8 i 0 1 1, 1 0 1 1 
29 0 1 0 0 1 1 .0 1 
10 1 1 0 0 1 0 1 1 
п 0` 1 0 1 1 1 1 0 
12 1 1 0 1 1 0 1 1 
13 0 1 1 0 0 0 0 0 
14 1 1 1 0 1 0 1 1 
~ 15° 0 1 1 1 -1 1. 1 0 
16 1 1 1 1 1 Е: 1 1 


现在 ,再 根据 逻辑 表 17.10-1 列 写 逻辑 方程 组 。 表 中 当 *(zp) qi(p) 4 (Р) 4з(р) 的 取 值 
为 第 6 一 12 行 及 第 14 一 16 行 之 一 时 zCp) 才 为 1, 其 它 行 中 z(z) 都 为 0, 因 而 z(p) 可 以 表 
示 为 +*(p), 4(Р), 4:(Р) 和 q3(p) 的 二 值 函 数 ,这 样 就 得 到 了 输出 方程 ， 

= (р) == хр): (р)4(р)4з(р) 十 (р) (Р) 4(р)43(р) + x (р) (р) (р)4з(р) 

+ (р) Ср)4Ср)аз(р) + х (р) Ср) (р)43(р) + Ср) (р) Gp) 430) 
+ х(р)Ср)а(р)аз(р) + х (р) Ср)4г(р)ӣз(р) + (р) (р) (р)4() 
+ «(еда СР) вг Ср)аз(Р). ` (17.101) 
同 理 可 以 列 写 状态 方程 组 : : 
tp 十 1)=#(p)N(p)g(p)g3(p) + аа 
+ = (Фа (а. (Р)4з(Ф) + rp) giCp) gq.(p) gp), 
gp + 1) = (р) (р) а: (р)4:(р) + «(Фа (р) 
+ Ср?) gp) gp) + х(р)(р)4(р)азСр) 
+ zp)q1(p)Fp) gp) + rp а (р)9,(р) (р) 
+ «Фа (ра (Раз) + #0) вз) 
+ х(р)4()4(р)4з(Р), (17.10-2) 
ар + 1) 一 rp pF pF) + о | и 
+ хСр)41С2)4()43(Р) + (р) (р)9(р)аз(р) 
+ хСр)(р)9(ь)43(Р) + х (р) (р). (Раз (р) 
+ хр) (р) (р)43() + х (р) ООО 
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利用 第 17,3 节 所 介绍 的 图 解法 对 方程 组 (17.10-2) 进行 化 简 ,， 用 相 邻 小 方 格 归并 的 
方法 就 得 到 简化 的 时 序 逻 辑 方程 组 。 简 化 后 的 状态 方程 组 为 
Фр + 1) = (р) (442 (> + 4:(Р)аз(Р)), 


ар + 1) = x(p)g(p) + х(р) (Р) + Ср) аз(р) + и (Ф4з(Ф) , 
gap + 1) = zx(p)qg2(p) + х(р)41(Р) + х(р)аз(р) 十 ф(р)42(Р)аз(Р). 
(17.10-3) 
输出 方程 为 
2(р) = 41(Р)4:(Р) + 4:(Р)4з(Р) + х(р)4(р). (17.10-4) 


这 就 是 所 求 的 自动 警报 系统 的 逻辑 方程 组 , 其 中 z(p) 就 是 输出 警报 信号 ， 容 易 检 查 , 输 
出 x(P) 对 输入 信号 序列 {z(z} 的 反应 完全 满足 本 例 中 提出 的 要 求 。 时 序 逻 辑 方程 组 
(17.10-3) 不 一 定 是 最 简单 的 ,因为 当 状 态 单字 以 另 一 种 方式 与 4, 4, 4 的 组 合 对 应 时 ， 
就 可 得 到 另 一 种 时 序 逻 辑 方程 组 , 但 这 些 系统 都 具有 同样 的 逻辑 功能 , 因而 是 等 价 的 .一 
般 情况 下 ,这 两 个 方程 组 的 简单 程度 是 不 同 的 . 

下 面 就 可 以 根据 时 序 方程 组 (17.10-3) 画 出 逻辑 网 络 的 结构 图 。 МЕНЕЕ 
实质 上 是 一 个 含有 时 间 变 量 的 逻辑 代数 式 ， 利 用 基本 逻辑 单元 和 延迟 单元 可 以 实现 任何 
方程 。 本 例 的 结构 图 如 图 17.10-4 所 示 , 它 需要 6 个 与 门 , 5 个 或 门 , 3 个 非 门 和 3 个 延 
5 #7. 


图 17.10-4 
随 着 控制 技术 的 发 展 ， 很 多 自动 控制 系统 中 已 引进 了 逻辑 元 件 ， 作 为 控制 装置 的 组 
成 部 分 。 可 以 设想 ,在 这 些 地 方 有 限 自动 机 的 理论 都 可 以 得 到 广泛 应 用 。 因 此 ,有 限 自动 


机 一 一 逻辑 控制 装置 不 仅 像 前 节 举 例 中 那样 可 以 独立 地 构成 系统 ， 它 也 可 以 引信 到 通常 . 
的 动力 学 系统 中 去 ， 使 后 者 的 功能 获得 改善 。 下 面 我 们 以 一 个 自 寻 最 优点 系统 为 例 来 说 
明 如 何 利用 逻辑 装置 的 设计 原理 解决 控制 装置 的 综合 问题 . 

第 十 六 章 中 所 介绍 的 自 寻 最 优 运转 点 控制 系统 的 控制 器 ， 便 有 可 能 用 有 限 自动 机 理 
论 进行 综合 . 现在 我 们 讨论 一 个 具体 的 系统 ,如 果 对 象 的 特性 如 第 16.1 ВТУ ,输入 和 输 
出 在 极 值 点 附近 的 关系 如 图 17.10-5。 假 若 实现 自 寻 最 优 运转 点 的 方法 是 在 每 -- 个 节拍 
上 ,例如 在 ? Е, 使 输入 量 x 增加 Ax 或 减少 Ar(Ax 为 一 固定 小 量 ), 此 时 输出 量 y(2) 
也 会 有 一 变化 Ay(p) 一 y(p) 一 y(p — 1). 这里, y(p) 是 第 ? 拍 的 输出 量 , ylp 一 1) 是 


728 第 二 七 章 “ 届 辑 控制 和 有 有 限 自动 人 


第 ? 一 1 拍 的 输出 量 。 在 图 17.10-5 中 可 以 明显 看 出 , 若 工作 点 ур) 在 最 大 值 yo 左 侧 较 
远 的 地 方 ,而 加 入 的 Ах(р) 大 于 零 , 则 Ay(p) 也 大 于 零 。 因 此 ,下 一 拍 的 Ar(p 十 1) 仍 应 
取 正 值 。 若 工作 点 y(p) 在 最 优点 的 右 侧 ,又 当 Ax(z) 取 正 值 时 , Ш Дубр) < 0, 所 


| 17.10-6 | . 
以 下 一 步 的 Ax(p 十 1) 应 取 负 值 ， 依 此 类 推 , 可 得 到 输入 与 输出 增 量 的 四 种 符号 关系 ,如 
图 17.10-7 所 示 。 实现 了 这 些 符号 所 确定 的 逻辑 关系 , :可 使 系统 自动 地 处 于 最 优 运转 点 


AxCp) | ^у(») =. (>) а) | 0+0 
+ + сар 1 1 
+ - 1 0 0 
一 0` 1 о 
- - 0 9 1 
(а) | | с) 
图 17.10-7 输入 ,输出 增 及 的 符 筷 ^ 


附近 工作 。 若 以 ар) Я =.) 分 别 表示 Ax(z) 和 Ay(p) 的 符号 ， 并 令 z1(p) = 1 表示 
Ах(р) 为 正 ，z1(p) = 0 表示 Ax(p) 为 负 ; (р) = 1 表示 Ay(zp) 为 正 ，z2(p) = 0 表示 
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Дубр) ХА. 于是， 图 17.107 (а) 就 可 写成 图 17.10~7 (b) 的 形式 。 不 难 利用 有 限 自 动 
机 理论 来 实现 此 表 的 逻辑 关系 。z2Cp) 是 有 限 自动 机 的 输入 , и(р) 是 其 状态 , 它 的 时 序 遥 
辑 方 程 为 Е о | 

= (р + 1) = 21(р)ға(р) + 21(р)2,(р). 

根据 这 个 典型 方程 便 可 容易 地 画 出 相应 的 自动 机 的 结构 图 。 如 图 17.10-6 (а); 此 时 , 自 
寻 最 优 送 转 点 控制 系统 的 方块 图 如 图 17.10-6 (b) 所 示 。 在 图 中 ,测量 装置 ， 求 差 装置 ， 
符号 测量 器 等 可 以 是 连续 工作 的 ， 也 可 以 按 自动 机 的 节拍 工作 . 若 自 叶 最 优 运转 点 控制 
系统 采用 数字 测量 装置 , 那么 , 求 差 装置 和 符号 测量 器 则 都 可 以 综合 于 自动 机 中 , 即 整个 
控制 装置 成 为 一 个 有 限 自 动机 ， 当然， 那 时 系统 采用 的 元 件数 目 要 多 些 ， 构 造 也 要 复杂 
些 。 执 行 机 构 的 动作 方向 由 自动 机 的 输出 所 确定 ,但 每 一 步 的 步 长 是 相等 的 、 图 17.10-6 
这 个 系统 能 从 原理 上 实现 自 寻 最 优 运转 点 的 控制 。 


17.1 Ате 


МОЖЕ ИЕ, 统称 之 为 “人 工 智 能 *。 
确切 的 研究 范围 并 没有 了 明确 的 界限 ,更 没有 形成 统一 的 理论 , ЕЛЕ 
下 所 研究 的 大 量 技术 问题 却 明 显 地 反映 了 科学 实验 、 生 产 过 程 甚至 人 类 社会 活动 由 的 具 
体 的 需要 , 在 某 些 方面 已 经 取得 了 具有 实用 价值 的 成 果 , 为 工业 ,社会 事业 的 现代 化 提供 
了 新 的 技术 手段 ， 从 这 个 主要 方面 米 看 ,作为 工程 控制 论 的 一 个 组 成 部 分 ,对 人 工 智能 的 
各 种 问题 的 深入 研究 无 疑 具有 现实 的 和 长 远 的 意义 。 - 

在 人 工 智能 这 个 标题 下 所 研究 的 问题 涉及 面 很 广 ， 图 象 识别 、 文 字 识别 、 声 音 识 别 。 
语言 识别 和 翻译 通常 被 列 人 人 工 智能 的 范畴 ， 这 也 是 近 十 几 年 来 已 经 取得 巨大 蕊 就 的 领 
域 , 并 已 广泛 应 用 到 印刷 ,出 版 ,邮政 生产 .工艺 .电子 计算 机 技术 中 。 在 现代 航天 导弹。 
反潜 等 军事 技术 中 的 应 用 则 导致 了 新 的 技术 突破 .属于 拉丁 语系 的 各 国语 言 文字 的 识别 
和 翻译 已 经 自动 化 了 , 有 的 已 经 商业 化 了 ， 它 大 大 减轻 了 专业 翻译 人 员 的 脑力 劳动 强度 ， 
提高 了 文献 出 版 印 剧 的 速度 和 能 力 。 

另 一 类 被 列 人 人 工 智 能 范围 的 是 仿生 学 。 识别 动物 的 神经 系统 的 工作 原理 ， 尤其 是 
认识 人 类 大 脑 的 思维 活动 原理 和 具体 的 结构 功能 始终 是 一 个 最 引 人 人 胜 和 的 ， 具 有 重大 科 
学 意义 的 课题 。 高 速 数字 计算 机 的 出 现 又 进一步 推动 了 这 一 研究 工作 的 进展 。 工 程控 制 
论 不 是 从 细胞 的 分 子 生物 学 方面 去 研究 动物 神经 系统 ,而 是 着 重 研究 它 对 输入 信息 (不 管 
是 否 以 具体 的 物理 量 形式 进入 感觉 器 官 ) 的 接收 ,传递 ,贮存 和 处 理 的 原理 . 既然 动物 的 神 
经 系统 的 存在 是 物质 的 , 它 的 活动 (包括 人 的 大 脑 的 思维 活动 ) 是 物质 运动 的 一 种 表现 形 
式 , 那么 它 一 定 是 可 认识 的 。 因 此 , 从 人 工 智能 的 角度 去 研究 人 类 神经 系统 的 工作 原理 ， 
特别 是 研究 它 对 信息 处 理 的 原理 即 思 维 活 动 的 原理 ,不 仅 在 科学 上 是 非常 重要 的 ,而 且 对 
工程 控制 论 的 发 展 也 具有 现实 的 和 深远 的 意义 。 普 遍 认为 ， 人 的 大 脑 是 自然 界 由 生物 进 
化 而 形成 的 一 种 最 精密 .最 完善 ,最 可 人 靠 的 “机 器 >, 对 它 的 功能 的 那 怕 是 部 分 的 真实 了 解 
都 会 给 自动 化 技术 提供 启示 ,从 而 推动 它 的 发 展 和 进步 。 

到 目前 为 止 ， 从 控制 论 方面 对 神经 系统 的 活动 规律 的 研究 大 致 分 为 两 类 ， 首先 是 结 


730 第 十 七 章 ”逻辑 控制 和 有 限 自动 机 


构 模拟 ,如 第 17.12 节 中 介绍 的 关于 神经 元 的 模型 就 是 一 种 仿生 模拟 的 尝试 ， 第 二 种 是 对 
生物 有 目的 活动 的 宏观 模拟 , 称 为 进化 过 程 模拟 om, 用 具有 较为 丰富 的 逻辑 功能 的 数字 计 
算 机 去 模仿 某 些 生物 对 外 界 作用 的 反应 活动 的 逻辑 规律 ， 从 而 得 到 局 部 的 定量 描述 。 用 
以 描述 过 程 的 数学 工具 是 数学 分 析 和 逻辑 代数 ,特别 是 有 限 自动 机 理论 。 | 

作为 一 个 精确 定义 的 问题 去 研究 人 工 智能 还 有 很 多 困难 。 例 如 什么 是 “智能 > 就 很 难 
给 出 确切 的 定义 : 有 人 认为 “智能 "可 定义 为 * 在 各 种 复杂 的 条 件 下 ,为 成 功 的 达到 某 一 类 
目的 而 作出 决断 的 能 力 >ea。 还 有 人 把 人 工 智能 和 *“ 智 能 放大 器 ”等同 起 来 ,等 等 .从 工程 
控制 论 的 观点 来 看 ,作为 一 门 技术 学 科 , 人 工 智能 的 任务 是 用 机 器 去 部 分 地 代替 人 的 脑力 
劳动 。 自 从 电子 数字 计算 机 出 现 以 来 , 已 有 大 量 事实 证 明 , 机 器 不 仅 能 作 很 复杂 的 计算 ， 
例如 解 微分 方程 ,积分 方程 ,代数 方程 等 ,而 且 能 作 数 学 推理 、 逐 辑 判断 ,把 人 从 繁重 的 、 单 
调 的 脑力 劳动 中 解脱 出 来 。 这 就 如 工作 母 机 是 人 手 的 延伸 一 样 ， 机 器 也 能 帮助 人 思维 . 
在 有 些 问 题 中 它 比 人 的 思维 能 力 更 快 ,更 精细 ,并 且 还 能 完成 光 靠 人 的 脑力 劳动 无 法 完成 
的 课题 。 我 们 说 机 器 能 代替 人 进行 一 些 脑力 劳动 是 因为 脑力 劳动 一 思维 过 程 同 世界 
上 其 它 一 切 事物 一 样 都 是 物质 的 运动 或 运动 着 的 物质 ;不 然 就 会 陷 人 唯心 论 。 但 是 ,机 器 
不 可 能 代替 人 的 全 部 县 维 活动 ,因为 第 一 ;机 器 是 人 设计 制造 的 ;人 是 机 器 的 主人 ,机 器 永 
远 是 从 属 的 ; 第 二 , 当 人 从 简单 的 ,繁琐 的 脑力 劳动 中 解脱 出 来 以 后 又 可 以 向 更 高 一 级 发 
展 ,对 客观 世界 的 认识 将 更 全 面 更 深刻 , 人 就 变 得 更 网 明 。 不 这 样 认识 问题 ,就 要 鸣 人 机 
械 唯 物 论 . 

电子 计算 机 能 名 完成 光 舍 人 的 脑力 很 难 完 成 的 复杂 的 数学 计算: 存 贮 大 量 的 数据 和 
情报 资料 。 用 户 可 以 随时 索取 3; 自动 管理 生产 交通 运输 ,银行 资金 在 取 等 业务 ;这 些 都 忆 
经 被 事实 所 证 明 , 也 已 经 是 常识 了 。 但 是 , 从 工程 技术 角度 来 看 , 人 工 智能 主要 的 不 是 指 
机 器 所 特有 的 巨大 的 计算 和 存 贮 能 力 ， 而 是 指 用 它 解决 一 些 通常 认为 属于 人 的 智力 范 转 
的 问题 :例如 , 用 机 器 进行 远 辑 推演 从 而 证 明定 理 , 用 机 器 下 象棋 , 用 机 器 解答 各 种 智力 
难题 等 等 ， 本 节 内 我 们 列举 儿 种 具有 代表 性 的 问题 ， 用 以 说明 人 工 智能 研究 工作 的 部 分 
内容。 

1950 年 美国 科学 家 香农 首先 指出 数字 计算 机 可 以 用 来 下 象棋 1957 年 出 现 了 第 一 
个 下 棋 程序 。 随 着 计算 机 存 贮 容量 的 增 大 ,通过 很 多 人 的 研究 工作 ,十 年 后 ,于 1967 年 出 
现 了 较 好 的 机 器 棋 手 (程序 ), 它 在 比赛 中 战胜 了 一 大 批 象棋 爱好 者 ,被 评 为 三 级 棋 手 ,并 
被 一 个 地 方 象棋 协会 吸收 为 荣誉 会 员 ， 此 后 ,机 器 下 象棋 的 智力 还 在 不 断 提高 .%7 

1976 年 美国 数学 家 阿 帕 尔 《Appdl》 和 哈 肯 《Haken》 用 计算 机 证 明了 一 个 100 多 年 
来 几 代 数学 家 都 没 能 证 明 的 一 个 著 明 的 猜想 ea， 任何 一 个 平面 地 图 至 多 用 四 种 颜色 即 可 
把 相 邻 的 区 域 区 别 开 来 (任何 区 域 的 边界 线段 的 两 个 顶点 不 在 同一 颜色 中 )。 在 这 以 前 由 
于 问题 的 复杂 性 ,多 数 数学 家 认为 这 个 猜想 可 能 是 对 的 ,但 是 对 于 任意 的 大 规模 的 地 图 大 
概 永远 无 法 证 明 四 色 定 理 的 正确 性 。 二 十 世纪 的 前 50 年 ,经 过 不 少 人 的 艰苦 努力 只 证 明 
了 四 色 定理 对 于 含有 不 多 于 40 个 区 域 的 地 图 是 正确 的 。 而 彻底 证 明 这 一 猜想 ,对 于 多 于 
до 个 区 域 的 地 图 要 分 别 讨论 10 种 情况 ， 而 详尽 地 分 析 所 有 这 些 情况 , 人 一 辈子 也 作 不 
完 . 然而 计算 机 帮 了 大 忙 。 阿 帕 尔 和 哈 肯 把 所 有 可 能 的 情况 归纳 为 1,900 种 基本 情况 . 
他 们 用 了 大 约 四 年 的 时 间 , 在 计算 机 上 作 了 109 УЕ, 花 1,000 多 机 器 小 时 , 终于 
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全 部 算 完 。 人 们 认为 ， 两 们 数学 家 的 主要 机 丰 在 证 明了 四 色 定理， 而 是 用 机 器 完成 了 
人 的 脑力 不 能 完成 的 工作 ， 

有 一 种 * 重 排 九宫 ”的 游戏 ， 能 够 相当 清楚 地 说 明 机 器 如 何 用 试探 法 或 动态 规划 法 去 
解决 一 大 类 智力 选择 问题 。 在 有 3 Xx 3 个 方 格 的 棋盘 上 有 8 个 格子 放 上 顺序 编号 的 8 个 
棋子 , 一 个 是 空 的 , 如 何 能 以 最 少 的 步 数 把 给 定 的 一 种 布局 4 重 排 成 B( 图 17.11~1). 为 
了 从 4 排 成 B, 当然 有 多 种 走 法 ， 首先, 第 一 步 有 四 种 走 法 , 第 二 步 有 二 种 走 法 ,第 三 步 


图 17.11-1 


有 一 种 ,第 四 步 又 有 两 种 ,第 五 步 有 五 种 等 等 ,前 五 步 就 有 80 种 走 法 ,可 见 从 4 到 8B 路 子 是 
很 多 的 . 如 果 富 由 地 试探 ,大 约 就 需要 在 4 x 10 种 可 能 竹中 找 出 一 种 步子 最 少 的 走 法 。 
对 这 样 一 个 简单 的 题目 ,要 用 逐个 试探 的 办 法 去 分 析 完 所 有 的 可 能 性 也 是 很 费力 的 ,这 种 
方法 叫做 “ 穷 举 2?。 如 果 棋 子 数目 不 是 8 个 ,而 是 15 个 (4.x 4 个 方 格 ) 或 更 多 , 用 这 种 穷 
举 的 办 法 就 更 为 困难 了 ， 

为 了 使 机 器 能 够 模仿 人 的 智力 活动 ,从 棋盘 上 当前 的 布局 出 发 , 选 定 较 快 的 达到 终结 
状态 B 的 步子 ,可 以 定义 一 个 代价 函数 或 决策 函数 , 它 的 极 小 值 恰 好 对 应 通 向 终结 状态 的 
最 优 走 法 。 例 如 , 用 в 表示 第 w 步 后 出 现 的 态势 ; 用 P(w) 表示 第 4 步 后 各 子 离开 自己 的 
终 态 位 置 的 距离 的 总 合 ; 定 义 5(n) 为 态势 函数 : 凡是 处 于 边 上 的 子 ,经 移动 后 ,下 一 步 就 
有 一 个 子 占据 自己 的 终 态 位 置 ， 这 个 子 的 态势 权重 取 为 0, 否则 它 的 态势 权重 取 为 2; Л, 
处 于 中 间 格 子 上 的 子 态势 权重 取 为 1。 态势 函数 509) 的 值 是 在 第 ” 步 后 所 有 子 的 态势 
权重 的 总 和 。 构 造 决策 函数 

Хп) = Р(п) + 35(п), (17.11-1) 
第 ”十 1 步 的 选择 应 该 使 1/(” + 1) 取 极 小 值 。 计 算 机 根据 这 一 准则 去 选择 每 -~ 步 的 走 
法 ,结果 经 过 23 步 即 可 由 4 状态 达到 终 态 B, 而 且 这 是 最 少 的 步 数 。 用 类 似 的 办 法 ,机 器 
ДЕ 30 步 即 可 从 图 17.11~2 中 所 示 的 状态 4 达到 终 态 В, 而 十 九 世 纪 有 一 位 数学 家 曾 认为 
至 少 需要 36 步 。 


图 17.11-2 


再 一 个 公认 属于 智力 难题 范围 的 是 “金币 去 伪 ? Ри, 12 个 外 观 完全 一 - 样 的 金 
币 , 其 中 有 一 个 是 假 的 ,所 有 11 个 真 金币 有 相同 的 重量 , 假 金币 的 重量 则 不 同 。 要 求 设计 
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一 种 机 器 程序 , 求 出 用 无 法 码 天 平 至 少 称 重 多 少 次 后 能 够 找 出 假 的 ,并 确定 真 假 金币 那个 
重 。 用 机 器 解决 这 种 问题 所 需要 的 工具 属于 另 一 个 领域 一 一 概率 论 和 信息 论 。 “. 
设 有 一 个 随机 事件 4 中 包括 п 种 可 能 性 А, а, ..,, 4,, 相应 的 出 现 概 率 是 РСА), 


РСА), -- , plAs), EDL. 定义 函数 
но = Укр С а 


ВЕ ино, НР ар, 0<2(4) < 1, ЖНА) 20, 显然 , ШН 
仅 当 有 一 个 4, 的 出 现 山 概 率 为 1， 而 其 它 ” 一 工 个 Ги, 1: 的 出 现 概率 为 0 时 ， 才 有 
H(A) 一 0。 另 方面 ,只 有 这 2 个 事件 41, 4,55, 4, 是 等 概率 时 , 即 р(4) = Ив, 
НОА) 取 极 大 值 ， 此 时 


H(A) 一 一 一 1 У ов 一 Іов", (17.11-3) 


这 样 ,随机 事件 4 ВАЙ БСА) 以 雪 量 的 形式 表示 训 件 的 不 确定 性， 

设 4 和 了 是 两 个 独立 的 随机 事件 ， 4 如 上 述 ， B 含 有 mw 个 可 能 性 Bi, В,,---, Bw, 相 
应 的 出 现 概率 为 p(B81)，i 一 1，2,*…，m。 容易 证 明 ， 同时 发 生 4 和 2 两 个 事件 的 入 
H(4B) 为 . о. 


| H(AB) = HCA) + НСВ). (17.11-4) 
如 果 4 和 B 不 是 相互 独立 的 ， 则 
| ` НСАВ) = нса) +н(В) = H(B) + Н(4) (17.11-5) 
而 且 总 有 | | 
р | 0 < НВ) < Н(В), | (17.11-6) 
式 中 Н.(В) ЖЖ, о 


нав) = БСАН (В) + РСАЙН (В) + 5-5 + рСА)НА (В), | 
HalB) = — Уу pCBNAD ogp(BN A), 1,2,9, (71-7) 


Ш РВ 4) Ж А, НЯ Bi 出 现 的 条 件 概率 。 

显然 , 如 果 4 和 了 不 是 相互 独立 的 事件 , 那么 事件 了 出 现 后 会 带 来 一 些 关于 4 的“ 信 
息 ”, 于 是 事件 4 的 不 确定 性 将 减 小 ,也 就 是 说 ,事件 4 的 焙 将 城 小 , 用 (В, 2 表示 B 出 
现 后 4 ВАННУ ЕЕ, 

~ КВ, ау = Н(А)— нс) ‚  (1741-8) 

称 为 事件 B( 对 事件 4) 含有 的 信息 量 ， | 

应 用 上 述 信息 论 的 基本 概念 便 可 以 找到 一 种 机 器 可 以 接受 的 计算 程序 ， 去 解决 金币 
去 伪 这 一 类 智力 难题 。 首 先 ,在 未 称 重 以 前 12 个 金币 中 每 一 个 都 可 能 是 假 的 ,可 能 比 真 的 
轻 , 也 可 能 比 真 的 重 , 所 以 总 共有 24 种 可 能 性 ,并 且 可 以 认为 是 等 概率 的 , 这 样 , 问题 (4) 


含有 的 总 信息 量 是 HC4) = 一 я 一 log 24 — 13802。 在 无 法 码 天 平 上 称 重 一 次 ( 当 
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然 两 端 放置 相等 数量 的 金币 ) 有 三 种 可 能 的 结果 ， 两 端 平衡 , 左 重 右 轻 和 左 轻 右 重 。 所 以 
每 称 重 一 次 所 得 到 的 信息 量 最 多 是 log 3 一 0.4771. 而 ге 一 2.892 一 3, 故 只 要 称 重 


3 次 即 可 得 到 必要 的 信息 量 ， 以 解决 金币 去 伪 问 题 。 于 是 最 少 的 称 重 次 数 天 由 下 式 确 
定 : 


к= ph 二 1 一 3 (17.11-9) 
log 3 


式 中 右 端 方 括 导 表 示 整 数 部 分 ， 

Я 41, 4, 和 43; 表 示 依 次 三 次 称 重 办 法 ， 于 是 ， вето: Соя 4) 便 由 三 个 
依次 实现 的 三 个 程序 组 成 4 一 4\4;43， 先 看 第 一 次 称 重 。 设 天 平 的 两 端 各 放 w 个 金币 ， 
余下 的 是 12 一 2 m 个 ,这 一 种 称 法 记 为 4х 4”, 可 能 有 三 种 情况 ， 若 天 平 出 现 平衡 
状态 , 假 的 必 在 12—2 т 中 ,共有 2(《12 一 2 mw) 种 可 能 性 ; 若 右 重 左 轻 , 则 要 么 右边 mw 个 中 有 
一 个 是 重 的 , 要 么 左边 m 个 中 有 一 个 是 轻 的 , 于 是 共有 2 т 种 可 能 性 ;第 三 种 情况 是 左 重 
右 轻 ,一 共 也 有 2m 种 可 能 性 。 于 是 4 本 身 由 三 个 基本 事件 构成 ,它们 的 出 现 概率 分 别 


ж202 1) 一 етот (因为 总 共有 24 种 可 能 性 ) Я 
з (17.11- 2) Е в ве 
Н(49) = — bg 6 =" 一 Я "> 一 171815 
= 6" 5. + он. (17.11-10) 
因为 只 有 当 三 个 基本 事件 的 出 现 概率 相等 时 , НС4”) 才 有 极 大 值 , 故 . 
maxH(AM) = Н(4®) = 1083, (1211-1) 


即 第 一 次 称 重 只 有 在 天 平 两 端 名 放 4 te | 

再 讨论 第 二 次 称 重 程序 4, 显然 4, 依赖 第 一 次 称 重 试验 的 结果 . 设 第 一 次 称 重 时 
两 端 各 4 个 金币 重量 相等 , 假 的 必 在 其 余 的 4 个 中 间 。 把 这 4 个 中 的 1 个 放 在 左 端 , i 个 
放 在 右 端 , ! 十 i <4, 设 i 之 j, НЕА: 一 j 个 ,这 种 安排 可 记 为 497, В 
A 名) 相 类 似 的 分 析 方 法 ,可 以 算出 信息 量 玉 C42 中 ), 用 pC(8)，p《2Z) 和 p《Y) 分 别 表示 出 
现 平 衡 \ 左 重 和 右 重 的 概率 ,对 不 同 的 ! 和 i 可 算出 下 表 : 


ЖФ 17.11-1 
1 i РОО) Р(2) н(4%?) 
1 1 1/2 1/4 0.452 
1 0 3/4 1/8 0.320 
2 2 0 1/2 0.391 
2 1 1/4 - 3/8 0.470 
2 0 1/2 21/4 0.452 
3 1 0 1/2 0.301 
3 0 1/4 3/8 0.470 
4 0 0 1/2 0.301 
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从 上 表 中 可 立即 看 出 ， : | 
шах Н( 4} 0.470 (17.11-12) 
ва, р = (2,1) 9 (3, 0) 

如 果 第 一 次 称 重 4, 的 结 二 果 是 左 重 右 轻 , 则 其 余 4 лавка 第 二 次 称 重 4, 可 以 
按 下 述 办 法 进行 ， 从 左 端 四 个 中 取出 个 和 右边 4 个 中 取出 元 个 放 到 左 端 ， Вл ТЕ 
端的 和 户 个 右 端 的 放 在 右 端 ， 然 后 再 用 真 金币 补 齐 ， 这 种 方法 记 为 ди, Ду В 
17.11-1 中 的 符号 ,对 不 同 的 1, 5, лл Я НСА), 并 列 于 表 17.11-2 中 。 


Ж 17.11-2 
И і (0) ‹ Р(2) PY) [Наба әу 
2 1 2 1 1/4 3/8 3/8 0.470 
2 1 2 -0 3/8 1/4 3/8 0.470 
2 1 1 1. 3/8 3/8 1/4 0.470 
1 2 1 2 1/4 38 | 3/8 0.470 
1 2 0 2 -3/8 3/8 1/4 0.470 
1 2 1 1 318 1/4 3/8 0.470 
3 1 1 0 3/8 3/8 14. 0.470 
1 3 0 1 3/8 1/4 :| 3/8 0.470 
2 2 1 1 1/4 3/8 3/8 0.470 
2 2 1 0 3/8 1/4 3/8 0.470 
2 2 0 1 38 | 3/8 1/4. 0.470 
3 2 1 0 1/4 3/8. 3/8 0.470 
2 3 0 1 1/4 3/8 ‘| 3/8 0.470 
从 该 表 中 可 看 出 ， 有 13 种 组 合 方法 都 有 相同 的 最 大 信 ВЕ 0. 470, Вр 
пах НА 1) = тах НОА" и”) | 
， 和 і» ss . А 
= max НСАУ = 0.470 | 5. (17.11-13) 


њая 1711-1 中 对 应 最 大 信息 的 情况 或 17.11-2 中 的 某 一 情况 ， 第 三 次 称 重 都 能 
确定 出 那个 金币 是 假 的 , 而 且 同 时 确定 它 比 真 金币 重 还 是 经 。 不 难 算出 五 (43) 对 应 各 种 
情况 的 极 大 值 。 

总 结 上 述 ， 全 币 去 伪 问 题 的 机 器 解 题 程序 的 依据 是 焕 函 数据 的 极 大 什 解 : 

H(A) = НСА А43) =з НСА) + Н.С4) + Н. а,(43) = тах (17.11-14) 

从 上 述 几 个 代表 性 的 例子 就 可 以 看 出 ,为 了 使 机 器 能 够 解决 这 一 类 型 的 智能 问题 , 必 
须 首 先 选 定 一 种 代价 函数 。 机 器 将 按 代价 函数 的 极 大 或 极 小 要 求 , 根 据 已 经 出 现 的 态势 ， 
去 选择 (决断 ) 下 一 步 最 好 的 或 较 好 的 行为 (动作 )。 由 于 电子 计算 机 有 很 高 的 计算 速度 和 
较 大 的 存 贮 数据 的 容量 ,所 以 能 在 短 时 间 内 执行 复杂 的 数学 运算 和 逻辑 运算 程序 ,在 这 一 
方面 也 仅仅 在 这 一 方面 ,机 器 才 可 能 胜 于 人 的 脑力 。 然 而 关于 命题 , 代价 函数 , 行为 的 目 
标 , 甚 至 解 题 的 顺序 以 至 解 题 的 程序 (即便 是 抽象 的 ,高 级 的 计算 机 语言 程序 ) 都 需要 由 人 
来 提出 和 制定 。 
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前 面 提 到 的 下 象棋 的 程序 也 完全 一 样 。 要 事先 确定 一 种 代价 函数 . 例如 ， 吃 掉 对 方 
一 个 车 得 10 分 ,丢掉 一 个 车 得 负 10 分 ; 马 的 代价 为 土 5 分 ,未 过 河 的 六 的 代价 土 1 分 ,过 
河 卒 为 土 ? 分 ,等 等 。 机 器 要 记忆 械 盘 上 当时 的 布局 ,记忆 规定 的 走 棋 规则 , 试 算 各 种 可 能 
走 步 的 代价 ,然后 选择 在 若干 步 内 总 得 分 最 高 的 方案 。 如 果 计 算 机 的 速度 和 容量 足够 大 ， 
那么 它 可 以 同时 分 析出 数 十 步 后 的 总 得 分 数 ， 从 中 选取 最 好 的 走 法 。 随 着 程序 的 不 断 改 
进 ,第 一 流 的 机 器 棋 手 将 会 出 现 ,这 在 技术 上 是 能 够 实现 的 。 | 
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神经 系统 在 各 种 动物 机 体 的 生命 活动 中 ， 起 着 决定 性 的 中 枢 控 制作 用 .呼吸 ,消化 、 
体温 ,血液 循环 \ 内 分 泌 等 一 切 生 命 活动 都 受 着 神经 系统 的 调节 和 控制 ， 至 于 高 等 动物 的 
有 意识 的 行为 之 受 大 脑 神经 系统 的 支配 更 是 不 待 说 了 。 几 十 年 来 ， 国 内 外 对 神经 系统 的 
控制 过 程 的 研究 试验 作 了 大 量 的 工作 ,取得 了 不 少 的 成 绩 。 神 经 系统 ,特别 是 人 类 的 神经 
系统 是 一 个 完美 的 信息 处 理 中 心 、 信 息 存 贮 中 心 和 指挥 控制 中 心 . 认识 神经 系统 信息 传 
递 和 记忆 的 机 制 ， 揭 开 大 脑 活 动 的 功能 原理 对 于 人 类 是 一 个 日 益 迫 切 的 重大 课题 .除了 
认识 论 的 意义 外 , 搞 清 楚 神 经 系统 的 物质 结构 和 功能 原理 对 于 先进 控制 系统 的 设计 ,包括 
对 电子 计算 机 的 设计 都 具有 实际 的 重大 意义 。 

集成 电路 计算 机 的 出 现 ， 克 其 是 大 规模 集成 电路 微型 机 的 出 现 促 进 人 们 意识 到 用 
少数 几 种 原理 非常 简单 的 门 电路 就 可 以 “ 堆 集成 ”技术 上 相当 复杂 、 功 能 相当 完善 的 电子 
计算 机 。 据 估算 ， 人 的 大 脑 含 有 约 10° 个 神经 细胞 (或 称 神经 元 ), 分 为 几 百 个 不 同 的 类 
别 . 而 低 等 动物 如 昆虫 的 脑 神经 仅 含有 约 104 个 神经 元 。 而 现在 能 够 作 到 的 大 型 计算 机 
中 的 逻辑 门 的 总 数 约 为 107, 已 大 大 超过 昆虫 类 的 神经 元 的 数目 . 因此 , 大 规模 集成 电路 
的 计算 机 对 研究 神经 系统 提供 了 一 个 有 力 的 工具 和 模型 。 当 然 ， 一 个 神经 元 的 功能 可 能 
远大 于 一 个 逻辑 门 电路 所 具有 的 简单 功能 。 例 如 ,有 人 估计 中 ,人 的 大 脑 的 信息 存 贮 总 量 
级 为 105 二 进 制 位 , 即 每 个 神经 元 平均 记 亿 10* 二进制 位 ,一 个 神经 元 简直 是 一 个 存 贮 体 . 
虽然 如 此 ， 用 简单 的 去 辑 单元 去 模拟 神经 元 的 基本 特征 进而 建立 神经 系统 的 简单 模型， 这 

是 一 种 很 自然 的 初步 尝试 。 

前 节 提 到 ,控制 论 的 任务 主要 的 不 是 从 物质 结构 方面 (细胞 结构 ,分 子 工程 学 等 ) 去 研 
究 神经 系统 ,而 着 重 研究 感觉 器 官 接收 到 的 信息 如 何 传递 到 大 脑 中 枢 , 这 些 信息 以 什么 形 
式 被 加 工 处 理 , 如 何 实现 信息 的 存 贮 记 忆 等 等 , 即 研究 信息 运动 的 机 理 。 近 几 十 年 来 国内 
外 已 建立 了 很 多 不 同类 型 的 神经 元 模型 ， 从 不 同 的 方面 去 表现 神经 元 的 菜 些 基本 生物 学 
特征 ,例如 ,兴奋 各 抑制 ,学 习 和 记忆 , 对 外 界 作 用 的 反应 和 条 件 反射 , 凯 值 作用 和 不 应 其 
等 等 。 为 了 研究 这 类 特征 ,计算 机 设计 的 理论 基础 一 一 数理 逻辑 ,自然 地 成 为 基本 的 过 程 
描述 工具 。 另 一 方面 ,在 研 完 试验 信号 在 神经 纤维 中 的 传递 特性 时 ,通常 的 传递 函数 描述 
方法 仍然 有 一 定 的 参考 作用 。 

早 在 1943 年 就 有 了 第 一 个 神经 元 的 理论 模型 , 即 McCulloch-Pitts 神经 元 吧 ， 他 曾 候 
设 神经 元 是 一 个 有 多 端 输入 和 一 端 输 出 的 具有 延迟 作用 的 逻辑 单元 。 输 入 端的 数目 为 任 
意 多 个 但 为 有 穷 数 ;用 图 17.12-1 所 示 符 号 表示 。 输 出 端 仅 有 两 种 状态 : НЫ. 88 
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出 4 高 电位 代表 神经 元 处 于 兴奋 态 , 低 电位 表示 抑制 态 , 分 别 用 二 元 域 GF (2) 中 的 1 和 
0 表示 .输入 端 分 为 两 类 : 一 类 是 用 高 电位 使 神经 元 兴 春 (图 中 的 д, 5), 另 一 类 是 用 高 
| | 电位 使 神经 元 抑制 《图 中 的 хз, хо). 圆圈 中 的 五 表示 
只 有 当 起 兴奋 作用 的 输入 端 个 数 比 起 抑制 作用 的 输入 
端 个 数 至 少 多 个 了 神经 元 才 处 于 兴 奉 窟 。 而 且 假 定 
从 输入 作用 到 来 的 时 刻 到 神经 元 出 现 兴 奉 或 抑制 的 时 
刻 恰 好 经 过 一 个 时 间 沁 拍 ， 并 且 假定 这 个 时 间 节 拍 对 
… 所 有 不 同类 型 的 神经 元 是 共同 的 ， 使 得 有 可 能 用 有 统 
一 节拍 的 时 序 逐 辑 方程 去 描述 由 多 个 神经 元 构成 的 神 
经 网 络 。 由 上 述 定义 不 难看 出 ,图 17.12-2 (а) 中 表示 
: 的 神经 元 仅 当 。 和 都 处 于 激发 状态 时 才 处 于 兴 春 
``. М) 图 所 示 的 神经 元 只 要 有 一 个 输入 端 为 激发 
_ Виа неташ ”。 ”状态 时 ,就 被 激发 。 图 (c) ухи“, 抑 
制作 用 使 它 兴奋 ， 激发 作用 反而 使 其 抑制 。(d) 表示 有 记忆 能 力 的 神经 元 ,一 旦 被 其 它 神 
经 元 所 激发 以 后 ;就 永远 处 于 兴奋 态 . | 


пр 


‚ 17,12=2 不 网 类型 的 神经 元 


由 此 可 见 ， 所 调 “神经 元 实质 上 是 逻辑 单元 和 延迟 时 间 为 一 个 书 拍 的 延 巡 单元 不 可 
分 割 的 组 合 ， 因此; ' 它 是 这 样 一 种 自 动机 ， 仅 有 两 种 内 部 状态 , 并 且 当 输入 固定 后 , 其 状 
亲 要 在 一 拍 之 后 才能 达到 平衡 ;不 难 君 出 ; ;神经 元 实质 的 逻辑 运算 是 多 种 多 样 的 . 但 是 ， 
对 每 一 个 给 定 类 型 的 神经 元 ， 风 仅 能 实现 一 个 具体 的 带 辑 代数 式 的 运算 如 图 17- 12-3 所 
东 的 神经 细胞 仅 能 实现 代数 式 - 

арт 1) = ip) (а? + #,(р)) + баб) 
该 与 其 等 价 的 代数 式 。- 

将 有 限 个 “神经 细胞 ” 的 输入 端 和 输出 端 按 一 定 ПО 
的 方式 相互 连接 以 后 , ву ?神经 网 络 ”. 它 的 连接 Шо | 
疮 则 及 神经 圆 络 的 输 大 和 输出 与 第 17.5 蔬 的 逻辑 网 络 类 同 。 因 此 ， 也 有 开 环 神经 网 络 和 
闭环 神经 网 络 之 分 .图 17.12-4 (а) 是 具有 四 条 输入 线 和 一 条 输出 线 的 开 环 神经 网 络 . 
图 17.12-4 (5) 则 是 具有 一 条 输入 线 利 一 条 输出 线 的 闭环 神经 网 络 . 但 是 ,比较 有 意思 的 


图 17.12- 
是 神经 网 络 中 的 每 一 个 细胞 的 输出 便 构成 一 个 状态 分 量 。 细胞 输出 的 兴 厚 或 抑 个 即 决定 
该 状态 分 量 的 取 值 。 因此 ， 由 ;个 细胞 构成 的 神经 网 络 至 多 可 有 2 个 状态 , 可 用 图 
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图 “17.12-5 


17.12-6 的 表 集 (包括 2 个 表 ) 表 示 . 在 表 中 с Н i 个 细胞 ,41 为 其 状态 , 取 值 是 1 或 
0， 由 神经 细胞 的 工作 特点 可 以 知道 , 神经 网 络 也 是 一 种 特殊 类 型 的 自动 机 , 它 的 输出 与 
该 瞬时 的 输入 无 关 ,而 是 前 一 节拍 输入 和 状态 的 函数 。 例 如 ,由 “个 细胞 组 成 的 有 几 条 输 


авы 
图 17.12-6 | 


入 线 和 一 条 输出 线 的 神经 网 络 在 2 时 刻 的 输出 方程 和 状态 方程 可 写成 
2(р) == ССр — 1), х(р — 1)), 

9(р) = &(9(р — 1), ж(р — 1)). (17.12-1) 
这 里 g(g) 和 х(р) 分 别 表示 КЭА А ЕТАН ЛЕНЕ, 4 СР) 则 是 第 i 个 细胞 的 状 
ЖХ, ж;р) 则 是 第 j 个 输入 线 的 状态 。 如 果 把 2(p) 表示 为 Ср) 的 函数 , 上 面 方程 组 则 可 
写 为 . | 

2 (р) == А(9(Р)), 
| 9С) == 8(9Ф— 1), жр 1). «| (17.12-2) 
这 时 便 可 以 看 出 , 它 和 描述 自动 机 工作 的 方程 组 是 一 样 的 。 因 此 ,可 像 分 析 自 动机 一 样 来 
分 析 神 经 网 络 。 例 如 图 17.12-4 (b) 所 示 神 经 网 络 的 输出 方程 和 状态 方程 组 便 是 
z(p) = gs(p), 
4з(Р) 一 qxp ™— 1), 
Фр) = qf — 1) + (р -— 1), 


ФСР) = х(р — 1). | (1712-3) 
为 了 更 明显 地 看 到 输出 和 输入 的 关系 ,我 们 把 有 关 的 状态 方程 代 人 输出 方程 ,这 时 
=(р) = х(р — 3) + 43(р— 2). (17.12-4) 


АВЕ В 17.12-5 的 神经 网 络 列 写 输出 方程 和 状态 方程 , 则 有 
2(р) == ge(p), 
Че (р) = gp— 1) + (р 1) + 45р 1), 
45Р) = «(р — Обр — Dilp — 1040р — 1), 
9«0Р) == хур — Пар — Па (р — Пакр— 1), 
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gp) = (р — Дар — 1050р — Па 一 1), 

ФСР) = x2(p — 1). 

ФСР) = ri(p.— 1), (17.12-5) 
它 的 输出 与 输入 的 关系 是 

2(p) = xi(p — 2)r(p — 3)%(р — 2)x(p — 3) 

+ Ср 2) (р — З)х(р — 2)x(p — 3) 

+ = (р — 2)1(р — 3) (р — 2%Кр — 3). (17.12-6) 
方程 (17.12-3), (17.12-4), (17.12-5) 和 (17.12-6) 表明 了 相应 神经 网 络 的 逻辑 功能 。 
由 方程 《17.12-4) 和 (17.12-6) 不 难看 出 ， 任 时 刻 的 输入 信号 经 过 有 限 个 节拍 以 后 便 在 
УЕ. ^ 

由 于 每 个 神经 细胞 者 含有 一 个 延 巡 单元 ， 因而 整个 神经 殉 络 就 可 能 含有 若干 个 延迟 
单元 。 这 样 ,要 实现 一 个 积 和 式 的 运算 ,利用 逻辑 单元 仅 是 瞬间 的 事情 ,而 用 神经 细胞 ;一 
般 来 讲 斌 需要 两 拍 或 两 拍 以 上 的 时 间 才 能 完成 。 当 输入 信号 节拍 等 于 神经 细胞 工作 节拍 
时 ,利用 神经 细胞 并 不 能 实现 所 有 的 有 限 自 动机 。 例 如 ,对 于 一 个 很 简单 的 用 方程 

2(р) = x1Cp)x2(p) 
来 描述 的 自动 机 就 实现 不 了 。 因为 要 求 神经 细胞 经 过 一 拍 延 迟 实现 上 式 右 端 , 即 实现 
2(р) 一 (Р 一 абр 一 р 
的 运算 ,这 是 不 可 能 的 . | 

我 们 注意 到 ,所 有 "神经 网 络 ? 中 的 基本 神经 元 都 可 以 用 各 种 逻辑 门 来 实现 ,唯一 不 同 
的 是 各 种 逻辑 门 本 身 没有 时 间 延 习作 用 。 只 要 适当 地 用 延迟 单元 与 各 种 逻辑 门 相配 合 
ЗЗА аат НА рт ИНЕ ТОЛАР, 因此 ， НИНЫ 
能 模拟 神经 系统 的 某 些 现象 . 

如 本 节 开 始 曾 提 到 的 那样 ， 实际 的 神经 元 的 功能 或 许 不 能 用 兴 4 在 和 抑制 两 个 状态 来 
描述 , 它 的 输出 状态 可 能 是 某 一 有 穷 数 p,p 二 2, 但 是 , 只 要 输出 状态 是 有 穷 的 ,就 总 可 
以 用 逻辑 网 络 来 描述 它 , 即 可 用 通常 的 门 电 路 构成 的 有 穷 网 络 来 代表 一 个 神经 元 ,问题 是 
需要 比较 确切 地 了 解 神经 元 的 功能 原理 。 直 接 用 多 态 器 件 构 成 的 逻辑 网 络 去 找 述 神经 元 
也 是 一 种 可 能 的 方法 ,但 是 从 模型 的 功能 范围 上 看 ,不 见得 有 根本 性 的 变化 . 
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-自动 化 技术 的 发 展 要 求 赋予 控制 机 或 信息 处 理 机 识别 某 些 客观 事物 的 能 力 。 例 如 抽 
取 事物 的 基本 特征 而 加 以 分 类 ,对 某 些 事物 的 细节 做 详细 的 分 析 从 而 得 到 精密 结构 等 等 ; 
一 切 能 以 某 种 信息 形式 进入 机 器 的 事物 对象 .过 程 等 统称 为 图 象 或 称 为 模式 。 图 象 识别 
(Pattern Recognirion) 或 叫 模式 识别 通常 被 列 人 人 工 智能 的 范畴 。 图 象 识别 技术 的 含义 很 
广泛 ,例如 图 片 照 片 的 特征 提取 和 分 类 ， 雷达 反射 信号 的 全 息 处 理 ， 文 字符 号 的 直接 判 

读 ,空间 物体 几何 结构 的 分 析 ,细胞 涂 片 的 辨认 ,人 的 语音 的 机 器 识别 等 等 . 
| 有 关 图 象 识别 的 研究 ,由 于 目的 和 对 象 的 不 同 就 自然 出 现 不 同 的 出 发 点 和 研究 方法 ， 
例如 ,从 生理 学 的 观点 ,图 象 识别 的 研究 着 重 分 析 和 模拟 人 的 各 种 感 观 和 大 脑 对 客观 事物 
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的 识别 机 理 ， 从 技术 科学 的 角度 出 发 ， 图 象 识别 的 任务 是 分 析 和 概括 有 关 识 别 技术 的 实 
践 经 验 ,然后 上 升 为 理论 ,利用 数学 为 工具 ,建立 用 机 器 能 够 实现 的 识别 方法 和 程序 ,去 解 
决 各 类 识别 问题 的 自动 化 问题 。 在 本 节 内 我 们 将 对 后 者 进行 简略 的 讨论 . 
首先 , 设 某 一 类 事物 有 几 个 特征 ,每 个 特征 都 可 以 用 一 个 量 来 描述 . 把 这 些 特征 量 按 
一 定 的 规则 排列 成 = 维 向 量 . 一 切 可 能 的 向 量 构成 一 个 向 量 空 间 ， 称 为 特征 空间 。 根 据 
把 特征 空间 划分 为 子 集 的 概念 ,对 于 所 要 处 理 的 描绘 数据 进行 信息 压缩 , 抽取 特征 ,进而 
做 数据 处 理 和 膛 辑 判断 。 设 某 一 事物 可 以 用 ”个 特征 量 x1，x2,"… ,xs 组 成 的 = 维 向 量 
х б, 
X= (м, 03,055, д), (17.13- 1) 
x 称 为 图 象 的 特征 向 量 ， 这 样 一 来 ， 每 一 个 具体 图 家 就 对 应 于 п 维特 征 空间 中 的 一 个 点 ， 
把 特征 空间 划分 成 互 不 交叉 的 若干 个 区 域 ， 一 个 区 域 就 对 应 于 一 个 图 象 类 ， 当 输入 一 个 
图 象 时 ,就 根据 它 的 特征 向 量 属于 那个 区 域 而 判定 属于 那 一 类 , 如 图 17.13-1 所 示 。 用 数 
学 方法 分 类 问题 可 以 用 “判别 函数 ?来 表达 ,假定 用 8 52, 55, 5, 表示 有 个 可 能 划分 的 类 
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图 17.13-1 

Я]. 今 构造 《个 泛 函 , Di(x) 称 为 5; 类 的 判别 函数 ，/ 一 1, 2;'… ,《。 如 果 输 入 x 属于 
5, 类 ,那么 Di(zx) 必须 取 最 大 值 , 即 对 所 有 5, 类 的 x 

Dx) > РкКх) 71 一 1 2 К, 1521, ХЕ (17.13-2) 


这 样 一 来 ,特征 空间 中 ,第 ;类 与 第 i 类 所 对 应 区 域 的 分 界面 就 由 下 式 决 定 | 
D(x) — D(x) = 0. (17.13-3) 
满足 上 述 条 件 的 泛 函 就 可 以 作为 分 类 判别 函数 。 如 果 函 数 的 形式 是 线性 的 ， 称 为 线性 分 
类 ,是非 线 性 的 称 为 非 线性 分 类 ， 
线性 分 类 中 很 量 要 的 一 种 是 按 距 离 最 小 分 类 。 对 于 不 类 中 的 每 一 类 ， 分 别 确定 一 个 
参考 向 量 , ги, т, 5-5, 7k 作为 各 类 的 样板 ， 可 以 以 与 参考 向 量 的 距离 最 小 作为 分 类 准则 ， 
对 于 输入 向 量 x 如 果 下 式 成 立 , 那 么 x 属于 第 i 类 : 
jx — rl == min, (17.13-4) 
其 中 | а о 维 欧 氏 空间 R, 中 的 向 量 范 数 , 极 小 min ды; 遍历 1, 2,…, 下 时 的 极 小 
值 。 上 式 又 可 改写 为 
lx—r = lz — 20%, гр + lrill (17.13-5) 
这 里 (. ,， ) 表 示 К, 中 的 内 积 。 如 果 把 参考 向 量 7;。i 一 1 , 2,… ,规范 化 , 那么 要 求 
x 与 7; 的 距离 最 小 就 相当 于 要 求 | 
(ж, г,) = тах, (17.13-6) 
上 式 说 明 , 按 距 离 最 小 的 分 类 属于 线性 分 类 ， 如 果 x 与 第 i 个 参考 向 量 г 的 相关 系数 最 
大 ,那么 就 判定 属于 第 ; 类 。 这 就 是 用 得 比较 普遍 的 “样板 匹配 ”法 。 由 于 措 绘 图 象 所 抽 
取出 来 的 特征 往往 会 有 所 变化 ,同时 又 不 可 避免 地 存在 着 噪音 等 干扰 的 影响 ,所 以 每 一 个 
具体 的 描述 向量 x 实际 上 是 一 个 随机 向 量 ， 故 分 析 某 一 类 的 特性 时 ， 可 以 用 概率 论 的 方 
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法 ,统计 求 出 概率 密度 函数 ， 这 实际 上 是 通过 对 各 类 图 象 的 大 量 采样 的 统计 处 理 , 求 出 概 
率 密度 的 近似 表达 式 , 作 为 机 器 进行 自动 分 类 的 判别 依据 中， 

”为 了 用 机 器 按 样板 匹配 法 进行 自动 分 类 ,当然 先 要 制定 样板 , 即 确定 样板 向 量 r;。 这 
一 工作 也 可 以 用 计算 机 来 完成 。 办 法 是 将 已 知 属于 同一 类 别 的 一 定数 量 的 图 象 《 图 象 集 
合 ) 特 征 数 据 输入 到 机 器 中 去 加 工 处 理 , 例 如 用 数据 平滑 法 求 出 多 元 随机 量 的 数学 期 望 和 
相关 函数 ， 再 由 此 求 出 概率 最 大 的 样板 向 量 у, 这 个 加 工 过 程 类 似 对 一 个 操作 手 的 训练 
过 程 或 学 习 过 程 ， 故 可 称 为 对 机 器 的 监督 训练 。 这 种 图 象 识别 方法 常 称 之 为 监督 分 类 
图 象 识别 的 另 一 种 与 上 述 不 同 的 类 别 是 没有 给 定 某 类 别 的 训练 集合 ， 也 没有 外 界 的 
监督 作用 。 而 是 按 事先 给 定 的 某 种 准则 , 把 特性 相 类 似 的 归 为 一 组 , 成 为 一 个 聚合 组 , 组 
的 数目 即 可 能 的 分 类 数 预 先 可 以 是 知道 的 ,也 可 以 是 不 知道 的 ,这 种 情况 称 为 非 监督 分 类 
或 非 监督 聚合 . 在 这 类 问题 中 ， 如 何 选择 图 象 的 采样 特征 向 量 是 很 重要 的 ， 特 征 向 量 的 
选择 加 上 判别 准则 的 确定 ,等 同 于 如 何 定义 一 个 聚合 组 . 定义 不 同 ,机 器 的 分 类 效率 和 精 
度 也 就 不 同 。 例 如 ,可 以 事先 根据 实际 问题 的 特点 构造 一 个 聚合 准则 函数 Л, 将 函数 了 的 
值 域 分 成 不 同 的 子 集 ; 每 一 个 子 集 对 应 一 种 分 类 。 所 以 ;建立 一 个 聚合 的 准则 以 及 与 其 所 
相应 的 一 个 算法 ,两 者 一 起 就 构成 解决 聚合 分 类 问题 的 机 器 程序 .这 种 方法 曾 有 效 地 用 于 
地 球 资源 的 分 类 。 在 高 空 用 多 光谱 遥感 仪器 对 地 球 表面 摄影 或 扫描 ， 根 据 不 同 物体 反射 
不 同 光 谱 的 特性 把 光谱 性 质 相 近 的 合 在 一 起 成 为 一 个 珍 合 组 ;* 从 豁达 到 分 类 的 要 求 ，. 

样板 匹配 法 能 够 有 效 地 应 用 到 人 的 语音 识别 问题 中 ,: 语音 的 元 素 是 音节 ， 音 节 的 突 
变 是 语音 结构 的 主要 特征 。 中 国 科学 院 物 理 研 究 所 选用 时 间 ~ 频 率 -~ 幅度 所 谓 “ 三 维 频谱 ” 
作为 语音 模型 的 基本 特征 去 选择 识别 参数 路 。 从 每 个 语音 中 分 离 一 定数 量 的 频率 作为 识 
别 音节 的 主要 特征 ,两 相 邻 音节 谱 值 之 差 的 绝对 值 可 衡量 音节 之 间 变 化 的 程度 ,在 选 定 的 
一 些 声 音频 谱 上 对 旺 值 进 行规 范 化 ， 提高 那些 在 能 量 上 是 次 要 的 但 在 区 分 音节 上 将 变 为 
主要 特征 的 那些 频谱 的 权重 ,参与 样板 匹配 。 

设 一 段 语 音 (或 一 名 话 ) 由 多 个 音节 组 成 ， 占用 时 间 为 Т. ЕМА, АО 
样 点 ) Ж0<л< а... <ы=Т. НЕЕ ГНА ВЕЕ, ИШ. 
25 ЖЭ] 20 千 赫 划分 为 30 个 通道 进行 滤波 ，L 一 30， 将 测 得 的 N Xx Е аан 
4и 列 成 矩阵 Во, 并 将 它 作 为 基本 状态 空间 的 特征 量 


AL 4 
Bo G7.3-7 
Ам Ан 8% Ам. | 
ЕН ИСИ 
8(1„) = 5, Учи ды = 2, 3,..., №, 17.13-8) 
因而 一 自 语 音 的 总 刺激 量 是 上 
А = Ја. | | (17.13-9) 
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A = 
А, "м. М <М (17.13-10) | 
为 平均 刺激 量 ， 
信息 压缩 过 程 是 按 下 列 程序 进行 的 ， 先 算出 平均 刺激 量 A, 然后 求 滑动 和 
Ка) - У ё(1,) = У), (17.13-11) 


对 阶梯 状 函 数 RG,) 的 值 用 До 为 单位 作 增 量 量 化 处 理 ， 得 到 函数 Ra,(z:)，、 它 是 递增 函 
数 ,依次 取 值 {0, До; 2 Ao,………}. 然 后 只 在 函数 Ra,(4) 值 发 生变 化 的 那些 节点 中 选 出 、 
其 余 的 节点 去 掉 。 选 出 的 节点 数 记 为 M。 在 矩阵 Bo 中 去 掉 相应 的 行 ,只 留 下 选 定 的 M 个 
节点 对 应 的 行 ,于 是 得 到 一 个 被 压缩 了 的 矩阵 В, = (4,), 它 含 有 M X 工 个 元 素 . 

为 了 去 掉 发 音 强 弱 这 个 无 关 重 要 的 因素 影响 ， 对 矩阵 В, 的 诸 元 Л, 作 能 量规 范 处 
理 : 


1 
L 3 “ й 
„=, /(>1 №) ‚11, 2 М, ја 12,55,10. (17.13-12) 
j=1 


ХМ х 工 个 数据 按 顺序 构成 一 个 特征 矩阵 的 诸 分 量 ，B == (ал). 

机 器 工作 时 , 先 由 讲话 人 对 规定 字汇 表 中 的 每 一 个 字 , 按 上 述 程序 得 到 每 个 字 的 样板 

特征 阵 | 

B*(R) == (ай (>, (17.13-13) 
其 中 《表示 字汇 表 中 单字 的 顺序 编号 .机 器 将 记 住 所 有 不 个 字 的 样板 特征 阵 。 这 个 过 程 
叫做 对 机 器 的 训练 过 程 ,或 者 称 为 机 器 的 学 习 ( 熟 悉 ) 过 程 . | 

机 器 接收 ,加 工 并 记忆 了 讲话 人 对 字汇 表 中 的 所 有 字 的 语音 样板 特征 阵 后 , 即 可 开始 
听取 他 的 讲话 ,对 每 一 个 字 实 时 地 进行 处 理 , 用 前 述 样板 匹配 的 方法 把 语音 变 为 文字 , 按 
需要 把 全 部 讲话 以 文字 或 任何 别 的 形式 打印 成 文件 输出 ;或 者 ,自动 按 规定 的 法 则 用 明码 
或 密码 文件 的 形式 送出 ， 

随 着 机 器 运算 速度 的 增长 和 存 贮 能 力 的 增加 ， 识 列 程 序 必 然 会 逐步 完善 ， 用 一 台 机 
器 学 会 本 国 的 各 种 方言 ,各 种 外 国语 ,实时 地 把 这 些 语言 用 声音 或 文字 形式 翻译 成 它 所 学 
会 的 任何 一 种 外 国语 或 本 国语 言 ， 这 是 完全 可 以 实现 的 。 计算机 技术 和 信息 处 理 技术 的 
巨大 进展 已 经 为 此 提供 了 必要 的 物质 条 件 ， 为 达 此 且 的 所 需要 的 仅仅 是 科学 技术 工作 者 
的 创造 性 的 劳动 。 

如 上 例 中 所 看 到 的 ， 用 特征 向 量 的 样板 匹配 方法 可 以 解决 很 多 图 象 识别 问题 。 这 种 
方法 研究 得 比较 充分 . 但 是 这 个 方法 有 两 个 明显 的 缺点 : 第 一 ,对 复杂 的 事物 ,特征 向 量 
的 维 数 可 能 很 高 ,增加 了 识别 过 程 的 工作 量 ;第 二 ,也 是 主要 的 缺点 ,特征 向 量 的 定义 本 身 
较 少 地 反映 了 事物 (图 象 ) 的 逻辑 结构 信息 ,因为 结构 特征 往往 难以 用 一 个 简单 的 数列 充 
分 地 表示 出 来 ,然而 结构 特征 对 区 分 事物 常常 是 首要 的 因素 . 为 了 克服 这 个 缺点 ,近年 来 
有 人 2 用 完全 不 同 的 数学 工具 ,开辟 了 一 条 图 象 识别 的 新 的 途径 , 即 以 结构 特征 作为 基本 
出 发 点 的 识别 方法 ,叫做 “语法 分 析 识别 ?. 

语法 分 析 识 别 法 不 用 特征 向 量 去 描述 事物 ， 而 着 眼 于 对 图 象 元 素 的 结构 特征 进行 分 
фт. 首先 把 一 个 待 分析 的 图 象 划分 为 简单 的 子 图 象 ， 简 单 的 子 图 象 又 由 更 简单 的 象 素 组 
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成 。 这 样 一 来 ,从 “语法 构造 ?观点 看 ,图 象 的 构成 就 有 点 类 似 于 语言 构成 。 例 如 英文 句子 
由 短语 组 成 , 短语 又 由 单词 组 成 , 单词 由 字母 组 成 。 开 始 研究 有 关 语 言 的 结构 时 , ЖЕН 
一 系列 再 写 规则 的 短语 结构 语法 去 分 析 句 子 是 有 效 的 。 以 后 ， 又 发 现 某 些 类 型 的 程序 设 
计 语 言 ,就 是 由 一 种 特殊 短语 结构 语法 所 产生 的 ,这 就 开阔 了 用 语法 理论 研究 程序 设计 的 
方向 , 语言 可 看 成 是 由 一 串 符号 组 成 的 链 。 平面 图 象 是 二 维 的 , 但 经 过 适当 的 处 理 , 也 能 
化 成 符号 链 , 下 面 举 一 个 手写 字符 的 例子 , 如 图 17.13-2 中 所 示 的 5 字 , 是 把 写 在 纸 上 的 
字符 ， 经 过 阴极 射线 管 扫描 后 存 到 按 平面 排列 的 移 位 寄存 器 中 所 得 到 的 二 维 图 形 。 如 果 
经 过 细 化 处 理 , 按 上 下 左右 逐次 去 掉 边缘 的 点 ,最 后 细 化 成 宽度 只 有 一 点 的 骨架 。 这 时 候 
: 4 | 


图 17.132 І 图 17.13-3 


就 成 为 由 节点 和 分 支 组 成 的 图 了 。 只 要 从 -一 个 端点 到 另 一 个 端点 ,用 如 图 17.13-3 所 示 的 
八 个 方面 进行 编码 ， 就 得 到 一 串 由 方向 组 成 的 链 ， 例 如 细 化 后 的 5 字 从 并 了 方 端点 至 右 
方 端点 的 方向 编码 为 

000, 112, 121, 223, 444, 444, 444, 322, 232, 322,.21 
这 样 就 可 以 用 方向 码 来 代表 原来 的 图 形 . К 

下 面 简单 地 谈 谈 短语 结构 语法 。 一 个 短语 结构 说 法 定义 为 一 个 四 元 式 : 

б == (ик, эт, р, s), (17.13-14) 
其 中 wx Ж от ЗЕ С 的 非 终止 符 和 终止 符 ， 字 母 表 vw 和 vz 的 总 和 又 构成 G 的 总 字母 
表 v;p 是 一 组 再 写 规 则 (或 称 为 产生 式 ), 它 表 示 由 vr 和 vw 组 成 的 链 a,《 其 中 至 少 包 括 
一 个 非 终止 符 ), 用 另外 一 条 链 8 (8 比 6 长 ) 来 代替 的 规则 ,解释 为 由 产生 8, 并 用 a->p 
的 形式 表达 ;: 是 特殊 的 非 终 止 符 , 称 为 起 始 符 ， 

当 给 定语 法 G 的 字母 表 。 及 一 组 具体 的 再 写 规则 后 ,从 起 始 符 开始 ,反复 使 用 不 同 的 
再 写 规则 ， 就 可 以 产生 出 各 种 由 от 中 的 符号 组 成 的 链 x, 各 种 可 能 产生 的 x 所 成 的 集合 
{=}, 就 是 由 语法 G 产 生 的 语言 L(G), ГСС) 一 {x}. 

根据 再 写 规则 的 不 同形 式 ,短语 结构 语法 可 以 分 成 三 种 类 型 

类 型 1 上下文 有 关 语 法 。 再 写 规则 形式 为 

6146 > 0185, (17.13-15) 
其 中 4 € vw, б, б, p 是 。 的 元 素 组 成 的 链 , В 的 长 度 不 为 0。 
类 型 2， 上下文 无 关 语 法 。 再 号 规 则 形式 是 
А-В, (17.13-16) 
其 中 4 与 8 的 假设 ,与 前 面相 同 。 
类 型 3 有 限 状态 语法 , 再 写 规则 形式 为 
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A 一 aB 或 4-2, (17.13-17) 
. НА, Вер, а, РЄ от, А, В, а,Ь ЕЛЕ. 

上 述 每 一 类 型 的 语法 ,对 应 于 一 种 该 类 语法 产生 的 语言 ,能 为 对 应 的 自动 机 所 接受 ， 
反之 亦 然 。 例 如 有 限 状 态 语 法 对 应 于 有 限 状 态 自动 机 ,这 类 语法 的 再 写 规则 形式 最 简单 ， 
通常 称 为 正则 语法 .前 面谈 到 的 由 节点 分 支 构成 的 图 ， 就 可 以 用 正则 语法 描述 。 如 果 能 
够 用 某 种 语法 产生 的 语言 描述 有 关 的 图 象 ， 那 么 识别 图 象 就 相当 于 区 分 由 特征 字符 组 成 
的 链 。 例 如 对 于 不 类 个 图 象 4, я, зь, 可 分 别 构造 下 种 语法 G1,G;,'……, Са, 使 得 由 
С, 产生 的 各 种 链 代 表 s; 类 的 图 象 ， 于 是 , 对 于 未 知 的 由 链 x 所 表示 的 图 象 , 分 类 问题 就 
是 区 别 * 属于 外 个 类 别 中 的 哪 一 类 .实现 分 类 的 根据 是 给 出 相应 的 算法 ， 这 就 是 所 谓语 
法 分 析 。 语法 分 析 能 接受 由 语法 产生 的 链 ， 同 时 给 出 对 输入 图 象 加 以 完整 描述 的 树 状 结 
构 。 换 名 话说 ,给 出 一 个 由 特定 字符 构成 的 链 *, 并 确定 有 关 的 语法 G 能 否 构造 一 个 树 状 
结构 ,使 得 充满 在 图 17.12-4 所 示 的 三 角形 范围 中 。 如 果 能 够 达到 ,那么 *e L(G), 否则 
xEL(G)， 语 法 分 析 的 难 易 与 G 属 于 那 种 类 型 有 关 ， | 

可 以 看 出 , 如 何 根据 某 类 图 象 的 大 量 采样 , 来 得 到 描述 该 类 图 象 的 语法 , 就 如 同 如 何 
根据 大 量 采 样 来 估计 概率 密度 函数 一 样 。 这 就 是 语法 推断 间 题 .要 5 
求 通过 大 量 的 采样 ,由 机 器 自动 地 推断 出 能 够 描述 此 类 图 象 的 语法 。 
目前 对 于 有 限 状 态 语法 的 推断 ， 取 得 了 一 些 初步 结果 zz。 为 使 这 种 
方法 成 为 一 个 有 效 实用 的 方法 尚 需要 作 进 一 步 的 研究 . 

中 国 科学 院 自动 化 所 基于 语法 分 析 的 原理 ， 研 制 成 功 了 手写 数 
码 的 识别 装置 an， 并 已 应 用 于 信函 自动 分 拣 中 . 所 采用 的 办 法 是 把 х 
字符 经 过 细 化 处 理 变 为 宽度 只 有 一 点 的 骨架 ,然后 根据 端点 、 三 叉 点 图 №13 
和 四 又 点 数目 进行 粗 分 组 ,再 从 骨架 的 端点 至 端点 用 八 个 方向 及 凸凹 等 特征 进行 编码 ,于 
是 就 把 一 个 字符 表示 成 了 特征 链 , 在 此 基础 上 ,设计 一 种 与 有 限 状态 自动 机 相 类 似 的 时 序 
逻辑 , 包括 着 于 个 状态 及 转移 条 件 。 如 果 特 征 链 输入 后 , ИННЫ, 转移 至 最 
终 状 态 ,就 判 为 字符 通过 此 逻辑 , 从 而 确认 该 字符 的 类 别 ， 为 菜 一 类 字符 设计 的 逻辑 , 只 
允许 描述 该 字符 的 特征 链 通 过 ， 而 尽量 不 使 描述 其 它 字 符 的 特征 链 通 过 。 这 样 就 实现 了 
对 10 个 数码 类 形状 变化 大 的 字符 进行 分 类 . 

以 上 所 述 的 语法 ,各 单元 闻 只 有 左 或 右 的 连接 ,是 一 种 一 维 的 情况 .为 了 考虑 描述 更 
复杂 的 图 象 ,曾经 作 过 一 些 推广 。 如 以 一 定 概率 使 用 再 写 规则 的 随机 语法 ,或 者 引 人 模 糊 
集 (Fuzzy Set) 的 概念 构造 一 种 称 为 模糊 语法 的 语法 等 等 。 为 了 描述 复杂 事物 ， 也 有 人 
研究 高 维 语法 , 它 可 以 较 成 功 地 描述 由 节点 和 分 支 构成 的 图 ,如 Р. Р. L. (Picture Descri- 
ption Language) 语言 Plex 语法 ，Graph 语法 及 Web 语法 等 ,为 描述 复杂 的 图 象 ,高 维 语 
法 以 及 相应 的 语法 分 析 的 研究 是 应 该 重视 的 。 总之， 把 图 象 的 构成 及 描述 与 语言 的 构成 
及 描述 加 以 对 比 , 从 这 一 点 出 发 ,对 图 象 识别 提供 了 一 种 新 途径 , 总 称 为 图 象 识别 语言 结 
构 方法 的 研究 。 
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第 十 八 章 “ 自 镇 定 和 自 适 应 系统 


在 前 几 章 里 ,我 们 曾 从 各 种 角度 出 发 ,讨论 了 如 何 设计 能 够 满足 各 种 不 同性 能 指标 的 
控制 系统 ， 从 控制 设计 的 依据 条 件 , 即 先 验 信息 完备 程度 的 观点 来 看 ,自动 控制 系统 可 以 
分 为 两 大 类 。 第 一 类 是 具有 完备 先 验 信息 的 系统 ,在 这 里 ,有 关 受 控 对 象 特性 ,输入 特 性 ， 
环境 条 件 等 等 均 在 设计 系统 之 前 就 已 完全 具备 了 。 只 要 我 们 的 设计 确实 正确 地 反映 了 客 
观 存在 ,那么 设计 出 来 的 系统 应 该 基本 达到 ,或 完全 达到 设计 指标 . 本 书 第 十 三 章 以 前 主 
要 研究 的 就 是 这 类 系统 。 它 们 可 以 统称 之 为 确定 系统 或 者 全 信息 系统 ， 

实际 上 还 有 另外 一 类 控制 系统 ,它们 的 存在 也 是 大 量 的 ,这 就 是 在 设计 系统 时 尚 没 有 
掌握 或 不 可 能 全 部 掌握 必要 的 先 验 知识 。 这 些 不 能 完全 确定 的 或 者 完全 不 能 预知 的 因素 
可 分 为 三 类 : (1) 输入 信号 的 变化 规律 ; (2) 受 控 对 象 的 特性 和 环境 条 件 , 即 运动 方程 式 . 
及 其 状态 ; (3) 系统 结构 中 的 元 件 可 靠 性 及 工艺 误差 《检验 未 发 现 的 错误 )。 在 第 十 四 章 
和 十 五 章 内 我 们 研究 了 输入 信号 为 随机 过 程 时 的 控制 系统 的 分 析 和 综合 方法 .第 十 六 章 
内 则 讨论 了 一 种 特殊 的 关于 对 象 信息 不 完备 的 系统 设计 一 一 自 寻 最 优点 系统 的 设计 和 分 
析 方 法 .但 是 ,不 具备 受 控 对 象 特性 及 其 工作 环境 先 验 知 识 的 情况 , 绝 非 仅 在 寻 优 系统 中 
存在 ,而 是 大 量 存在 的 事实 。 例 如 飞行 器 的 飞行 条 件 , 精 轧 钢 机 所 加 工 材料 的 轧 前 真实 厚 
度 , 加 热 炉 的 环境 温度 ;吊车 的 负载 重量 等 等 , 均 无 法 在 设计 系统 时 预知 。 这 些 因素 或 者 
使 受 控 对 象 的 运动 方程 式 增加 了 不 确定 性 (飞行 条 件 , 吊 车 负载 ), 或 者 使 运动 方程 式 的 边 
界 条 件 成 为 不 确定 的 因素 (加 热 炉 的 环境 温度 ) 等 等 。 在 常规 条 件 下 设计 出 来 的 系统 ,在 
某 种 特殊 的 情况 下 可 能 完全 失 工作 能 力 ， 例 如 并 失 稳 定性 。 为 了 适应 这 种 大 量 存 在 的 
不 愉快 的 事实 ， 就 不 得 不 采用 另外 一 些 原 理 去 设计 系统 .所谓 自 行 镇 定 系统 和 适应 环境 
的 系统 ( 自 适应 系统 ) 就 是 针对 这 些 无 完备 信息 的 受 控 对 象 产生 的 。 本 章 内 我 们 将 介绍 几 
种 具有 代表 意义 的 自 镇 定 系统 和 自 适 应 系统 的 工作 原理 ， 使 读者 对 这 类 问题 获得 一 些 简 
略 的 但 是 又 是 准确 的 概念 . 

关于 如 何 对 付 最 后 一 种 不 确定 性 ,部 元 件 的 可 靠 性 ,机 构 、. 元 件 和 线路 的 偶然 故障 ,将 
在 下 一 章 内 详细 讨论 . 

本 章 里 将 讨论 对 不 具备 完备 信息 的 受 控 对 象 ， 如 何 设计 可 靠 的 和 能 适应 环境 条 件 的 
控制 系统 ,使 系统 在 无 人 参与 的 情况 下 ,本 身 能 够 自动 地 改正 设计 中 不 能 预料 到 的 失 谐 或 
偶然 发 生 的 差错 ,形象 地 讲 ， 似 平 控制 系统 本 身 就 能 “理解 ”如 何 正确 地 行动 。 这 很 像 一 
切 生物 的 适应 性 机 能 、 这 种 机 能 保证 生物 在 恶劣 的 条 件 下 和 在 正常 条 件 下 一 样 的 生存 . 
所 谓 自 适应 性 这 一 概念 原来 就 是 从 有 关 生 物 的 生活 状态 的 研究 中 抽象 出 来 的 。 因 为 对 于 
一 切 生物 来 说 ,这 种 适应 性 的 存在 和 有 效 性 是 十 分 明显 的 ,也 是 人 们 所 十 分 熟悉 的 ， 英美 
的 阿 施 贝 (Ashby)、 马 克 劳 克 和 皮 茨 〈MecCulloch，Pitks) 等 人 曾经 对 动物 神经 系统 产生 适 
应 行为 能 力 提出 过 一 些 假说 ， 对 于 这 些 问题 曾 有 过 争论 ”"“ 。 我 们 这 里 的 讨论 将 不 涉及 
到 生物 机 理 方面 的 东西 ,目的 仅 在 于 指出 ,利用 普通 的 自动 控制 工具 可 能 使 系统 部 分 地 得 
到 自 适 应 的 机 能 。 至 于 是 否 还 存在 其 它 的 更 接近 于 生物 的 适应 机 能 的 系统 结构 原理 ， 我 
们 就 暂 不 考虑 了 。 随 着 对 生物 机 能 研究 的 进展 和 深化 ,自然 ,人 们 将 会 设计 出 更 完善 的 自 


Ta 
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为 简单 起 见 ,我 们 考虑 由 两 个 变量 y, 和 yy 确定 的 自治 系统 (在 第 7.3 节 已 经 讨论 过 这 

种 类 型 的 系统 ), 相 平 面 就 是 уу, 平面， 假设 上 表示 时 间 , 于 是 决定 系统 运动 状态 的 联 立 

方程 可 以 写成 | 
= 91 уз 5), 

и: 一 = ул, ув 9, | (18.1-1) 


Іх СА Л Ж 里 包含 着 一 个 外 加 的 参数 5, 只 有 当 确定 的 时 候 ,表示 dyy/ dt 和 dyz/ di 
之 间 的 函数 关系 , 以 及 yn 和 yy 本身 才 能 确定 。 作 为 一 种 特殊 情况 ,我们 让 4 取 一 系列 离 
散 值 。 根 据点 (ул, у») 的 轨迹 曲线 就 确定 了 系统 的 运动 状态 的 形式 ， 这 些 轨迹 曲线 是 由 
相 平面 上 不 同 的 初始 点 出 发 , 随 着 时 间 增 加 而 得 到 的 曲线 。 很 清楚 地 看 到 ,参数 4 能 取 多 
少 个 不 同 的 值 ,系统 就 会 有 同样 数目 的 运动 形式 。 例 如 ,在 第 7.8 节 讨 论 过 的 线性 系统 ( 相 
Т у= у, у = ў) ФНО, 假设 能 够 取 五 个 不 同 的 值 , 一 个 是 比 一 1 小 的 负数 ， 
一 个 是 一 1 和 0 之 间 的 负数 , 一 个 等 于 0, 一 个 是 0 和 1 之 闻 的 正 数 ， 还 有 一 个 是 大 于 1 
的 正 数 ,五 个 运动 形式 由 图 7.8-2 到 7.8-6 表示 出 来 。 现 在 还 可 以 举 出 另外 一 个 例子 


= а) + Бу, 
t 


2 一 аа(Б)ул + а); | (18.1-2) 


其 中 系数 an, ар, ап 和 za 是 “的 单调 函数 ,于 是 “ 取 多 少 种 不 同 的 值 就 有 多 少 组 不 同 的 
系数 ,每 一 组 系数 给 出 一 个 一 定 的 运动 形式 。 
如 果 在 相 平面 上 系统 所 有 的 运动 曲线 趋向 某 一 点 (稳定 平衡 点 ), 那么 运动 形式 是 稳 
定 的 ; 如果 系统 的 运动 曲线 由 平衡 点 发 散 出 去 ,系统 的 运动 形式 就 是 不 稳定 的 。 满足 需要 
的 系统 自然 应 当 是 稳定 的 。 如 果 我 们 能 够 使 系统 自动 按 弃 那些 不 稳定 的 运动 形式 ， 而 保 
留 稳 定 的 运动 形式 ,那么 ,就 能 使 系统 得 到 我 们 所 需要 的 合适 的 运动 状态 。 
如 果 把 所 需要 的 系统 的 平衡 点 用 一 个 封闭 的 边界 包围 起 来 ,并 且 建 立 一 套 开 关 装 置 ， 
每 当 系统 的 运动 曲线 到 达 边 界 时 ,参数 $ 就 会 改换 成 另外 一 个 不 同 的 值 ,我 们 来 观察 一 下 
这 将 会 发 生 什么 情况 。 假 设 有 像 图 18.1-1 (а) 表示 的 一 个 由 Po 点 并 始 的 运动 形式 , 这 是 
:一 个 不 稳定 的 运动 形式 , 系统 将 会 在 已 点 和 边界 相 碰 ， 碰 到 边界 的 状态 就 促使 开关 装置 
发 生动 作 , 于 是 * 跳 到 另外 一 个 不 同 的 值 , 系统 的 运动 形式 变 成 18.1-1 (b) 那样 ,这 个 形 
式 也 是 不 稳定 的 ,系统 从 Р, 点 运转 到 已 点 和 边界 相 磁 ,开关 装置 又 改变 ВИН ,运动 形式 
变 成 图 18.1-1 (с) 的 样子 ,其 中 虽然 包含 着 一 个 稳定 平衡 点 ,但 是 这 时 候 系 统 仍 然 向 边界 
外 面 运转 ,开关 装置 又 第 三 次 发 生 作用 ,运动 形式 变 成 图 18.1-1(d) 表示 的 那 种 样子 , Ж 
统 由 Р, 点 运转 到 平衡 点 P, 这 个 形式 将 保留 下 来 ,因为 在 稳定 条 件 下 ,系统 将 不 会 和 边界 
相 磁 ,因此 开关 装置 不 发 生 作用 ,5 也 就 不 会 再 改变 ， 


748 - 第 十 八 章 ” 自 镇 定 和 自 适应 系统 


图 18.11 _ 


所 以 ,只 要 加 上 一 让 开关 装置 和 一 个 事先 就 规定 在 相 平面 里 的 开关 边界 ， 系统 就 自动 
地 按 弃 那些 不 稳定 的 形式 , 保留 稳定 的 运动 形式 , 而 自动 达到 稳定 状态 。 更 进一步 ,使 参 ” 
数 $ 改变 的 开关 装置 ， 它 的 作用 可 以 完全 是 随机 的 。 如 果 开关 只 动作 一 次 就 达到 稳定 的 
形式 , 这 当然 比较 好 。 但 是 无 论 开关 作用 了 一 次 或 者 作用 了 三 次 , 得 到 的 结果 总 是 一 样 ， 
终归 能 达到 稳定 状态 。 由 此 可 见 , 我 们 可 以 借助 纯粹 机 械 的 方法 产生 有 目的 的 运动 状态 . 
这 样 的 系统 自动 地 达到 稳定 状态 , 它 并 不 是 具有 那 种 事先 设计 好 的 稳定 性 , 而 是 通过 “ 理 
解 ” 变 成 稳定 的 。 不 言 而 喻 , 如 果 系 统 的 结构 完全 不 稳定 , 也 即 对 于 任何 一 个 参数 5 系统 
都 不 稳定 ,那么 这 种 方法 就 不 可 能 获得 成 功 。 如 果 在 开关 边界 内 确 有 稳定 点 ,那么 这 种 系 
统 有 着 更 加 高 超 的 稳定 性 质 ， 在 向 池内 的 书 中 把 这 种 系统 由 做 "自行 镇定 的 系统 ”， 

我 们 可 以 把 两 个 变量 的 自治 系统 推广 到 个 变量 多 的 系统 ,这 里 ;一 1 于 
是 微分 方程 可 以 写成 


一 Jo pe ИГО, 1,11, ns (18.1-3) 


其 中 是 一 个 参数 。 每 当 相 空间 у; 里 系统 的 运动 曲线 磁 到 开关 边界 ， С 就 由 原来 的 值 跳 
到 另外 一 个 不 同 的 值 . 此 处 的 开关 边界 是 " 维 空间 里 的 一 个 一 1 ВН, 这 样 一 个 : 
系统 也 同样 是 自行 镇 定 的 系统 . 
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为 了 说 明 自行 镇 定 的 系统 的 运动 状态 ， 阿 施 贝 做 了 一 个 比较 简单 的 模型 m， 这 个 模 
型 包含 四 个 变量 , 四 个 变量 yy, уз, уз 和 yy 分 别 表 示 四 根 磁 铁 的 转角 ; 磁铁 在 运动 时 受到 
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86КА Је, ВАЛЕЕВА Е , 通 到 等 个 线圈 的 电流 又 分 别 由 四 根 
磁铁 的 转角 决定 。 因 为 阻尼 很 大 的 原故 , 磁铁 的 运动 相当 缓慢 , 可 以 把 惯性 力 忽 略 不 计 ， 
根据 由 线圈 产生 的 那些 力矩 应 该 等 于 阻尼 力矩 的 关系 ,得 到 运动 方程 : 

ЕА == апу 十 ару + азуз + ацух, 


" ~ = адлу + ару 十 азуз + 02474。 


р 
РУ = ау + ару + азуз + аму, 


4 | .. . 
Ре = алу Ё ау 十 авуз + ану. (18.2-1) 


[2 


方程 里 那些 系数 。 的 大 小 可 以 由 实验 者 用 一 个 可 变 电 位 计 调节 通 到 线圈 里 的 电流 加 以 改 
变 。4。 的 符号 也 可 以 利用 安装 在 线 旷 线路 中 的 换 向 器 加 以 改变 ， 此 外 ,对 于 每 一 根 磁铁 ， 
控制 它 的 位 置 的 四 个 线圈 中 , 有 一 个 线 图 的 电流 经 过 一 个 转换 开关 , 转换 开关 共有 25 个 
可 能 的 位 置 。 每 当 磁 铁 的 转角 在 正方 向 或 者 负 方 向 偏转 到 45° 的 时 候 ， 转换 开 关 就 随机 
地 跳 到 另外 一 个 位 置 。 这 样 一 来 , ИЖЕ, j 一 1,2,3,4) 中 的 四 个 系数 ,每 个 都 能 由 
四 个 转换 开关 随机 地 选取 25 个 值 中 的 一 个 , 对 于 每 一 根 磁铁 , 或 者 说 每 一 个 变量 у, 我 
们 都 可 以 画 出 一 个 侈 
13.2-1 那样 的 方块 
图 . 
这 里 的 开关 边界 
是 四 维 相 空间 里 以 原 
点 为 中 心 边 长 和 90 
转角 相应 的 “立方 
体 ”。 对 于 实验 者 每 : = 5 
给 出 一 次 # 的 安排 来 就 发 后 转 换 作用 ) 
说 ， 四 个 转换 开关 能 图 824 
够 给 出 被 它们 决定 的 254 = 390,625 种 四 个 系数 的 组 合 .所 以 我 们 用 手 变动 一 次 可 变 电 位 
计 , 这 个 模型 就 有 390,625 种 运动 形式 ,这 些 形 式 中 有 些 是 稳定 的 ,有 些 是 不 稳定 的 .不 稳 
. 定 的 形式 将 被 自动 的 按 弃 掉 。 

现在 可 以 把 自行 镇 定 的 性 质 作 -- 个 形象 化 
的 说 明 。 首 先 ,为 了 简单 起 见 ,我 们 先 看 一 根 磁 
铁 ， 使 它 的 反馈 线路 经 过 一 个 转换 开关 回 到 它 


一 2 时 间 本 身 ; НЕК. :图 18.2-2 表示 这 根 
一 人 一 一 = 

磁铁 的 运动 形式 。 图 中 上 面 的 曲线 代表 磁铁 的 

18.22 转角 ,下 面 的 曲线 表示 转换 开关 的 动作 . 在 Di， 


用 手 拨 动 磁铁 ;但 是 转换 开关 的 位 置 给 出 一 个 稳定 运动 形式 ,磁铁 就 很 快 地 回复 到 原来 的 
位 置 。 在 Р, 用 手 把 反 馈线 路 倒转 ,现在 转换 开关 原先 的 位 置 使 得 系统 变 成 不 稳定 ,磁铁 
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的 转角 到 达 开 关 边 界 (图 中 用 庶 线 表示 的 部 分 )、 于 是 转换 开关 发 生 作 用 ， 转换 开关 姚 动 
一 次 后 , 形式 变 成 稳定 的 , 根据 在 р, 时 刻 加 一 个 外 扰 所 引起 的 变动 得 知 系统 确实 是 处 于 
稳定 状态 中 了 。 在 Ra, 再 用 手 把 反 馈线 路 倒转 ， 这 时 候 转 换 开关 随机 地 跑 动 了 四 次 才 使 
系统 达到 稳定 状态 。 在 D; 系统 又 是 稳定 的 了 。 | 

现在 再 来 讨论 下 面 一 个 例子 。 设 有 两 根 互相 影响 的 磁铁 ,分 别 用 уз 和 表示 他 们 的 
转角 。 系数 oa 由 实验 者 给 定 ， 系 数 az 由 转换 开关 随机 地 取 值 。 其 余 的 系数 都 取 为 零 . 
对 于 每 次 给 定 的 一 个 ea, 由 于 转换 开关 能 够 随机 地 取 25 个 值 中 的 一 个 ， 于 是 就 有 25 种 
不 同 的 运动 形式 .实验 所 得 的 结果 用 图 18.2-3 表示 , 图 中 上 面 的 两 条 曲线 分 别 代表 两 根 
磁铁 的 转角 为 和 уз: 最 底下 的 曲线 表示 转换 开关 的 动作 。 在 Di, 转换 开关 的 位 置 给 出 的 
是 一 个 稳定 的 运动 形式 ,转角 yy 和 yy 是 同方 向 的 ,在 Ri， 倒 转 第 2 根 磁铁 的 线圈 的 极 性 
( 通 入 这 个 线圈 的 电流 由 第 1 根 磁 铁 的 转角 决定 ) 因 而 改变 了 系数 mm 的 符号 ,这 时 系统 就 
不 稳定 了 , 转角 到达 开关 边界 ; 转换 开关 跳动 一 次 后 系统 又 变 成 稳定 的 . 在 Di:， 由 一 

个 试验 性 外 扰 表明 系统 是 稳定 的 . 六 和 уз 的 方向 
” 正如 预料 那样 是 相反 的 ， 在 Р, 把 a 的 符号 又 
换 成 在 Di 时刻 的 符号 ; 转换 开关 作用 后 , 系统 又 
是 不 稳定 的 了 。 直 到 转换 开关 跳动 三 次 以 后 系统 
才 达 到 稳定 。 在 D;, 可 以 看 出 系统 又 是 稳定 的 ， 
у Яп у, 偏转 的 方向 相同 。 

最 后 举 一 个 例子 说 明 。 甚 至 于 直到 系统 设计 
成 功 后 都 未 曾 预 料 到 的 情况 发 生 时 ， 自 行 镇 定 的 

о. 系统 也 会 自动 的 适应 环境 . 我 们 考虑 图 18.2-4 表 
图 18,23 0. 示 的 具体 过 程 。 这 里 有 三 根 互相 影响 的 磁铁 分 别 

用 yy 为 和 为 表示 他 们 的 转角 , 在 Di 的 情形 表明 ， 最 初 系统 是 稳定 的 。 转角 я уз 214 
相同 ,但 是 y 的 方向 和 他们 相反 ;现在 在 时 刻 J]， 
我 们 使 模型 遭 到 一 种 新 的 ， 没 有 预料 到 的 情况 ， р 。 7 b, 
我 们 把 第 一 根 磁 铁 和 第 二 根 磁 铁 联系 在 一 起 。 这 R 
样 一 来 他 们 转动 的 方向 就 必须 永远 一 致 。 加 入 这 
种 限制 以 后 ， 转 换 开 关 的 动作 情况 和 以 前 可 能 的 
动作 情况 有 所 不 同 。 两 根 磁铁 连 在 一 起 以 后 ， 系 


统 变 成 不 稳定 了 ,结果 转角 增 大 使 转换 开关 发 生 。 )， | 
作用 。 一 连接 蛮 三 个 不 稳定 的 运动 形式 才 达到 稳 一 /一 一 


”定形 式 ,如 D, 所 示 。 在 R， 把 第 一 根 和 第 二 根 磁 一 -一 时 间 
铁 间 的 联系 解除 掉 , 系 统 又 变 成 不 稳定 的 ;这 时 就 一 一 一 和 一 一 一 一 一 
又 要 求 转换 开关 发 生 新 的 动作 。  :.. . 2-4 
18.3 а 定 的 и 率 


Е 前 面 一 节 А ВАМИ 


18.3 稳定 的 概率 . 751 


应 能 力 的 特征 。 自 然 会 发 生 下 面 的 问题 ， 关 于 稳定 的 寻求 是 否 总 能 成 功 呢 ? 成 功 的 概率 
等 于 多 少 ? 如 果 我 们 考虑 方程 (18.1-3) 所 确定 的 那 种 具有 ”个 变量 的 自治 系统 , 离散 参 
с 的 每 一 个 值 给 出 一 个 普通 的 动力 系统 ， 于 是 和 所 有 值 对 应 的 那些 = 个 变量 的 自治 
系统 组 成 一 个 系 集 . 我 们 可 以 在 带 有 开关 边界 的 相 空 间 里 把 稳定 的 概率 确定 如 下 : 在 相 
空间 里 取 一 点 PCy;)， 孝 虑 围绕 着 P 点 的 一 个 无 穷 小 邻 域 了 ， 在 上 述 动力 系统 组 成 的 系 
集 里 具有 稳定 平衡 点 在 体积 4V 中 的 百分数 是 4p。 在 开关 边界 围绕 的 相 空 间 Ч ЖК ар 的 
积分 ,这 样 就 给 出 对 应 于 特定 的 开关 边界 的 系统 稳定 的 一 般 概率 р. 

不 言 而 喻 ,真正 要 计算 这 个 稳定 的 一 般 概 率 是 一 个 非常 困难 的 数学 问题 ,为 了 得 到 关 
于 这 个 概率 的 一 些 了 解 , 阿 施 贝 对 下 面 一 类 线性 系统 的 系 集 做 了 一 些 实验 分 析 


-De i ,2 (18.3-1) 
这 里 只 有 原点 是 一 个 平衡 点 。 必 须 研 究 下 面 的 行列 式 方程 才能 解决 系统 的 稳定 问题 ， 
6;; 一 1, 当 i =, 


н = А 一 0， 18.3-2 
9 0, еј, (183-2) 


假设 所 有 的 根 % 的 实数 部 分 都 是 负数 ,那么 系统 就 是 稳定 的 . 通常 这 些 根 4 称 为 方 阵 (ai 
的 特征 根 。 在 系 集 里 有 些 方 降 的 全 部 特征 根 实数 部 分 都 是 负 实 数 ， 这 种 方 阵 出 现 的 概率 
等 于 系统 稳定 的 概率 。 阿 施 贝 考 虑 了 最 简单 的 分 布 , 即 均匀 分 布 的 情形 , 具体 地 说 , 就 是 
方 阵 Casj) 中 每 个 元 素 以 同样 的 可 能 性 取 包 含 在 .一 9 到 十 9 之 间 的 每 一 个 整数 值 。 一 般 说 
来 ,可 以 借助 于 记载 随机 数目 的 表 来 完成 选取 mi КИН. М ”一 1， 稳 定 的 概率 显然 等 于 
1/2。 对 于 其 它 阶 数 的 系统 , 阿 施 贝 利用 胡 尔 维 荧 的 规则 "2 试验 稳定 情况 。 他 所 得 到 的 宕 
果 列 在 表 18.3-1 内 .可 以 看 出 稳定 的 概率 随 着 系统 阶 数 的 增加 而 逐步 碱 少 。 这 个 概率 过 
似 地 等 于 1/2", . 

如 果 我 们 对 а 加 上 某 些 适当 的 限制 ,那么 稳定 的 概率 就 会 增 大 ， 例 如 ， 我 们 使 方 阵 
对 角 线 上 的 元 素 等 于 零 , 或 者 等 于 负数 ,假设 变量 之 间 互 相 不 发 生 影响 , 那么 系统 就 总 是 
稳定 的 .对 于 一 个 变量 , 或 者 ” = 1 的 系统 , 稳定 的 概率 显然 等 于 1. 当 ” 一 2， 概 率 等 于 
3/4， 阿 施 贝 的 实验 结果 列 在 表 18.3-2 内 。 


Ж 18.3-1 : 3 18.3-2 


试验 次 数 | 找到 稳定 的 次 数 | 稳定 的 百分比 п 试验 次 数 | 找到 稳定 的 次 数 | 稳定 的 百分比 


由 表 中 看 到 稳定 的 概率 增 大 了 一 些 ， 但 是 无 论 如 何 , 当 变量 的 数目 增加 的 时 候 , 稳定 
的 概率 就 一 定 会 减 小 .从 这 些 研究 材料 中 ， 得 出 下 面 的 结论 : 系统 稳定 的 概率 将 随 着 系 
统 逐 渐变 复杂 而 按 一 定 的 规律 逐渐 减 小 。 那 些 庞大 的 系统 不 稳定 的 可 能 性 就 比 稳定 的 可 
вал. | 
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184 终点 场 


按照 阿 施 贝 的 作法 ， 对 于 某 个 给 定 的 参数 值 5 所 得 到 的 运动 形式 我 们 都 给 АЕ 
定 的 名 称 ,把 相 空间 里 的 运动 形式 称 为 运动 状态 曲线 场 .这 种 场 随 着 参数 的 改变 而 有 所 不 
同 .经 过 开关 作用 后 与 某 个 参数 值 对 应 的 最 后 的 稳定 场 称 为 终点 场 ， 这 样 一 来 , 求 出 到 达 
终点 场所 必须 的 开关 动作 次 数 的 平均 数 Y， 就 非常 重要 。 这 个 数目 Y 和 自行 镇 定 系统 稳 
定 的 概率 ”之 间 有 简单 的 关系 。 开关 第 一 次 作用 后 能 达到 终点 场 的 概率 显然 就 等 于 p， 
没有 达到 终点 场 的 概率 是 g 一 1 一 pz， 假设 开关 完全 随机 地 起 作用 ,于 是 第 二 个 场 (第 二 
次 开关 作用 后 得 到 的 场 ) 是 稳定 的 概率 仍然 等 于 р, 不 稳定 的 概率 仍然 等 于 9、 所 以 第 二 
个 场 达到 终点 场 的 条 件 概 率 等 于 pg; 而 第 二 个 场 仍然 不 是 终点 场 的 概率 等 于 FP， 以 此 类 
推 ， 我 们 知道 开关 作用 mw 次 以 后 才 达 到 终点 场 的 条 件 概率 等 于 pq"!, 达 到 终点 场所 必须 
的 开关 作用 次 数 的 平均 数 N 就 是 


7 一 人 | 
м = Хин „да-да 


жа 一 一 一 = 一， К . (18.4-—1 
Хы т а-а 1-94 Р | ) 


如 果 非常 小 ,对 于 那些 席 大 的 系统 来 说 ,达到 终点 场 的 开关 动作 次 数 的 平均 数 N 就 韭 党 
大 ,这 样 看 来 ,就 需要 经 过 一 段 漫长 的 过 程 ,需要 很 长 的 时 间 才 能 找到 终点 场 。 

在 一 个 场 里 ,如 果 只 有 很 小 一 部 分 运动 形式 曲线 趋向 平衡 点 ,而 其 它 的 曲线 将 从 平衡 

点 散 开 去 碰 到 开关 边界 ， 这 种 特殊 的 场 可 以 称 为 奇异 终点 场 ， 只 有 从 开关 边界 出 发 的 运 

动 曲线 恰好 就 是 上 述 能 趋向 平衡 点 的 那些 少数 的 曲线 中 的 曲线 ， 这 个 场 才 是 终点 场 。 下 

面 我 们 就 会 看 到 ， 这 种 奇异 终点 场 是 不 好 的 场 。 假 设 一 个 自行 镇 定 系统 所 有 可 能 出 现 的 

场 中 ,有 一 部 分 是 奇异 终点 场 ,这 一 部 分 场 成 为 终点 场 的 可 能 性 非常 小 ,为 了 说 明 这 一 点 ， 

我 们 再 进行 一 些 分 析 。 开 关 边 界 曲 面 上 总 有 这 样 的 部 分 ， 从 这 部 分 出 发 的 运动 形式 曲线 

趋向 平衡 点 。 设 这 部 分 面积 和 整个 开关 边界 曲面 面积 的 比值 是 4， 例 如 图 18.1-1 (а) 和 

СЬ) 表示 的 那 两 个 场 ,《 一 0, 图 18.1-1(c) 表示 的 场 中 , 和 差不多 等 于 1/2。 图 18.1-1(d) 

表示 的 场 , 一 1， 自 行 镇 定 的 系统 所 有 可 能 的 那些 场 中 ， 如 果 有 《在 到 十 大 之 间 
的 百分数 等 于 КО. КО 就 是 自行 镇 定 的 系统 可 能 有 的 场 的 分 布 函 数 ,按照 定义 

ком = 1, ` (18.4-2) 

因为 只 有 那些 从 开关 曲面 上 不 那 一 部 分 出 发 的 运动 曲线 才 可 以 产生 一 个 终点 场 . РА 

在 与 十 克之 间 产生 终点 场 的 条 件 概率 等 于 AKCt)dk。 由 此 可 知 ,终点 场 的 分 布 函数 
#00 和 自行 镇 定 的 系统 可 能 有 的 场 的 分 布 函数 关系 如 FF: = а 

gO = CO (18.4-3) 

как | 

显然 


бат, ава) 


п аад ал н к а ааба ваа чейн ад араба тас иаа ор ханиад: эа 
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如 图 18.4-1 所 画 的 那样 , 终点 场 的 分 布 集中 在 那些 不 值 较 大 的 地 方 ,因此 ,不 很 小 的 奇异 
终点 场 是 不 好 的 场 . | 

然而 , 真正 的 终点 场 的 分 布 与 公式 (18.4-3) 得 到 的 那 种 可 能 的 终点 场 的 分 布 并 不 相 
同 。 其 原因 在 于 ， 系 统 的 平衡 状态 会 遭 到 一 些 随 
机 干扰 的 作用 ,如 果 相 空间 里 的 平衡 点 靠近 开关 
边界 ,那么 即使 相当 微小 的 干扰 也 会 使 系统 的 瞬 
时 状态 跑 过 边界 ,而 把 原来 的 场 破坏 掉 。 所 以 ,有 
随机 干扰 作用 的 时 候 ， 如 果 一 个 终点 场 保持 稳定 
状态 的 概率 很 大 ， 那 么 平衡 点 必须 在 开关 边界 内 
靠近 中 心 的 地 方 。 例 如 图 18.4-2 的 三 个 场 中 ,(e) 
场 就 比 (a) 场 和 (b) 场 来 得 稳定 一 些 。 其 中 (Ь) 
场 同时 包含 一 个 不 稳定 的 平衡 点 和 一 个 极限 环线 ， 

为 了 把 这 样 一 个 在 随机 干扰 作用 下 的 稳定 性 概念 表达 成 定量 的 形式 .我 们 引入 在 一 
个 干扰 作用 后 终点 场 保持 不 变 下 的 概率 ,如果 场 里 只 包含 一 个 稳定 平衡 点 P, 见 图 18.4- 
2, 并 且 假 设 干扰 使 系统 由 已 点 离开 的 分 布 函数 已 经 确定 (譬如 说 按照 一 个 高 斯 分 布 ) , 那 


么 ,把 这 个 分 布 函 数 在 相 空 间 中 开关 边界 所 包围 的 区 域内 求 积 分 , 就 得 到 o。 如 果 终 点 场 
包含 一 个 极限 环线 5, 那么 , 把 极限 环 上 的 每 一 点 先 看 作 是 一 个 平衡 点 , 然后 按照 稳定 平 
衡 点 的 办 法 求 出 相当 的 概率 ,最 后 根据 系统 将 在 这 些 点 耗费 的 时 间 的 比例 , 求 出 这 些 概率 
的 平均 值 0, 这 个 平均 值 " 就 是 场 保留 下 来 的 概率 。 我 们 可 以 认为 每 一 个 终点 场 都 有 一 
个 这 样 的 概率 "， 用 w(c) 表示 终点 场 在 o 的 概率 分 布 函数 :也 就 是 "在 到. 十 do 之 
间 找 到 一 终点 场 的 概率 等 于 mp(c)dc。 显然 | 
| - [едва = 1. | (18.4-5) 
用 4(c) 表示 真正 的 终点 场 的 分 布 函数 ， 

| bc)dc = 1, (18.4-6) 


我 们 将 借助 于 p(c) 来 计算 woc)， 我 们 既然 假定 了 90) ЖЕНЩИНУ 
数 ,因此 这 个 分 布 函数 将 不 会 因为 随机 干扰 的 作用 而 有 所 改变 ， 此 外 ,在 一 个 随机 干扰 作 
用 以 后 , ЕЖЕ о 在 0 到 a + ас 之 间 而 百分数 是 Ф(о)ас 的 场 ， 保 留 下 来 的 概率 等 于 
с, 遭 到 破坏 的 概率 等 于 1 一 "。 由 于 一 个 随机 干扰 的 作用 ， 而 被 破坏 掉 的 场 的 总 百分数 
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| 《1 一 ~ ho) do. 


新 的 终点 场 根据 可 能 的 终点 场 的 分 布 而 决定 ; 也 就 是 根据 pCo) 来 决定 。 所 以 在 一 个 随 
机 干扰 作用 后 ， 在 9 到 с + do 中 间 终 点 场 的 总 百分数 应 等 于 


op(o)do 十 ОТАМ (1 — 0") ф(0')ас’. 


因为 随机 王 近 不 会 影响 最 司 的 分 布 eCo)。 所 以 上 面 的 数目 和 4(од4о 成 正比 ， 如 果 C 代 
表 比 例 常数 ,那么 
с [54 + бо) 人 (一 oo дао — ф(9). 


О 一 1 对 求 可 分， 根据 方程 (18.4-5) 和 (19.4-6) ИЯ 
道 C 等 于 1, 所 以 我 们 得 到 Е 
- по) + об) а вши = 96. 


上 面 方程 里 的 积分 是 一 个 与 с 无 关 的 常数 。 可 以 看 出 фо) 和 1 一 o) 成 比例 关 
Е ЭЛЕ (184-6) 得 到 | 
YO) = — 9 (18.4-7) 


Goh os 


根据 方程 (18.4-7) 可 以 由 可 能 的 终点 场 的 分 布 函 数 得 到 真正 的 终点 场 的 分 布 函 数 . 
因为 可 能 的 终点 场 的 分 布 ， 可 以 通过 计算 系 绕 里 所 有 可 能 得 到 的 场 的 分 布 , 利用 方程 
《18.4-3) 求 得 。 我 们 至 少 能 够 在 理论 上 根据 自 
行 镇 定 的 系统 的 特 竹 得 到 真正 终点 场 的 分 布 . 
方程 (18.4-7) 表明 ,真正 的 终点 场 的 分 布 0) 
与 w(c) 比较 起 来 更 加 集中 在 那些 o 的 值 大 的 

地 方 。 这 一 事实 从 图 18.4-3 中 可 以 清楚 地 看 
到 ， 同 时 也 是 我 们 在 以 前 的 直观 的 讨论 中 所 预 
у ШИ 料 到 的 ,我们 需要 注 党 ,特殊 类 型 的 随机 干 
1843 о 扰 ,将 仅仅 影响 分 布 函数 mw(o) 的 计算 .至 于 方程 
(184- 力 所 衫 定 的 9(c) 和 - jo) 之 间 的 关系 不 会 因 干 扰 的 类 型 不 周 而 有 所 改变 . 上 面 已 
经 说 明 , 达到 一 个 终点 场 需要 开关 作用 的 次 数 入 等 于 1/p， 这 里 ,? 是 一 个 自行 镇 定 的 系 
统 的 稳定 场 的 一 般 概 率 ， 因 为 我 们 已 经 知道 对 于 庞大 的 系统 ,? 着 减低 至 非常 小 的 数值 ， 
那么 N 就 会 很 大 , 比如 说 , 假设 系统 包含 100 个 变量 ，p 1/2, М 一 2m = 10%， 即 使 
我 们 使 得 开关 每 秒 钟 动作 十 次 ,达到 终点 场所 需要 的 时 间 仍然 要 等 于 3 x 10” 个 世纪 ,如 
此 长 的 时 间 完 全 可 以 认为 是 无 穷 大 的 :因此 实际 上 自行 镇 定 的 系统 将 永远 达 不 到 终点 
场 。 所 以 对 于 柔 统 很 庞大 的 情况 ， 同时 也 正 是 自动 寻求 稳定 状态 的 原理 处 于 重要 地 位 的 
情况 ,我 们 却 发 现 这 个 概念 是 不 现实 的 。 . 
为 了 弥补 上 述 的 缺陷 ， 我 们 必须 使 系统 稳定 的 概率 加 大 ， 可 以 采 色 一 个 折 训 的 办 法 
我 们 按照 下 面 的 方式 进行 设计 ， 系 统 的 场 限制 是 那些 在 希望 的 运转 条 件 下 稳定 的 场 。 只 
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有 局 部 和 少量 地 方才 需要 开关 作用 来 调整 。 换 名 话说， 我 们 根据 普通 的 方法 来 设计 系统 
而 不 采用 自行 镇 定 这 种 原理 。 只 有 当 预 先 估计 会 有 扰乱 的 时 候 才 采用 新 的 原理 和 开关 装 
置 。 例 如 ,我 们 可 以 根据 前 面 几 章 讨论 过 的 原理 ,设计 一 套 自 动 驾驶 飞机 的 装置 ， 但 是 我 
们 有 一 个 顾虑 ;整套 机 械 可 能 使 自动 驾驶 装置 传送 到 副 回 上 的 信号 发 生 错误 ,以 致 要 求 副 
要 向 下 的 信号 实际 上 产生 副 权 向 上 的 运动 。 假 设 机 械 果真 产生 了 这 种 错误 ， 于 是 自动 轰 
驶 装置 就 不 能 使 飞机 稳定 ,自动 驾驶 着 的 飞机 这 一 系统 也 就 不 稳定 了 ,飞机 就 要 发 生 旋 转 
运动 。 但 是 , 如 果 恰 好 在 这 一 点 上 采用 自行 镇 定 的 原理 , 那么 就 可 以 消除 设计 者 的 顾 卡 . 
当 飞 机 旋转 超过 预定 值 ,而 碰 到 开关 边界 的 时 候 , 开 关 就 自动 地 发 生 作用 。 这 时 系统 就 是 
包含 两 个 场 (一 个 稳定 的 场 和 一 个 不 稳定 的 场 ) 的 自行 镇 定 的 系统 了 ,无 论 自动 驾驶 的 飞 
机 这 一 系统 中 可 能 有 许多 个 变量 ， 但 是 开关 顶 多 动作 一 次 就 达到 稳定 。 这 里 采取 折衷 办 
法 的 主要 目的 是 ， 并 不 让 每 一 个 变量 都 随机 地 变化 。 差 不 多 所 有 的 条 件 下 ， 我 们 可 以 有 
运转 稳定 的 设计 ,由 于 需要 考虑 的 只 是 那些 预料 可 能 发 生 的 偶然 事件 ,这样 就 大 大 地 减少 
了 关于 表示 系统 行为 的 场 的 选择 。 因 此 ， 这 是 介 于 一 般 控制 设计 原理 和 自行 镇 定 原理 之 
间 的 一 种 折 袁 办 法 。 

对 于 生物 来 说 ,不 可 能 预先 假定 周围 是 什么 样 的 情况 ,所 以 要 想 限 制 系统 性 能 的 场 的 
选择 而 增加 稳定 的 概率 是 办 不 到 的 ， 阿 施 贝 发 现 另 一 种 增加 稳定 概率 的 途径 。 他 对 一 个 
非常 复杂 的 ,包含 着 很 多 变量 的 系统 进行 观察 ,结果 发 现 某 一 种 干扰 或 者 运转 条 件 的 变更 
只 直接 影响 这 些 变量 中 相当 少 的 若干 个 变量 。 这 样 ， 假 设 直接 受到 扰动 的 这 些 变量 可 以 
与 其 它 变 量 分 离开 来 ,把 他 们 组 成 一 个 自行 镇 定 的 系统 ,那么 ,对 于 那些 特殊 类 型 的 于 扰 , 
稳定 的 概率 可 以 大 为 增加 .例如 在 这 一 节 第 一 段 的 讨论 中 ,假设 直接 受到 干扰 的 变量 ,不 是 
原来 的 一 百 个 , 而 是 五 个 , 如 果 开关 每 种 钟 动作 十 次 ; 那么 预料 达到 终点 场 的 平均 时 间 只 
是 3.2 秒 ， 这样 一 来 ,假设 100 个 变量 可 以 分 成 20 组 ,每 组 有 五 个 变量 , 形成 二 十 个 自行 ， 
镇 定 的 系统 ,那么 要 求 完全 适应 一 个 新 的 运行 条 件 的 时 间 总 数 只 是 20 х 3.2.= 64 秒 。 对 
于 一 个 包含 一 百 个 互相 有 关联 的 变量 的 自行 镇 定 的 系统 来 说 , 从 3 x 10" 世 纪 变 为 64 
秒 ,这 的 确 是 一 个 惊人 的 改进 ! | 

自然 ,由 26 个 不 同 的 系统 (每 个 系统 各 包含 五 个 变量 ) 组 合 而 成 的 一 个 系统 ,就 不 如 
一 个 包含 100 个 变量 而 变量 之 间 互 相 有 影响 互相 有 关联 的 系统 那样 灵活 ,也 不 会 有 那样 好 
的 反应 。 但 是 ,如 果 某 种 干扰 只 直接 作用 到 五 个 变量 ,因为 我 们 可 以 适当 地 按照 干扰 的 性 
质 进行 变量 的 组 合 ,使 得 每 一 个 干扰 都 只 影响 到 某 一 个 子 系统 的 五 个 变量 ,于 是 有 五 个 变 
量 的 20 个 子 系统 组 成 的 大 系统 和 具有 100 个 变量 的 系统 是 等 价 的 。 假 设 , 受 到 干扰 的 变 
量 是 у, у, уз, у. 和 у, 于 是 这 五 个 变量 结合 而 成 一 个 具有 五 个 变量 的 自行 镇 定 的 系统 ， 
如 果 又 有 一 个 干扰 作用 于 变量 уз, уз, ую, уж 和 yw， 于 是 这 五 个 变量 也 结合 成 一 个 自行 
镇 定 的 系统 。 这 种 根据 运转 条 件 不 断 地 改变 系统 变量 的 组 合 而 形成 各 种 子 系统 的 现象 ， 
阿 施 贝 称 之 为 运动 状态 的 分 散 现象 ， 当 点 (yi, %,……, у.) 在 相 空间 内 某 一 定 范围 的 时 
候 , 使 方程 (18.1-3) 中 函数 Ол, уз, 5 уаз 5) 等 于 零 , 就 可 以 真正 作 到 运动 状态 的 分 
散 。 这 时 那些 y; 是 时 间 的 常数 函数 , 实际 上 只 是 其 它 变量 的 参数 而 已 。 在 我 们 上 面 提 到 
的 例子 中 ,对 于 第 一 个 干扰 来 说 , 点 бл, 六, >>, уа) 在 相 空 间 中 某 一 个 区 域内 ,除了 :一 
1, 2, 3,4, 5 以 外 方 都 等 于 0。 对 于 第 二 个 干扰 来 说 除了 ; 一 2, 5, 10, 98, 99 ЦЯ, Ж 
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ЖО А = 0， 很 明显 ,函数 户 的 这 种 运动 状态 只 是 意味 着 对 于 各 个 微 商 dys/ dz 来 说 存在 
жЕ. ТЕЗРО ААРААН. 因此 分 散 的 现象 是 不 难 作 
到 的 。 . 
| 阿 施 贝 把 具有 分 散 现象 的 自行 镇 定 的 系统 叫做 适应 环境 的 系统 。 一 个 适应 环境 的 系 
统 自 然 贞 有 能 适应 环境 的 性 能 ， 因 为 它 由 自行 锁定 的 子 系统 组 成 。 它 和 有 同样 多 个 变量 
的 自行 镇 定 的 系统 不 同 的 地 方 在 于 达到 终点 场 的 时 间 不 一 样 。 适 应 环境 的 系统 达到 稳定 
所 需 的 时 间 比 较 起 来 是 短 得 多 的 ,因此 就 使 得 自行 镇 定 的 原理 实际 上 能 够 实现 。 而 且 ,一 
个 适应 环境 的 系统 ,对 接连 出 现 的 干扰 的 反应 是 接连 的 尝试 性 的 变化 着 适应 ,这 种 系统 表 
示 逐 步 理解 的 过 程 ， 或 者 继续 适应 的 过 程 。 这 是 在 生物 中 经 常 可 以 看 到 的 特征 。 更 进 一 
步 ， 因 为 对 于 一 个 干扰 的 第 二 次 以 及 以 后 的 适应 必然 会 改变 系统 的 参数 。 与 第 一 个 干扰 
恒 等 的 干扰 重复 出 现时 ,一 般 说 来 系统 不 再 产生 第 一 次 所 适应 的 状态 ,这 是 真正 地 运动 状 
态 的 分 散 现 象 , 换 句 话说 , 系统 变 得 更 “老练 ”更 “聪明 ”了 , 现在 它 不 仅 能 够 抵抗 那 一 个 主 
要 的 干扰 ,而 且 还 能 适应 更 多 的 运转 条 件 了 . 
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第 二 节 内 讨论 的 自行 镇 定 系统 的 例子 表明 ,即使 受 控 对 象 的 先 验 知识 知道 的 非常 少 ， 
系统 仍 能 够 自行 找到 稳定 工作 点 。 由 于 极度 缺少 关于 外 界 条 件 和 内 部 结构 方面 的 详细 信 
息 ,自行 镇 定 装置 (继电器 ) 的 工作 程序 是 随机 的 ,以 至 近 于 “ 宦 目 * 的 。 自 行 镇 定 过程 在 那 
里 实际 上 也 是 一 种 搜索 过 程 ,只 不 过 是 随机 搜索 办 了 . :前面 曾经 指出 ,这 种 装置 的 缺点 是 
搜索 时 间 太 长 。 在 一 些 作 用 时 间 要 求 短 ， Тавоки, ЗОРЯ оа 
序 几 乎 不 能 或 完全 不 能 采用 。 “ . 

在 实际 问题 中 常见 的 另外 一 神情 况 是 ， 对 受 控 对 象 的 知识 已 经 足够 多 ， 即 Ех 
程式 的 形式 为 已 知 ,但 其 中 一 部 分 参数 的 确切 值 事先 无 法 完全 确定 ,而 它 的 变化 范围 可 以 
预先 确定 ,并 且 , 对 象 的 环境 条 件 局 部 地 ,或 者 全 部 地 ,能 够 在 工作 过 程 中 加 以 测量 。 用 这 
些 不 断 测量 得 到 的 信息 来 改变 控制 装置 的 结构 形式 或 参数 、 以 使 其 工作 性 能 处 在 预先 指 
定 的 要 求 范围 之 内 。 这 各 能够 有 条 件 地 适应 外 界 条 件 变 化 的 控制 原理 有 时 称 之 为 外 护 控 
制 。 

现 以 飞机 的 妆 态 控制 为 例 ， 说 明 这 种 原理 的 有 效 作 ， 具有 六 个 自由 度 的 飞机 ， 在 大 气 
中 飞行 的 运动 方程 式 在 机 身 固 联 答 标 系 内 可 写成 下 列 形式 ( 欧 拉 方程 组 ): 


Ч, о 2 - 
т ( + wyvs, 一 ол) = Х! 一 С sin 3, 
dt . . А 
. (22 + . . м у G 9 
т РИ о, - 9и) = 1 соз созу, 
dss . Е 
т (== + 90у, 一 ано) = == 2, + Ссоѕ9 пу; (18.5-1) 
dos, | dw | 
J + CJs, 一 Л», yo or 十 (в. 05, 一 и )-， = ма, 


18.5 对 环境 条 件 的 适应 757 


120, 4, 
7», 4; + Cz, 一 1. 0х, — (в, 十 РУ ) == Му, 
до, ， ， 
J 十 (1 — о, + Ј,,у,(05, — т) = Mes (18.5-2) 
ар 919927 — ws, siny 
аг cos8 и 
49 _ о, sin7 + ws с057, 
д1 
4 
2 == (0, 一 (о, cos7 一 ©, За 7)tan9, (18.5-3) 


ЕЗ ға, ул, 21 为 机 身 固 联 坐 标 系 的 三 个 坐标 轴 ， 原 点 在 飞机 重心 ，or 沿 飞 机 纵 轴 向 
ВІ, o 和 位 于 飞机 的 对 称 面 内 向 上 ,osg: 与 上 述 两 轴 构 成 右手 直角 坐标 系 ; os , vv ,yx* 是 飞 
机 速度 向 量 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 ; Л, Л,,, /.,, /.„, 为 对 相应 轴 的 转动 惯性 和 矩 或 混合 
АЕ; ф, 9,7 分 别 为 《机 姿态 角 ( 航 向 角 , 腑 仰角 ,滚动 角 ), 其 方向 和 符号 按 欧 拉 角 的 
规则 确定 ;mw 为 飞机 质量 。Xi，Y1，Zi1 和 MM:，M,,, М, 为 作用 于 飞机 上 的 外 力 和 外 力 
ЖЕНЕ. 
在 设计 中 , 常 将 上 述 方程 组 化 简 。 例如 研究 飞机 的 侧 向 运动 时 , 在 巡航 期 间 , 可 以 认 
为 v = В, ]., = 0, о,, оу, о, 的 积 很 小 ， 故 可 忽略 ;纵向 运动 对 侧 向 运动 的 影响 可 
忽略 不 计 。 飞机 速度 向 量 和 飞机 纵 对 称 面 的 夹 角 记 为 2, 称 为 侧 滑 角 ; 速度 向 量 在 飞机 
纵 对 称 面 上 的 投影 与 om 轴 的 夹 角 称 为 攻 角 ， 记 为 a。 在 上 述 假定 条 件 下 , 经 过 对 式 
(18.5-1), (18.5-2) #1 (18.5-3) 线性 化 处 理 以 后 ， 可 以 将 飞机 的 侧 向 运动 分 离 出 一 个 独 
立 的 方程 组 ， 线 性 化 后 的 方程 式 中 的 诸 变量 我 们 依然 采用 原来 的 符号 ， 显 然 ， 它 们 已 经 
不 再 是 原来 的 真 量 了 ,而 是 真 量 的 摄 动 增 量 .考虑 到 上 述 诸 假定 和 关系 式 
zx = особа, бу == — опа, р, == отр, (18.5-4) 


飞机 的 侧 向 运动 可 由 下 列 三 个 方程 式 措 绘 : | 


до, | 
” ( 了 + wrvy, – «о, = 7, + Ссоѕ9 һу, 
? | . 


dw 
Js, Adz == М, 
do, 
J = M,,, 
dr 
一 — ю,, + 0,,с057 89 = 0, 
ағ 
аф cos У 
一 一 一 = (), 18.5-5 
аг У: соѕ9 ( ) 


上 式 右 端 之 外 力 和 力矩 完全 与 空气 动力 有 关 。 因 此 它们 的 第 一 次 近似 可 以 写成 


2 
Zi 5р СЕ + ..., 


758 第 十 八 章 ” 自 镇 定 和 自 适 应 系统 


2 1 ш 
M == [$0 > (т? + т.о, 十 т.о, 十 тдз+ 0), 


„2 ww oo = 
М, = 156 > (ту 十 туго, + тупо, 十 туд, + .), .. (18.5-6) 


ХАА, $ 是 要 面积 , 2 为 飞机 所 在 点 的 大 气 密度 , ” 是 飞机 对 大 气 的 相对 速度 ， 
cz т... my, 为 相应 的 空气 动力 系数 ; 8,, 8з 为 方向 能 和 副 村 舵 的 偏 角 。 考 虑 到 前 面 的 
假定 ,将 式 (18.5-6) 右 端 的 主要 项 代入 式 (18.5-5) 后 线性 化 后 的 侧 向 运动 方程 为 


22. + 218 + аро, + во, + ант = р, 
dw 
= 十 428 + 40, + азо, = 6363 + р, 


,dw | | 
22. + вы? + 430, 十 4330, = Фад, + 6383 НВ, . 


de 十 вре, + аз, 十 азу = 0, 
А И 1 М | | 
аф 


и = 99... (18.5-7) 


Е Л, Ь, 户 均 为 在 第 一 次 近似 中 与 系统 坐标 无 关 的 外 扰 作 用 , ар Б, 为 气动 参数 , 角 
Еф, у 按 式 (18.5~6) Уо, о, 联系 着 ， | 
如 果 这 些 气 动 参数 都 是 常数 或 接近 于 常数 ， 那么 售 使 飞机 的 横向 控制 系统 稳定 地 按 
需要 工作 ,只 需 正 确 地 选择 对 舵 偏 角 д, 和 5; 的 控制 规律 
5, = 6›(В, 95 уз 7), | 、 
дз == 8300, 0.5.0), 7) | (18.5-8) 
ват. 但 是 问题 在 于 这 些 参数 随 飞机 的 飞行 了 高 度 ,速度 和 马赫 数 ,燃料 余 量 等 的 变化 市 
发 生 大 幅度 的 变化 。 例 如 ,飞机 的 起 飞 段 和 近 航 时 的 速度 就 可 以 相差 几 十 倍 , 大 气 密度 在 
地 面 和 在 22 公里 高 空 则 相差 20 倍 等 。 在 设计 控制 系统 时 不 可 能 预料 到 飞机 将 在 何 种 高 
度 上 或 以 何 种 速度 飞行 , 因此 就 要 求 控制 规律 式 (18:5-8) 对 飞行 条 件 具 有 一 种 适应 性 ， 
至 今 为 止 , 各 国 飞机 的 控制 规律 ， 多 采用 线性 方法 ， 即 舵 面 的 运动 规律 可 由 诸 变 量 的 
线性 组 合 表示 : 
6 саф + сыф + свт + си? + 2102), 
д; = сиф + саф + сву + ви? + 6302), (18.5-9) 
Е 7, ф бту, ФН) * 的 导数 ; (0, gs(z) 分 别 为 各 通道 的 输入 控制 指令 СЕ 
线 电 遥控 或 机 上 程序 控制 ); 而 cy 为 一 些 比例 常数 。 如 果 这 些 系数 已 经 选 定 ,那么 控制 系 
统 的 理论 设计 便 告 完 | 
显然 ,固定 的 ,一 成 不 变 的 控制 规律 不 能 适应 飞行 条 件 的 各 种 变化 。 在 起 飞 段 工作 很 
好 的 控制 系统 ,在 高 速 高 空 的 条 件 下 可 能 变 得 不 稳定 ;从 而 完全 形 失 工作 能 力 ， 为 了 使 控 
制 系统 具有 对 飞行 条 件 的 适应 机 能 , 就 必须 把 式 (18.5-9) 中 诸 系 数 ci 设计 成 可 随 飞行 
条 件 自 动 变化 的 参数 。 可 以 用 下 述 方法 达到 这 一 目的 。 由 于 式 (18.5-7) ҺА а, 


一 一 一 一 一 一 


Wh ие ГЈ 
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的 变化 主要 是 由 速度 ,燃料 余 量 ,大 气 密度 ,飞行 高 度 等 引起 的 ,或 者 可 以 将 这 些 主要 因素 
归纳 为 速 压 头 4 Гол, 高 度 妃 或 马赫 数 M 一 (а 为 当地 音速 ),， 和 燃料 及 其 它 运载 
物 的 重量 G， 这 就 是 说 м | 
ai = 269. Н, С), | (18.5-10) 
其 中 速 压 头 4 Танева О ЕНН Яав 
体 的 重量 G 也 可 以 在 飞行 中 测 出 . 7 
总 之 ,这 些 在 设计 过 程 中 不 能 预先 确定 的 因素 ,在 飞行 过 程 中 是 可 以 通过 不 断 地 测量 
得 到 的 ， 测 出 这 些 参数 以 后 or 就 完全 被 确定 了 ， 运 动 方程 式 (18.5-7) 的 左 端 以 及 受 控 
对 象 的 运动 规律 也 就 唯一 被 确定 了 。 为 了 使 控制 装置 具有 适应 性 ， 可 以 根据 外 扰 因 素 的 
值 去 改变 控制 规律 式 (18.5-8)。 例 如， 在 设计 系统 时 可 以 在 控制 装置 内 安置 几 个 可 变 参 
Ў, Й сд, со, ca 和 си, 使 
сн = ci(qg, Н, С), i—2,3, 1=1,2,3,4, (18.5-11) 
在 飞行 控制 过 程 中 ,根据 直接 测量 或 间接 测量 到 的 参数 去 调整 式 (18.5-9) 中 的 诸 系数 ,以 
求 得 系统 在 不 同 的 外 部 条 件 下 ， 都 有 良好 的 动态 和 静态 性 能 这 样 设计 的 窗 态 控制 系统 
的 结构 示 于 图 18.5-1 中 .为 了 适应 环境 参数 的 变化 需要 专 设 测量 装置, 以 得 到 环境 条 件 


环境 条 件 测 量 | . 
和 处 理 器 


Нас 
18.51 


不 断 变化 的 信息 , 作为 调整 控制 器 中 诸 参 数 cs 的 依据 这样 的 系统 能 在 任何 条 件 下 , Ж 
确 地 执行 程序 指令 7o, pe 和 фо, 并 保持 预定 的 动静 态 性 能 。 

我 们 重复 指出 ， 本 节 内 讨论 的 系统 对 环境 条 件 的 适应 性 完全 取决 于 对 环境 参数 的 直 
接 或 间接 的 测量 ,因此 可 称 之 为 对 扰动 的 适应 系统 . 
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除 前 面 几 节 所 介绍 的 自 适应 系统 外 , 近 二 十 多 年 来 ,还 提出 了 各 种 各 样 实 琵 自 适应 的 
方法 。 在 这 些 方法 中 ,所 请 模型 参考 自 适应 控制 系统 是 研究 得 比较 成 熟 的 一 种 , 它 已 应 用 
到 飞机 自动 驾驶 仪 空 间 飞 行 器 姿态 控制 等 的 设计 中 。 此 外 ,在 冶金 工程 ,化 学 工程 电力 
系统 等 ,也 开始 应 用 这 一 设计 方法 ， 
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ел-изизл-ташваниняатиия, вазнга 
自 适 应 方法 。 


自 适应 控制 器 “上 


rr 


图 18.6-1 是 模型 参考 自 适 应 系统 的 原理 方块 图 ， 图 中 的 参考 模型 是 一 个 给 定 了 结构 
和 参数 的 理想 系统 , 它 在 控制 * 作用 下 的 输出 ,代表 了 系统 在 没有 外 界 珠 境 和 内 部 参数 变 
化 影响 的 理想 输出 ， 这 个 输出 反映 了 设计 者 所 希望 的 系统 性 能 。 实 际 的 受 控 对 象 在 工作 
过 程 中 , 因 外 部 扰动 或 因 内 部 参数 变化 , 它 的 实际 输出 将 偏离 理想 输出 ,也 就 是 说 ,系统 的 
实际 性 能 已 不 是 设计 时 所 要 求 的 性 能 。 在 这 种 情况 下 ,为 了 使 实际 输出 接近 理想 输出 , 控 
制 器 的 参数 应 能 自动 进行 调整 , 其 结果 使 实际 输出 和 理想 输出 的 误差 Cz) 趋 于 零 . 具有 
这 种 能 力 的 控制 器 ,叫做 自 适应 控制 器 ,由 受 控 对 象 和 自 适应 控制 器 构成 了 自 适应 控制 系 
统 。 这 样 的 系统 在 控制 “的 作用 下 , 尽管 有 内 外 扰动 。 它 的 输出 将 接近 理想 输出 , 即 自 适 
应 系统 的 性 能 接近 参考 模型 系统 预定 的 性 能 . | 
由 上 所 述 , 模 型 参考 自 适应 控制 系统 ,实际 上 是 对 控制 误差 e(9) 而 言 的 闭环 系统 。 它 
不 同 于 一 般 的 反馈 系统 , 误差 eG) 的 反馈 是 通过 适应 性 环节 的 判断 去 调节 自 适应 控制 器 
的 参数 的 ;这 个 环节 通常 是 非 线性 变 系数 的 环节 。 另 外 , 由 于 参考 模型 是 事先 给 定 的 ， 
此 ,在 模型 参考 自 适应 系统 中 ,一般 说 来 ,不 存在 系统 辨识 问题 ,这 是 和 其 它 类 型 自 适应 系 
。 统 不 同 的 地 方 。 
下 面 ,我 们 讨论 一 个 具体 的 模型 参考 自 适 应 系统 Pa, 
设 自 适应 系统 是 由 线性 变 系数 微分 方程 措 述 的 : 
| х = А(0)х + Ви | 
у = Сх, | (18.6-1) 
其 中 x 是 ”= 维 状态 向 量 ， au 是 4 维 控制 向 量 , у 是 系统 输出 。4(z), В 分 别 是 n хз, 
пх а, C 是 1 x И. | 
描述 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 知道 的 ， 但 它 的 某 些 参数 却 以 事先 不 知道 的 方式 变化 
着 , 这 些 参数 均 含 在 4(9) ВС 中 。 自 适应 控制 器 的 某 些 参数 能 够 自行 调整 , 以 使 自 适 
应 条 统 性 能 接近 理想 性 能 ,这 些 所 谓 适 应 性 参数 也 含 在 4(0) ,8(9 中 。 
” ”我 们 假定 参考 模型 系统 是 由 线性 常 系数 微分 方程 给 出 的 ， 
2 == ApZ + Вра ур = Св, с. (18.6-2) 
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其 中 = 是 = 维 状态 向 量 , a 是 4 维 控制 向 量 , yp 是 理想 输出 。4p，Bp 也 分 别 是 о хи, 
ха МЕЕ. 

为 了 简单 明确 ,假定 了 系统 式 (18.6-1) 和 (18.6-2) 的 维 数 是 相同 的 。 在 实际 的 情况 
下 , 系统 式 (18.6-2) 的 维 数 可 能 比 式 (18.6-1) 的 维 数 低 , 但 这 并 不 影响 问题 的 实质 性 讨 
论 。 

自 适 应 控制 器 参数 的 调整 ， 应 使 系统 式 (18.6-1) 和 (18.6-2) 输出 之 间 的 误差 最 小 ， 
即 | 
е(г) 一 Jp 一 yp 人 = С(х(О — 2(0)) 

趋 于 零 ， 显然, 如 果 4() = А, ВСР) = Вь, 同时 两 个 系统 初 值 相等 , 即 x(m) = z(10)， 
则 应 有 x(z) 一 200), МИ eG) 一 0， 这 说 明 , 当 受 控 对 象 的 参数 精确 知道 时 ,那么 自 适 
应 控制 器 就 没有 必要 存在 了 。 实 际 上 , 受 控 对 象 的 参数 是 变化 的 ,而 且 这 种 变化 事先 并 不 
知道 ,这 时 自 适应 控制 器 必须 能 自动 改变 自己 的 “控制 能 力 ”, 以 使 系统 适应 不 断 变 化 着 的 

情况 . 

下 面 所 讨论 的 自 适应 方法 是 一 种 比较 简单 的 方法 上 0。 当 然 不 一 定 是 最 好 的 方法 。 这 
种 方法 的 出 发 点 在 于 把 控制 误差 оС) 表示 成 变化 参数 的 明显 依赖 关系 (这些 变化 着 的 参 
数 均 含 在 АС), В(г) ф), | 

首先 , 设 系统 式 (18.6-2) 的 初 值 为 z(10) 一 до, 它 的 解 为 


200) =Ф5@— + | go — Въ (04, (18.6-3) 


其 中 Bp — в) = ето 是 系统 的 基本 解 矩 阵 。 
为 了 得 到 式 (18.6-1) 的 解 ,可 以 把 Со), ВС) 表示 成 
А00) = Ар + 64,62), 
В(0) = В +В, (ВР, (18.6-4) 
其 中 6 9, 4,00), В.(0) 包含 受 控 对 象 的 变化 参数 以 及 自 适应 控制 器 中 的 适应 性 参 
数 ， 这 就 是 说 ， 可 以 把 自 适 应 系统 看 成 是 受 控 对 象 参 数 变化 和 适应 性 参数 调整 对 参 芳 模 
型 系统 扰动 的 结果 。 当然 , 这 两 种 扰动 的 效果 不 一 样 , 前 者 使 系统 性 能 变 坏 , 而 后 者 是 用 
来 补偿 这 种 变化 的 ,补偿 的 结果 使 自 适 应 系统 性 能 接近 参考 模型 系统 性 能 ， 
把 式 (18.6-4) 代 到 (18.6-1) 中 ., 则 有 
х= [Ap eAl)]x + [Вр + :В.(#)]и. 
设 xQ) ЖИВА (о) = м, 其 解 x(2) 为 


х(г) 一 Bplt 一 иж + | ec 一 TY)Boma(r)dr 
十 КА 一 [Br)ar) + 4. (е) ()10е 
= Dt а) + Те — rt) Bou(r)ar 
е Фо — {Bur) + 4Dolr — в) 


+ | Bor — в) BouCo) dr]}ar + о(82), — 86-5) 
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其 中 (8) 表示 ё 的 二 - 阶 和 高 阶 小 量 。 当 4.(#), В. (#), а(г) 都 是 + 的 连续 函数 时 , 应 用 
逐次 逼近 法 , 和 迭代 的 结果 可 以 得 到 收敛 到 方程 (18.6-1) 的 唯一 解 。 
，” 设 初始 偏差 为 н 
І х(и) — 2(2) = EAz(zo)， . (18.6-6) 
将 式 (18.6-6) К] (18.6-5) 后 ,有 

х0) = Ф020 —– һ)еА2 (2) 


+ {ос 一 һ)5 + | оь 一 BouCr)ar) 
+ ооо {васе + а) [ое дж. 


+ И Ф„(т 一 о) Boulo)ao| ђе + о(Е?) 
== Do(t — һ)ЕА2(:) + 202) 
+ о ева) + вао) |96 一 加 ma 


+ | $, (+ 一 o)Bouo)do|} ат 十 of(s2)。 
由 此 推出 。 
Xt) — 200) = Bolt — и) Ая) 
+ КАС 一 z)[eBe(z)z(z7 + ede(r)z(z)]dz + о(Е?). 
另 一 方面 ,控制 误差 eCz) 可 表示 成 | | 
е(1) == у — ур = С(ж(г) — 2(0)) 
一 СФ,(: 一 ю)ЕА=(ю) 十 c|. Фр(е— т[ЕВ.(т)уи(т) 

+ вА,(=)=(+) ат 十 о(е2), | (18.6-7) 
假定 s 是 个 充分 小 的 量 ， 以 至 可 以 忽略 o(e)。 这 相当 于 小 扰动 的 情况 ， ВВ 462) 兰 4p， 
В(г) = Вр, (№) = 2(00)。 于 是 得 到 如 下 近似 方程 式 : | 

‚е(#) = Co — и) АЖ() + С | Ф(2 — +)[еВ,(г)и(г) 
| + е4, (+)=(к)]ат, ”i | (18.6-8) 
这 个 方程 表明 了 控制 误差 e(z) 和 初始 误差 esAz(w)， 扰 动量 ЕВ,(г), вл, (#) 的 依赖 关 
根据 这 个 明显 的 关系 , 使 我 们 有 可 能 根据 误差 elz) 去 调整 控制 器 参数 。 假 如 在 * 时 
刻 的 误差 为 (z) , 控制 器 参数 的 调整 应 使 (г) 在 ”> :时 刻 的 值 (г) 减 小 。 令 


Де(#) = elt) — е(@) = elt + АЙ — eel), (18.6-9) 
其 中 Az > 0。 很 明显 ,为 了 消除 误差 e(z), 控制 器 参数 变化 应 满足 如 下 关系 : | 
Де()е(г) < 0, (18.610) 


这 就 是 说 ， 适应 性 参数 的 调整 ， 应 使 误差 改变 量 Ae(z) 和 (2) 是 反方 向 的 ,从 而 才能 保证 
её. 
我 们 再 候 定 ， 自 适应 控制 器 的 参数 改变 速度 比 起 受 控 对 象 参数 变化 以 及 Ф, а, х 
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变化 要 快 。 于 是 , 当 д 选 得 充分 小 时 ,在 Ar 时 间 内 ( 的 变化 Де(г) 主要 决定 于 参数 
调整 所 带 来 的 那 部 分 变化 。 现 将 式 (18.6-8) КАЛ (18.6-9) 中 ,重新 排列 各 项 并 分 离 出 由 
于 适应 性 参数 调整 引起 的 误差 改变 量 ， 
Леб) = АВ) 十 Ape(r)， (18.6-11) 
其 中 用 Ah(z) 表示 不 受 适应 性 参数 调整 影响 的 那 部 分 误差 , Ape(z) 是 受 适应 性 参数 调整 
而 引起 的 误差 变化 部 分 。 因 为 Ah(z) НЕ Аре(р 小 得 多 ,以 至 可 以 忽略 ， 这 样 便 得 到 如 
下 表述 式 : | 
_Дре(+) = оу > ара + У) У ач , (18.6-12) 


m=1 [=1 


其 中 ai;, bm 是 矩阵 6A。, ЕВ, юж, di 是 矩阵 Сер 的 元 素 。 
由 式 (18.6-11) 可 知 , 如 果 


Ape(CneGn) < 0, {18.6-13) 
那么 式 (18.6-10) 也 能 成 立 。 现 定义 如 下 关系 : 
ан == — шаце) = — наце) 
Вт = — Pamdmiielt) == — Выше), (18.6-14) 


其 中 ps, Bom 都 是 大 于 零 的 常数 ， 把 这 些 量 代 到 式 (18.6-12) 中 , 便 有 
дье) = – 2 рэ Уе аео + > >) 2800]. 


i=1 j= 


显然 
– е 2 20у < 
дье = рэр + >} У] лин | 0 <. 


从 而 式 (18.6-13) давая. ши» Вы ЖЖ, 根据 式 (18.6-14) 这 个 关系 去 
调整 适应 性 参数 ,就 可 以 最 终 消除 误差 <(:)， 当 然 , 选择 式 (18.6-14) 这 样 的 关系 只 是 使 
式 (18.6-13) 得 到 满足 的 一 种 方法 ,而 不 是 唯一 的 方法 。 这 个 系统 的 方块 图 示 于 图 18.6-2 
中 。 


18.6-2 ， 
在 上 述 系统 中 ， 是 以 (о) 趋 于 零 作为 调整 适应 性 参数 的 准则 . 也 有 的 作者 ,以 
(доод 达到 极 小 作为 调整 参数 的 准则 o", 还 有 其 它 形式 的 准则 ， 总 之 ,在 这 一 类 设计 
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中 , 都 是 以 误差 .c(z) 的 某 种 性 能 指标 取 极 小 值 作为 调整 参数 的 准则 。 实 践 表 明 ， 用 这 样 
方法 设计 出 来 的 模型 参 秀 自 适应 系统 , 可 能 具有 较 好 的 响应 能 力 , 但 稳定 性 往往 不 太 好 ， 
近 些 年 来 , 这 个 问题 已 逐步 得 到 了 解决 轨 9。 上 面 讨论 的 系统 ,在 文献 [11] 中 应 用 李 雅 普 
诺 夫 函数 方法 讨论 了 稳定 性 的 问题 。 

对 于 模型 参考 自 适应 系统 的 另 一 种 设计 方法 ,是 以 李 路 普 诺 夫 第 二 方法 为 基础 的 
这 样 的 设计 , 可 以 保证 系统 具有 较 好 的 稳定 性 , 但 也 有 其 弱点 , 这 就 是 它 要 求 整个 状态 向 
量 必须 都 能 测量 到 ,而 这 一 点 却 往往 不 容易 做 到 。 

在 文献 [9] 中 , 对 模型 参考 自 适应 系统 的 各 种 设计 方法 做 了 统一 处 理 。 在 文献 [15] 
中 还 深入 地 研究 了 这 种 系统 的 内 部 结构 。 

近 些 年 来 , 还 有 人 提出 一 种 自 调 准 自 适应 系统 “7。 这 种 系统 和 模型 参考 自 适应 系统 
不 同 , 它 需 要 实时 辨识 系统 参数 随 环 境 的 变化 ,并 把 辨识 得 到 的 信息 反馈 给 有 确定 结构 的 
调节 器 ,使 调节 器 能 够 调整 参数 ， 从 而 使 系统 能 适应 不 断 变化 的 情况 ， 关于 这 种 自 适 应 系 
‚ 绕 的 详细 研究 ,可 参阅 文献 [7]。 
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在 上 一 章 里 我 们 介绍 了 一 种 自动 系统 ,从 某 种 意义 上 讲 , 它 具有 自行 修复 本 身 结构 的 
能 力 ， 由 于 在 系统 中 设置 了 一 个 简单 的 自动 装置 ,每 当 系统 由 于 基 种 原因 处 于 不 稳定 状 
态 时 , 这 个 装置 就 会 自动 地 改变 线路 结构 , 从 而 恢复 系统 的 稳定 性 能 。 这 就 是 说 , 当 某 些 
元 件 或 组 件 发 生 故 障 时 ,系统 能 够 自动 地 “排除 故障 ”。 在 这 类 系统 中 ,设计 者 无 需 耽 心 元 
器 件 的 故障 或 性 能 变化 会 导致 整个 系统 的 失效 ， 只 要 求 系统 的 结构 中 含有 足够 的 备 分 或 
通道 ， 便 可 以 对 付 各 种 疮 外 事件 的 发 生 ， 本章 内 我 们 将 从 更 为 一 般 的 观点 去 研究 这 类 问 
题 , 即 研究 如 何 构造 一 种 能 够 自动 排除 故障 的 系统 一 一 容错 系统 。 

生物 体 的 组 织 结构 的 奇特 性 能 ,始终 是 工程 控制 论 中 引 人 人 胜 的 研究 课题 ,特别 是 动 
物 躯 体 中 的 自修 复 能 力 和 克服 故障 的 能 力 是 仿生 学 中 日 益 显 得 重要 的 研究 对 象 。 我们 知 
道 ， 那 怕 是 低级 的 动物 的 自修 复 能 力也 是 当代 最 完善 的 自动 控制 系统 所 望尘莫及 的 。 例 
如 , 蜂 螂 的 眼 被 损坏 (甚至 被 切 掉 ) 后 ,很 快 就 能 再 生出 一 条 完全 一 样 的 新 服 。 哺 乳 类 动物 
的 茶 些 动脉 血管 如 果 发 生 流 通 障 碍 ,旁边 的 支 血 管 就 会 自动 地 长 粗 变 大 ,用 以 代替 发 生 了 
故障 的 动脉 ， 使 肢体 不 致 因 缺 血 而 衰亡 . 更 令 人 惊奇 的 是 ， 人 的 大 脑 细胞 ， 在 人 的 一 生 
中 不 断 地 失效 并 死亡 而 不 影响 任何 生理 系统 的 正常 工作 。 据 估算 ， 在 人 的 大 脑 内 总 数 为 
10* 个 脑 细胞 中 ， 平 均 每 小 时 约 有 1,000 个 失灵 或 死亡 ， 一 年 内 脑 细胞 失灵 的 总 数 约 为 
107 个 ;一 个 人 一 生 中 失灵 或 死亡 的 脑 细胞 达 10° 个 , 相当 脑 细胞 总 数 的 十 分 之 一 。 然 而 ， 
一 个 正常 的 人 的 神经 系统 却 能 够 毫 无 故障 地 工作 一 生 , 不 但 不 为 这 些 损坏 了 的 “和 零件 > 所 
破坏 ,而 且 思 维 能 力 逐 年 提高 ,可 靠 狂 也 日 益 增 大 ， 

一 个 自动 机 ,例如 电子 计算 机 ,能 不 能 逐步 具有 这 种 能 力 昵 ?答案 应 该 是 肯定 的 ， 从 
控制 论 的 观点 来 看 我 们 一 定 能 够 逐步 认识 动物 神经 系统 的 这 种 自动 排除 故障 能 力 的 原 
理 ,并 在 各 种 自动 机 (控制 系统 ) 中 应 用 。 近 十 几 年 来 已 经 建立 了 “容错 系统 ”的 理论 ,并 在 
先进 的 计算 机 系统 中 得 到 了 普遍 的 应 用 ， 这 种 容错 技术 为 提高 系统 工作 的 可 靠 性 开 脏 了 
新 的 途径 。 

所 谓 容错 系统 是 指 自动 机 在 它 的 某 些 组 成 部 分 发 生 故 障 或 差错 时 (元 件 失 效 , 线 路 故 
障 , 偶然 性 干扰 造成 的 差错 等 ), 不 影响 整个 系统 的 正常 工作 。 自 动机 系统 的 故障 大 致 可 
分 为 两 类 ,一 类 是 “致命 性 的 ”, 即 系统 从 根本 上 章 到 破坏 ,例如 电源 被 切断 ( 断 电 ), 主 要 部 
分 被 全 部 损坏 等 等 。 这 类 故障 是 致命 性 的 ,有 如 生物 内 的 循环 系统 全 部 失效 ,将 导致 全 系 
统 的 破坏 ,因而 是 不 能 被 修复 的 。 在 这 种 情况 下 ,系统 的 工作 不 可 能 继续 正常 地 进行 。 容 
错 系统 当然 不 是 针对 这 类 问题 而 言 的 。 另 一 类 故障 是 局 部 的 ,暂时 的 ,可 能 被 修复 或 者 能 
被 纠正 的 ,这 是 容错 技术 应 该 和 能 够 对 付 的 故障 和 差错 ， 

在 容错 技术 中 ,提高 系统 工作 可 靠 性 的 主要 方法 有 两 种 。 第 一 种 是 自 检 , 即 在 系统 内 
发 生 非 致命 福 故 障 时 能 够 自动 发 现 故 障 和 确定 故障 的 性 质 、 部 位 , 从 而 自动 地 采取 措施 ， 
更 换 或 去 掉 这 种 故障 部 件 。 第 二 是 元 余 技 术 , 即 设置 各 种 备 分 元 器 件 或 组 件 ,合理 地 组 织 
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它们 的 工作 方式 , 对 故障 部 分 进行 删除 或 自动 更 换 ;或 者 , 使 个 别 故障 不 能 影响 整个 系统 
的 正常 工作 。 第 一 种 自 检 技术 常用 专门 程序 实现 ， 属 于 程序 设计 的 范畴 。 而 为 了 提高 设 
备 本 身 ( 硬 件 ) 的 可 靠 性 则 主要 靠 元 余 技 术 。 本 章 内 我 们 将 主要 介绍 元 余 技术 的 一 些 理论 
和 方法 , 即 重复 线路 、 备 分 线路 和 复合 方法 的 基本 理论 1 
首先 引进 关于 器 件 和 系统 工作 可 靠 性 的 基本 定义 。 设 取 六 个 某 种 同类 组 件 进行 可 靠 
性 试验 .将 它们 各 自 出 现 第 一 次 故障 以 前 的 正常 工作 时 间 加 以 平均 ， 得 到 平均 无 故障 工 
ЕЕН Т. Зс 88, 一 批 同类 组 件 能 够 无 故障 而 正常 工作 的 概率 将 随 工作 时 间 的 增长 
而 下 降 , 下 降 的 速度 可 用 指数 函数 近似 地 表达 出 来 。 用 及 (z 表示 该 组 件 在 ГО, 21 РАЈЕ 
能 够 正常 工作 的 概率 ,这 个 概率 常 称 为 组 件 的 可 靠 性 .那么 ,可靠 性 RG) 的 变化 大 致 为 
(0) = ети, 120. (19.1-1) 
式 中 4 称 为 平均 失效 率 。 因 为 平均 正常 工作 时 间 了 与 R(z) 有 明显 的 关系 : 
7 一 一 (0) 一 | мети 一 5, (19.1-2) 


所 以 平均 失效 率 1 ЗЕ РСА РЕА КВ, Т 也 叫做 平均 故障 时 间 ， 显 然 ， 
根据 这 个 定义 ,只 要 测 得 某 一 组 件 或 元 件 的 平均 无 故障 工作 时 间 , 或 者 测 出 在 指定 时 间 间 
隔 内 的 平均 故障 次 数 ( 即 平均 失效 率 ), 则 该 组 件 或 元 件 的 工作 可 靠 性 即 可 按 式 (19.1-1) 
算出 。 
既然 可 靠 性 函数 (е) 是 一 个 概率 , 对 由 多 个 元 件 或 组 件 构成 的 系统 , 可 以 用 概率 论 
的 方法 计算 整个 系统 的 可 靠 福 。 例 如 ,假定 一 个 系统 由 入 个 元 件 构 成 ,任何 一 个 元 件 发 生 
故障 都 导致 全 系统 失效 。 如 果 第 i 个 元 件 的 可 靠 性 是 RiCe) ， 而 且 这 些 元 件 中 每 一 元 件 
的 故障 都 是 独立 的 ,没有 备 分 , 则 这 个 系统 的 可 靠 性 是 
PO) = К1(+) • RaQ) .+ Ен). (19.1-3) 
由 于 2,00) 和 1， 所 以 系统 所 含 元 件 越 多 ， 它 的 可 靠 性 就 越 小 。 如 果 系 统 的 可 靠 性 是 
Ре), 它 的 不 可 靠 性 (就 是 失效 率 ) 为 
0 =1— P= 1— RORG) Еме). (19.1-4) 
又 因为 PG) + 04) = 1 在 任何 时 刻 * 均 成 立 , 所 以 有 二 项 式 恒 等 式 : 
м А ., А | А №! 
(Ра) + OW) = > СРУ) (© == 1, Сі 一 ря: (19.1-5) 
这 个 恒等式 对 讨论 重复 线路 或 备 分 线路 的 可 靠 性 时 是 很 有 用 的 .下 节 内 我 们 将 讨论 如 何 
用 备 分 元 件 和 重复 元 件 来 提高 系统 工作 的 可 靠 性 。 
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根据 一 般 常 识 ， 用 重复 线路 和 备 分 线路 可 以 在 很 大 程度 上 提高 系统 的 可 靠 性 。 重 复 
线路 是 指 用 多 个 相同 品种 和 规格 的 元 件 或 组 件 并 联 起 来 , 当 作 一 个 元 件 或 组 件 来 使 用 ,只 
要 有 一 个 不 出 故障 ， 系 统 就 能 够 正常 工作 。 这 一 组 相同 的 组 件 在 输入 端 和 输出 端 都 并 联 
ЖЖ, 其 中 某 几 个 发 生 故 障 时 并 不 影响 其 它 组 件 的 正常 工作 。 也 就 是 说 , 在 并 联 工 作 时 ， 
每 一 个 组 忻 的 可 靠 狂 概率 是 相互 独立 的 。 备 分 线路 与 并 联 线路 的 差别 是 参加 备 分 的 组 件 


~ 
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并 不 搂 和 系统 ,只 有 在 处 于 工作 状态 的 组 件 发 生 故 齐 后 , 才 把 输入 和 输出 端 转 接 到 备 分 组 
件 上 来 ,同时 切断 故障 组 件 的 输入 和 输出 端 ， 为 了 实现 这 种 转 接 ,当然 系统 应 该 具有 自动 
发 现 故 障 的 能 力 ， 同 时 还 应 有 自动 转 接 的 设备 ， 重 复线 路 和 备 分 线路 是 元 余 技术 中 最 常 
用 到 的 基本 线路 ， 
过 去 ， 系统 的 组 成 元 件 是 分 立 的 电子 管 、 аве. 电阻 .电容 、 навая, 重复 和 备 分 
受到 器 材 数量 和 价格 的 限制 ,特别 在 重复 线路 中 还 受到 电源 容量 的 限制 (需要 同时 加 电 )， 
所 以 不 能 大 量 采 用 ， 在 大 规模 集成 电路 ， 特 别 是 金属 氧化 物 半 导体 大 规模 集成 电路 出 现 
以 后 ,元 件 的 数量 和 电源 的 限制 都 已 经 不 再 是 主要 矛盾 了 ,大量 的 采用 重复 电路 和 备 分 电 
路 已 经 成 为 提高 系统 可 靠 性 切实 可 行 的 有 效 措施 . 

从 可 靠 性 的 观点 来 看 ,如 果 系 统 发 现 故障 的 能 力 较 强 , 从 故障 器 件 转 接 到 备 分 器 件 上 
的 时 间 很 得， 那么 重复 和 备 分 这 两 种 措施 在 性 质 上 是 完全 一 样 的 ,我 们 首先 讨论 一 般 的 
情况 .假设 一 个 系统 (或 子 系统 ) 中 的 某 种 组 件 重复 (或 备 分 )N 次 (图 19.2-1), 如 果 每 个 组 
件 的 可 靠 性 都 是 RC2), 那么 N 个 组 件 全 部 发 生 故 障 的 概率 将 是 (1 一 КО). 因为 0 过 
R(2 一 .1， 所 以 当 六 很 大 时 故障 概率 就 会 变 得 很 小 。 这 就 是 说 ， 用 不 太 可 人 靠 的 组 件 构成 
的 重复 线路 可 以 有 很 可 靠 的 性 能 ， 更 为 一 般 的 情形 是 ,在 六 个 相同 的 组 件 中 至 少 有 丰 个 
能 够 正常 工作 才 不 破坏 系统 的 性 能 。 在 这 种 情况 下 用 Руно 表示 系统 的 可 靠 性 ,显然 有 


Pom(D 一 > ска ROP, (192-D 
зал ум лж, вау нивоата. 例如 , 当 丰 一 时 ,系统 的 可 


ха т 


А (а) 


Еа : | 
Рм (г) = КАСР), | | - 0 (92-2 
июне 0、 当 六 一 1 时 ,系统 的 可 靠 性 是 А7 

_ Рим@) =1— (1 — ВФ, Е > (19.2-3) 
| 容错 能 力 是 N —1. 
在 系统 设计 中 常 选 用 Mam3,A 一 2 这 种 组 合 方法 ， 叫做 2/3 ла, 它 的 工作 可 靠 
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性 是 - . 
Pyalt) == R32) + 3 Р2(2)(1 — RG)), (19.2-4) 

它 的 容错 能 力 是 1。 如果 六 为 任意 数 , 则 = 

Рим (+) == 1 — (1 — ФУ +(м- Ал, (19.2-5) 
容错 能 力 是 М 一 2, 最后， 还 有 一 种 可 能 碰 到 的 情况 是 过 半 宛 余 ， 即 当 N 为 青 数 时 令 
A= 六 十 1 则 

2 
х= №-1 
Ран у (+) = > CNCL — (р) к-з 

мм 


з 
Рун © >71 СМА 一 RDR GD， _ (92-6) 


此 时 系统 的 容错 能 力 分 别 为 У Ь 和 х. 


但 是 ,也 常 有 另 一 种 情况 ， 即 系统 中 的 某 _ 组 件 发 生 了 故障 使 系统 出 现 一 个 错误 的 办 
出 ,该 输出 又 使 重复 线路 的 共同 输出 产生 错误 .在 这 种 情况 下 ,并 联 不 但 不 能 提高 可 靠 性 ， 
相反 倒 使 可 靠 性 下 降 了 ， 此 时 再 采用 上 面谈 到 的 重复 线路 ， 就 不 可 能 解决 提高 可 靠 性 的 
问题 。 虽 然 如 此 , 以 后 我 们 还 会 看 到 , 在 这 种 情况 下 不 仅 备 分 线路 的 方法 可 以 应 用 ,而且 
还 可 以 用 复合 方法 ,利用 别 的 规则 把 组 件 组 合 起 来 , 仍 能 有 效 地 提高 系统 可 靠 性 。 
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提高 系统 可 靠 性 的 比较 复杂 的 办 法 是 复合 宛 余 。 概 定 有 某 个 门 电路 S$ 具有 两 个 输入 
状 。 和 5， 有 一 个 输出 端 <， 它 的 逻辑 功能 如 图 | 
19.3-1 所 示 2。 我 们 用 包含 有 ”个 输入 的 一 东 输 апору , 
入 线 代替 一 个 输入 线 ， 这 样 一 来 ， 对 于 输入 端 。 ВВВ 一 人 一 
Жо В, 记 为 1，i 一 1.2,……, п; 对 应 于 
ИН А12 再 用 
# 个 门 电路 去 代替 一 个 门 电路 ， 它 们 共有 个 输 19.31 
出 端 ( 见 图 19.3-2)。 然 后 我 们 规定 一 个 分 数 5,0 二 5 < 1/2， 如 果 输 出 线 东 中 超过 
(1 一 85)n 根 线 上 的 值 是 1， 我 们 就 认为 门 电路 $ 的 输出 是 1， 如 果 输 出 线束 中 有 小 于 n6 
根 线 上 是 1 ,就 认为 门 电 路 5 的 输出 是 0。 分 数 8 称 为 复合 元 余 的 置信 度 。 现 在 的 问题 是 
如 何 把 这 = 个 门 S 组 合成 一 个 系统 ， 当 输 信 线 东 中 发 生 错 误 的 概率 和 单个 门 电路 的 可 千 
性 为 已 知 时 ,能够 使 整个 系统 出 现 错误 动作 的 概率 减 小 。 

我 们 现在 这 样 处 理 这 一 问题 :从 输入 线束 中 选取 一 根 线 ,~ 从 上 线束 中 也 选 出 一 


1) 图 19.3-1 所 示 的 门 电路 实际 上 就 是 与 非 门 ;过 去 叫 谢 弗 门 ， 在 本 书 的 前 儿 章 中 曾 用 别 的 符号 表示 .但 在 本 举 
内 我 们 将 沿用 原 书 的 名 称 和 符号 
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и: 


№2, 8, 把 这 两 根 线 依次 接 到 第 i 个 门 电路 的 输入 端 ， 这 就 组 成 了 一 个 如 图 к 19.3-2 中 所 
示 的 复合 系统 。 显然, 如果 $ 门 是 带 有 反 相 输入 的 或 门 也 Md 谢 弗 门 (与 非 门 ), 当 差不多 


—. 4.0 
аж, ЕЕ зе 
"ва | Oi 

本 
П : | 
| 一 一 一 一 输出 线束 
Н а, п 
КА | bs 
А 
‚ВА 全 三 , 一 一 2 一 | 
Н 45) 
ГОО ООН -| 


所 有 的 输入 线 上 都 是 1 时 , 那 父 几乎 所 有 的 输出 线 上 都 将 为 0、 相反 , 若 几乎 所 有 输入 线 
上 都 是 0, 则 几乎 所 有 的 输出 线 上 都 是 1. ЖЖ, 这 样 构成 的 复合 系统 有 可 能 提高 系统 的 
可 靠 性 如 果 要 作 定 量 分 析 ， 问 题 就 显得 复杂 得 多 了 。 例如 ， 为 了 使 门 电路 的 输出 为 0， 
必须 两 个 输入 端 都 为 IL， 这 时 , а фаў Р 束 中 发 生 一 个 错误 ， 在 输出 线束 中 也 将 产生 一 
个 错误 ， 所 以 ,对 于 输出 为 0 的 情形 来 说 ,输出 线束 产生 的 错误 总 数 将 介 于 输入 线束 中 的 
错误 总 数 和 两 束 线 中 产生 错误 较 多 的 那 一 束 的 错误 数 之 间 。 同 样 ， 在 只 有 一 根 输入 线 上 
是 0 而 输出 是 1 的 情况 下 ,输出 线束 中 产生 的 错误 数 上 县 不 大 于 输入 线束 中 那些 应 为 9 的 
线 上 的 错误 数 。 在 两 根 输入 端 都 为 0. 而 输出 端 为 1 的 情况 下 。 只 有 谢 弗 门 两 个 输入 端 同 
时 产生 错误 时 其 输出 端 才 产生 错误 。 所以， 输出 线束 中 发 生 错 误 的 情形 比较 输入 线束 发 
生 的 错误 要 少 些 。 因 此 输入 端的 错误 数 和 输出 端的 错误 数 并 不 一 致 ， 有 时 输出 错误 数 会 
增加 ,有 时 会 减少 ， 这 就 发 生 了 错误 数 上 县 变化 的 现象 。 

为 了 使 输出 错误 数 尽量 减 小 ,我 们 按照 下 列 方式 引 人 一 个 复原 装置 ， 如 图 19.3-3 所 
示 。 把 图 19.3-2 中 的 每 一 根 输出 线 再 分 为 两 根 ,总 共 得 到 2" 根 输出 线 , 然 后 再 把 这 2z 根 
线 在 一 个 装置 中 重新 排列 ， 随机 地 取出 一 对 对 的 线 并 接 到 另外 一 排 » 个 谢 弗 门 的 输入 端 ， . 
这 样 我 们 就 又 得 到 含有 п 7 根 线 的 输出 线束 。 为 简便 起 见 ， 我 们 下 面 称 取 值 为 .1 的 线 为 兴 
奋 线 , 取 值 为 0 的 线 为 抑制 线 ， 如 果 原 线束 中 有 mm 根 兴奋 线 , 那么 从 统计 意义 上 看 , 在 
| 输出 线束 中 抑制 线 所 占 的 百分数 是 о, 输出 中 兴奋 线 所 占 的 百分数 是 

о = 1 — о, . .. : (19.3- 1) 

ЖВНЕ, 原 线束 中 的 每 根 线 的 兴 СЛЕ oo, На ВЛ, 经 随机 变换 后 的 兴奋 概率 就 

а ви; вание, БАЛАА 《 奋 线 
的 百分比 о. я | о 

аса сарса Сааса 7 93-2) 

ЖЖ» = 根 输 出 线 经 过 串联 起 来 的 两 个 装置 后 ， 情况 就 发 生 了 变化 。 在 图 19.3-4 中 
男 出 了 关系 式 《19.3-2) фо mm 的 函数 关系 。 显然 ,当下 列 等 式 成 立时 有 m 一 m: 


ой — 200 + ор = 0, 
ЗЕ, оо 0, % = 了 (V5 — 1) Жао = аз е оо, В. 


Б ка еси оао ов орала ве коню вании. 
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#8 根 线 


图 19.3-3 
(V5 一 D = 0.61803, 


在 图 19.3-4 中 可 以 看 出 , 当 办 介 于 0 和 0.618 之 间 时 , а, < оо; 而 在 0.618 #1 1 278] am> 
om。 于 是 ,复原 装置 的 作用 在 于 使 每 根 线 的 兴 在 概率 ,或 者 说 ,输出 兴奋 线 的 百分比 趋向 8 
或 1, 从 而 输出 线 中 发 生 错误 的 概率 就 发 生 了 变化 ， 。 可 
根据 上 面 的 讨论 ， 用 复合 元 余 方法 构成 的 复合 线路 - 
就 是 由 包含 = 个 谢 弗 门 (输入 端 带 有 反 相 器 的 或 门 ) 的 随 
机 重复 线路 的 串联 。 如 果 单 个 谢 弗 门 〈 图 19.3-1) 的 正 
确 输出 是 1， 那 么 图 19.3-2 中 的 输出 线束 中 必然 是 多 数 
线 取 1, 即 m 值 接近 于 1, 错误 的 输出 ( 取 о 的 输出 线 ) 毕 
况 是 少数 .此 时 ,经 过 串联 复合 线路 以 后 ,输出 线束 中 取 
1 线 的 百分比 将 增 大 ， 这 从 图 19.3-4 中 曲线 的 右 端 可 清 о. 
楚 地 看 出 。 反 之 ; 若 单 门 的 正确 输出 为 0 时 ,图 19.3-2 的 Ал 5 
输出 线 中 取 1 的 错误 线 必 然 是 少数 , 即 o 远 小 于 1 而 接 图 9 
近 于 0。 从 图 19.3-4 中 曲线 的 左 端 可 看 出 , 当 о 很 小 并 接近 于 0 时 ， 复 合 线路 的 第 二 
输出 线束 中 的 错误 概率 四 就 变 得 更 小 , 从 而 减少 了 错误 输出 数 ， ати 
性 。 当然， 这 种 提高 可 靠 性 的 办 法 需要 付出 代价 ;要 用 3" 个 谢 弗 门 去 代替 一 个 谢 弗 门 . 
在 实际 工作 中 付出 这 样 大 的 硬 设备 代价 去 提高 可 靠 性 可 能 是 不 合算 的 ， 但 是 ， 汉 “ 诺 仇 
8 (үоп. Neuman) 的 这 个 思想 和 概念 却 是 很 有 教 益 的 ; 应 用 概率 论 中 最 基本 的 概念 ,可 
以 用 不 甚 可 靠 的 器 件 堆 累 成 一 个 可 靠 的 具有 相同 功能 的 组 件 。 冯 - ИНЫХ 
复合 方法 ba, 这 也 是 本 节 名 称 的 由 来 


1 


~ 


19.4， 复 合 系统 中 的 单 级 出 错 概 素 


现在 我 们 来 计算 由 谢 弗 门 组 合 起 来 的 复合 系统 的 出 错 概率 。 具 体 的 组 合 方式 Б 

节 内 已 经 令 述 过 了 。 现 在 我 们 来 证 明 这 样 构成 的 系统 的 出 错 概率 确实 受到 了 控制 。 首 

先 ,我 们 看 到 ,在 复原 机 构 中 差错 或 故障 的 直接 来 源 是 每 一 个 谢 弗 门 本 身 。 假设 在 某 一 时 
刻 每 个 谢 弗 门 发 生 错误 的 概率 是 eCz)， 还 假设 由 7 个 门 组 成 的 系统 中 ， 每 一 个 门 的 出 错 
З 600), 并 且 是 相互 独立 的 。 那么 ,这 ?个 门 中 在 某 二 时 刻 将 昱 均 有 :srYr 个 发 
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生 故 障 。 从 古典 的 随机 采样 问题 中 可 以 知道 中 ,在 7 个 谢 弗 门 并 联 的 系统 中 ,如 果 每 个 门 
的 故障 概率 是 s, ЧУ 足够 大 时 ,有 2 个 门 发 生 故 障 的 概率 рр, в, r+) 可 由 下 式 表 达 出 
Ж: 


Ро(0, 8, г) = ИЕ ЗЕНА е 21-07 . (19.4-1) 


М 2х М (1 一 5)7 

所 以 概率 分 布 poCp, в, г) 是 按 平均 值 等 于 er 而 方差 等 于 s(1 一 s)7 的 高 斯 分 布 . 

在 复合 系统 中 ， 差 错 的 另 一 个 来 源 是 输入 线 东 中 的 差错 和 通 到 各 谢 弗 门 输入 端的 那 
些 线束 配置 不 当 而 产生 的 。 例如 , 在 图 19.3~2 中 的 输入 线束 4 中 , 如 果 兴 奋 线 ( 取 值 为 
的 线 ) 的 百分数 等 于 $, 输入 线束 5b 中 兴奋 线 的 百分数 为 ?3， 我们 希望 输出 线束 中 有 同样 
百分数 的 抑制 线 ( 取 值 为 0 的 线 )。 但 是 , 如 果 第 i 个 门 的 输入 线 а, 处 于 兴奋 状态 , П 2, 
处 于 抑制 态 ,即便 是 这 第 i 个 门 本 身 没有 毛病 , 它 的 输出 端 仍然 处 于 兴奋 态 ， 用 《表示 输 
出 线束 中 兴奋 线 所 占 的 百分数 。 于 是 输出 线束 中 实际 的 抑制 线 有 《1 一 Г). в 束 中 所 有 
兴奋 线 的 数目 等 于 8m， 在 5 束 中 等 于 nx。 有效 的 数目 ， 或 者 配置 适当 的 数目 ,4 束 中 只 
是 (1 一 5)n, ЖЯ [5 一 (1 一 85)]s 根 线 没有 生效 ,5b 束 中 没有 生效 的 数目 是 [7 一 (1 一 
5)1x， 所 以 有 效 的 输出 线 等 于 (1 一 5)x， 由 于 a 束 中 兴奋 线 配 置 不 当 而 有 [# 一 (1 一 
Ги 根 输出 线 没 有 生效 , 由 于 & 束 中 兴奋 线 配置 不 当 而 有 [1 一 (1 —$)1 根 输 出 线 没 
有 生效 ,最 后 由 于 抑制 输入 线 而 使 输出 线 没有 生效 的 数 县 是 . 

{1-0 0) 18-4 – 01-13 - а -01=0 НЕО». 
因此 ,这 一 类 输出 可 能 的 有 效 组 合 的 数目 是 5 

пі 

[1 0) а – 0) 4а – ОҢГО ЕО] 
另 一 方面 ,在 输入 方面 , а 输入 线束 中 有 $s 根 兴奋 线 , (1 一 5) 根 抑制 线 , 这 4 根 线 可 能 
的 组 合 数 是 | о 


пі 
Сена 一 и 
2 输入 线束 中 ,有 т 根 兴奋 线 ， а- Dn я, іХ 根 线 可 能 的 组 合 数 是 | 


сота. 一 т’ 
如 果 每 一 个 谢 弗 门 是 理想 的 无 故障 站 两 束 输入 线 中 兴 < 奋 线 的 百分数 分 别 是 Е ЖЗ, 而 输 
出 线 东 中 兴奋 线 的 百分数 等 于 < 的 概率 рі Д 由 下 列 公式 得 到 : 
Рб, 7, 5; п) 


ЕА 


СПА В» Гана 2 


. 2211 | | | 
а-я C—O} MI Dh rp " 

б (19. 4-2) 

很 清楚 ， 为 了 使 得 计算 有 意义 ， 前 面 一 耻 讨 论 过 的 四 类 输出 线 不 能 小 于 办 ， 只 要 发 生 小 于 
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零 的 情况 ,概率 就 等 于 零 。 也 就 是 说 ， 只 要 违背 了 下 述 条 件 中 的 任何 -- 个 的 时 候 ， Р.З 
于 零 ， 

1—6>0, 

8—01 — 4) >20, 

1-0-4) 20, 

2 一 二 一 1 一 5 之 10. (19.4-3) 

我 们 将 要 在 н 很 大 的 假设 下 化 简 方 程 (19.4-2)。 当 x 很 大 ,由 斯 特 灵 (Stirling) 公式 ， 

阶乘 (1) 可 以 用 它 的 渐 近 值 表示 、 .| 
225 п! = Мет", 


Ева тано: 


пі = М2япће "+", | (19.4-4) 
利用 方程 (19. 4-4) 我 们 可 以 写 出 pi 的 近似 式 | 
РЕ, п, 5; п) == л: ас", Е | (194-5) 
其 中 о 
#1 — 1 — т) | (19.4-6) 


”GT+ DG+te 1 Ge 
以 及 
Ө (ЕЕ in +010) + + 一 DG 二 一 1) 
+ (1—4) (1—6) + (2—6 р 0) (2—6 р 5) 
— Е — (1 — 8) (1 — 8) — тат — (1—2) (1 一 中 (19.4-7) 
把 6 对 “ 求 微 商 ,我 们 得 到 . 
50 _ (tt Daten | А 
9 MAG ‚ 948) 
以 及 | 
0 РЕ +1+ 1 НО 
On E+t—1 n+t—1 1ЩЕ 228-00. 
由 这 些 方程 我 们 得 到 在 5 一 1 一 印 时 ,6 一 00/55 一 0。 更 进一步 * 因 为 方程 (19.4-3) 
的 条 件 , 86/ 88? 总 是 正 数 ,所 以 8 只 有 一 个 零点 在 = 1 一 和 处 .由 于 假设 x 很 大 , 方 
程 (19.4-5) 中 的 负 笃 说 明 只 需要 考虑 9 在 它 的 零点 附近 的 值 就 够 了 。 因 为 在 9 的 零点 附 
Ў, РКЕ, 1, 65 п) ВЕРЕНА: 在 6 的 零点 上 有 “一 1 一 和 把 这 个 值 代 到 式 
(19.4-9) 中 , 则 得 到 
90. 1 +: = -1 
902 811—1) а 5+ (1 — &)(1 — 1) ЕП -pa 1 
асса ви эрии иим 
1-а ёрр и оа. 
звала (9410) 
“是 5 的 函数 , 当 * 很 大 的 时 候 , 它 和 方程 (19.4-5) ВНЕ ВУНЕ АЧИН ВОЯ 


(19.4-9) 
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数 。 ,所 以 ,我们 可 以 取 < 在 点 = еи, 即 认为 .. 

一 一 -一 一 一 一 4—1. 
= =а 一 Ва — 7) (194-1) 

因此 , 当 # 很 大 时 р (Е, п, 6; п) 的 近似 表达 式 是 . 


Рі, 1,5 буп) = == НЕЕ ЗЕЕ Ем, (19.4-12) 
Мх) — -Эта а) 
所 以 р 地 是 “的 高 斯 分 布 函数 


Ща 很 大 的 时 候 , 我 们 把 概率 表达 式 „б, п, „ужа, ВЕ 
函数 (С; Е, 1; п). 假设 (83 Е, п.п) 45 表示 输出 中 兴奋 线 的 数目 在 如 与 如 十 工 一 
(Е 十 1/п) 之 间 的 概率 ,于 是 dt = 1/п, ПОХ АЕ р (Е, 0, 63), ВИД 
5 Е ут) pm, (19. 4-13) 
25а — за — n/n 
于 是 «(65 Е, пп) 25 通常 表示 当 输入 线束 中 兴 4 奋 线 的 百分数 分 别 是 和 7 时 , 输出 线 
束 中 兴奋 线 的 百分数 在 5 和 ¢ 十 必 之 间 的 概率 ， 线 东 的 大 小 由 线 数 4 决定 。w 是 一 个 
平均 值 是 1 一 纠 而 方差 等 于 58(1 一 8) — п/п 的 高 斯 分 布 。 可 以 用 等 价 的 方式 表达 
这 个 结果 


и а Мела (19.4-14) 


其 中 > 表示 一 个 随机 变量 ,这 个 变量 的 分 布 是 平均 值 等 于 0, 而 方差 等 于 1 的 标准 高 斯 分 
布 ， 方 程 (19.4-14) 表示 的 分 布 是 平均 值 等 于 1. 一 #7 而 方差 等 于 (1 一 5)n(1 — 2)/ 
п 的 高 斯 分 布 .所 以 方程 (19.4-13》 和 (19.4-14) 表示 同一 个 事实 ,然而 方程 (19.4-14) 是 
以 标准 高 新 分 布 的 随机 量 来 表示 任意 一 个 高 斯 分 布 的 随机 量 的 . 因此 ， 在 某 些 情况 下 方 
程 (19.4~14) 用 起 来 更 方便 些 ， | 
我 们 现在 把 差错 的 两 种 来 源 合并 到 一 块 来 考虑 ， 把 各 谢 弗 门 失效 的 影响 加 到 的 分 
布 方程 (19.4-14) 上 。 和 方程 (19.4-14) 类 似 ,方程 (19.4-1) 可 以 写成 
: р — er + УзА 一 ery。 2 (19.4-15) 
在 复合 系统 中 有 两 类 谢 弗 门 。 输出 是 兴奋 态 的 яс 个 门 算 一 类 ,每 发 生 一 个 错误 就 使 兴奋 
态 的 数 且 减少 一 个 。 чех Аня а ВГ 长生 错误 的 情况 ， 依 关系 式 《19.4- 15), 
可 以 求 出 相应 的 x 值 : 


а 一 4а + ла- 一 У. | _ (19.4-16) 
此 外 ， РРР" (1 一 е 个 谢 弗 门 算 作 另 一 类 。 在 这 里 ， 一 个 差错 将 会 增加 一 根 
兴奋 输出 线 。 在 这 一 类 中 有 gg 个 发 生 错误 的 情况 所 对 应 的 y 值 应 满足 下 列 等 式 : 
5 а=а-б+\а-э®)аА — Lay, (19.4-17) 
ВТА, 4" — оиа но ра Уса во 目 , 根据 关系 式 
(19.4-16) 和 (19.4-17) 我 们 得 到 


4 — 4 = 28 (б - 0) +Уа-эа -py а — etay, (19.4-18) 
上 面 方程 中 最 后 两 项 是 两 个 按照 高 斯 分 布 的 随机 变量 的 差 。 我 们 可 以 证 明 两 个 按 高 斯 分 
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布 的 随机 变量 的 差 仍然 是 一 个 搂 照 高 斯 分 布 的 随机 变量 ， | 
.考虑 两 个 按照 高 斯 分 布 的 随机 变量 zx: 和 #，， 它 们 的 平均 值 都 是 6， 方差 分 别 等 于 中 л 
和 оз, 因而 
= оу, 、- 
2 一 02 。 (19.4-19) 
或 者 ,用 лба) 表示 = 的 概率 密度 函数 ， wi( 32) 表示 =: 的 概率 密度 函数 ， 
Wi(21) = се ol ”, 
2= 
5С) . 
25 . 
现在 假设 两 个 随机 变量 相互 独立 ， а 在 ， 21 Эа + 42, С] 2 2:5 5 + dz 之 间 的 联 
合 概率 是 


аб 一 一 


ил(21) 00) 142. 
我 们 现在 引入 新 的 变量 х 和 xz, 它们 定义 如 下 : 


Хә) == 51 + 2, 


21 一 2 ЄЎ + х2), 
= 209-9), 
根据 变量 变换 的 雅 可 比 (Јасоыіап) 公式 ,新 变量 的 联合 概率 是 


1 (25 + =) (===) 
и 一 一 一 一 一 一 一 | алах.. 
2 1 # 2 10х27 


把 这 个 联合 概率 从 一 % 到 оо 对 x; 积分 ,我 们 就 得 到 概率 шир, 其 中 (а) 是 
Хр 81 — 22 的 概率 密度 函数 。 这 样 


w(x1) 一 > а (+= + 加 了 | = ==) 4, 


一 一 ! СС) (Ни + ) 4, 


4x0107 - -% 
х2 
„ал еа 
2 о 
40302 一 ~-V(/80) + (1/8095) 


х 
7% уе »? 
2 е 


М2 уа + ої 
所 以 我 们 可 以 写 ЕС . 
в 2) уо оу, (19.4-20) 
把 联合 概率 对 x 求 积 分 , 我 们 可 以 得 到 | 
21 + 21 = уо + озу, (19.4-21) 


因此 两 个 按 高 分 布 且 相互 独立 的 随机 变量 ， 它们 的 和 以 及 差 仍然 是 按 高 斯 分 布 的 随机 
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变量 ,新 随机 变量 的 方差 等 于 原来 两 个 随机 变量 的 方差 的 和 。 按 高 斯 分 布 而 且 平均 值 等 
于 0 的 随机 变量 相 加 或 者 相 减 所 具有 的 这 种 特性 是 可 以 预料 到 的 ， 因为 它们 对 于 正 值 和 
负 值 概率 相等 . 

借助 于 方程 (19.4-20) 的 关系 式 ,我 们 可 以 写 出 方程 (19.4-18) 的 结果 


VE | 
Ф (4 一 9)/n = А5 表示 对 于 不 完善 的 谢 弗 门 所 占 的 百分数 $5 的 修正 量 , 我 们 就 得 到 


4-2 (+ 5) + ; 929, (19.4-22) 
现在 我 们 可 以 把 方程 (19.4-14) 与 (9 .4=22): 结 合 起 来 ,于 是 修正 了 的 输出 线 中 兴 
线 的 百分数 个 是 


n+ JE 


-а-+2(ы-ъ)+а- „ЕР, ти — т) 


«9 у, Е (19.423) 


方程 (19.4-23) 的 最 后 两 项 表示 两 个 按 高 斯 分 布 的 随机 变量 相 加 。 这 样 ,我 们 也 就 可 以 用 
方程 (19.4-21) Т. ВД, ЖАС 代替 С, 从 方程 (19.4-23) 我 们 得 到 
+ — 28)5(1 一 Әла. 1) + el е) 


5= (1 в +1 (6) + y， 

| | | (19.4-24) 
其 中 y 是 按 高 斯 分 布 的 随机 变量 ,平均 信 等 于 0 而 方差 等 于 1， 方程 (19.4-24) 描述 了 由 
谢 弗 门 组 成 的 复合 系统 中 执行 机 构 的 性 质 ， 这 个 系统 中 输入 兴奋 线 的 百分数 分 别 是 和 


п, 输出 兴奋 线 的 百分数 是 5 各 个 谢 弗 门 失效 的 概率 等 于 в, 
195 复合 系统 的 系统 可 靠 性 


前 面 已 经 讲 过 ， 复 合 系统 是 由 多 级 随机 重复 线路 串联 而 成 的 。 它 的 每 一 级 又 都 是 按 
19.3-3 所 示 的 办 法 组 合 起 来 的 。 每 一 级 这 样 的 组 合 线路 , 为 简便 计 , 我 们 将 称 之 为 执 
行 机 构 。 前 节 中 我 们 分 析 了 单 级 的 执行 机 构 的 出 错 概率 ， 以 后 我 们 进行 其 它 计算 就 容易 
得 多 了 .在 复合 系统 的 每 一 级 执行 机 构 中 的 输入 线 是 把 前 一 级 的 输出 线 展 分 成 两 倍 ， 然 
后 随机 地 转 接 到 一 排 谢 弗 门 的 各 对 输入 端 。 所以， 我们 可 以 用 同一 个 百分数 “来 代替 两 
个 不 同 的 百分数 所 和 ?。 假定 用 表示 第 一 级 执行 机 构 的 给 出线 中 兴奋 线 的 百分数 。 根 
据 式 (19.4-24) 有 


) + 25а ве +ва= 951) 


п 


вна-ю+2е(- 
与 此 类 似 ,用 + аатинаа, 《 奋 线 的 百分数 ,那么 有 “ 


i 


19.5 复合 系统 的 系统 可 靠 性 777 


s+ (pt + 23и н + И 2 ， (19.5-2) 


等 式 (19.5-1) #1 (19.5-2) 中 的 第 一 项 的 形式 和 式 〈19.3-1) 完全 一 样 。 其 它 的 附加 项 是 
由 于 谢 弗 门 本 身 的 不 可 靠 性 和 差错 的 统计 分 布 而 产生 的 . 

只 要 给 定 了 5, п, 和 = 以 后 ,我 们 就 可 以 用 式 (19.4-24) 和 (19.5-2) 来 计算 > 的 分 
布 函数， 它 是 整个 复合 系统 的 输出 线 中 兴奋 线 所 占 的 百分比 。 把 表达 式 恢复 到 概率 密度 
函数 的 形式 以 后 ,就 可 以 清楚 地 看 到 , 方程 式 (19.4-24) 等 价 于 下 列 概率 分 布 密度 函数 : 


.| | emrae- 训 | 


2 V/ — 22) (1 — Е — 1) +в А — =) 
w(t; Е, туп) = а 


yd — 2=)75(1 — 1А — 1) + = — е) 


НЕЕ у, ито 的 联合 概率 对 5 和 4 求 积 分 ， 我们 就 可 以 得 到 >» 的 概率 密度 函数 ш(ъ; 
- 8% в), 也 就 是 
ш(ъ; 5, 15 п) 


-1 i 
(C22): м = 2501 6)n1—n) +га е) Бла — 1) + ell — е) 
x м Н ЧИНИ 
“a 25а — 0) + el е) (1 — 26) — и + (1 — в) 


ка -了 0-0-0 н _ 


{9 一 2e)25(1 Р) 01 ур) + ell — е) 


2 


2 к(а 09) +20(2—5)] | 
2| а 22а t+ ее) 


1 »— [а =) +26 -二 让 

{1 —2=)?м(1 — и)? + ell — =) 
我 们 现在 可 以 证 明 , 在 适当 的 条 件 下 , НВ» 足够 大 ， 由 谢 弗 门 组 成 的 系统 就 能 够 具 
有 理想 的 性 质 。 假设 给 定 一 个 置信 和 度 5， 两 个 输入 线束 中 兴奋 线 所 占 的 百分数 分 别 是 专 
17,2 表示 输出 线束 中 兴奋 线 所 占 的 百分数 。 为 了 使 系统 具有 高 的 工作 可 靠 性 必须 使 
上 过 1 一 5， 并 且 当 7 >1 一 5 时 有 >< 生 8; 当 上 和 5 和 1 二 1 一 5 时 ,或 者 二 1 一 6 
和 有 和 6 时 ,应 有 vv 宇 1 一 6; 当 ЗОЖ МН 21—65. л ВК, Е 是 


(19.5-3) 
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够 小 ,在 方程 式 (19.4-24) 和 0». 5-2) 中 数量 级 与 5 和 1/Vn юта в ж 
计 , 于 是 有 ， 
Се — Ет, ре 1 00, vl— pp. 
84! 6<1М, ~ 
ye 1 (28) вр, | - (19.5-4) 
现在 令 Еже 1] — а, т = 1 一 2， ТА о, 6<8; ЖЕ Е 21-68, 21—65, РЕМ 
# (19. 5-0) 给 出 
ааъ) +. 

因此 > 一 0(562)5， И ИЕ а, Пт ШВ. аж 1а рс, 方程 
(19.5-4) А = Т — 0082); 更 进一步 ,如 果 5 志 6,7 < b 方 程 也 给 出 > 一 1 一 0(09)。 
ВЫ, НЕЕ 和 65 很 小 ， 当 一 oo 时 ， НЕ 了 护 复 合 半 组 成 的 系统 就 能 真正 得 到 极为 可 
靠 的 性 质 ， | 

当 # 很 大 但 并 不 是 无 穷 大 时 ， 因 为 要 计算 方程 (19.5-3) 中 的 积分 值 , 计算 起 来 就 非 
Зр. 虽然 积分 的 渐 近 值 可 以 用 古典 方法 决定 ,但 是 在 这 里 我 们 不 来 进行 这 种 计算 了 。 
我 们 将 引用 冯 “ 诺 伊 曼 所 举 出 过 的 一 个 例子 如 果 8 一 0.07， 也 就 是 线束 中 至 少 有 百 分 
之 九 十 三 的 兴奋 线 就 表示 一 个 “ 正 ” 的 信息 ;至 多 有 百 分 之 七 的 兴奋 线 就 表示 一 个 “ 负 ” 的 
信息 。 这 时 ,他 发 现 ,为 了 控制 差 销 ， 每 一 个 谢 弗 门 和 失效 的 概率 6 必须 比 0.0107 小 。 如 果 
е > 0.0107, 整个 系统 失效 的 概率 不 可 能 由 于 ” 的 增加 而 变 得 任意 水 ， 对 于 6 二 0.005, 或 
者 说 失效 的 机 会 是 0.5% 的 情形 、 冯 诺 伊 曼 给 出 了 表 19.5-1 的 数值 结果 。 从 这 个 表 里 
可 以 看 到 ， 甚至 于 线束 包含 了 1000 根 线 ， 可 靠 的 性 能 仍然 非常 差 . 实际 上 ， 它 比 原 来 的 
Е 一 1 匈 还 要 差 ， 但 是 把 让 增加 25 倍 以 


Я в 后 ,就 可 以 得 出 极为 可 靠 的 性 能 。 

一 对 于 那些 本 来 由 谢 弗 门 组 成 的 系统 ， 
线 的 数目 ” ИЖ 。。 前面 讨论 过 的 复合 法 的 技巧 也 还 可 以 照样 

1,000. 27х10" 应 用 .我 们 用 зо 个 谢 弗 门 代替 原来 系统 

2,000 2.6% 10-2 中 的 每 一 个 谢 弗 门 。 像 前 面 讨 论 的 情形 那 

50 ?5x10-，。。 ，“ 样 ， 整个 系统 的 差 钳 可 以 通过 系统 中 各 个 

10,000 1.6%10-0 - 谢 弗 门 的 差错 计算 出 来 。 实际 上 ， 这 种 计 

20,000 2.8107» 算 非常 麻烦 .可 是 ,为 了 估计 达到 规定 的 

25,000 12х19, 可 靠 性 所 需要 的 门 数目 ", 我 们 可 以 认为 


”整个 系统 等 价 于 一 个 谢 弗 门 ， 而 直接 用 整 
个 反应 的 结果 . 这 种 作法 将 在 下 一 节 里 讨论 . ЫИС 


196 一些 例子 
为 了 得 到 关于 所 要 求 线束 大 小 的 一 个 概念 ， 我 们 考虑 有 2.500 个 晶体 管 的 一 个 计算 


1) 06) 表示 一 个 与 5 同 数 重 级 的 变量 ， 
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机 ， 假 设 每 一 个 晶体 管 平均 5 微 秒 开 动 一 次 。 我 们 要 求 机 器 在 发 生 一 个 错误 以 前 平均 工 
作 3 个 小 时 。 在 这 有 段 时 期 内 ,单独 一 个 晶体 管 作用 的 次 数 是 
= x 8 3,600 x 105 = 5.76 x 10°. 


把 每 个 晶体 管 当 做 一 个 谢 弗 门 , 若 虑 每 一 个 晶体 管 是 一 个 独立 的 单元 ,于 是 所 要 求 发 生 失 
效 的 概率 是 1/(5.76 х 10?)。 但 是 系统 里 有 2,500 个 晶体 管 ，2,500 个 晶体 管 中 任 何 一 个 
发 生 错误 都 意味 着 机 器 发 生 错误 。 所 以 券 虑 每 个 晶体 管 是 系统 里 的 一 个 单元 ,因此 , 它 发 
生 故 障 的 概率 可 以 近似 认为 是 前 面谈 到 的 1/2,500 (一 次 近似 值 ), 或 者 1/2,500X5.76 х 
10° 一 7 х 10~*， 于 是 我 们 看 到 ,这 个 发 生 失 效 的 概率 等 于 把 2,500 个 晶体 管 的 系统 当成 
一 个 谢 弗 元 件 而 得 到 的 概率 在 用 复合 法 组 成 的 系统 中 ， 这 种 做 法 可 以 大 大 的 简化 关于 
要 求 的 线 数 ”的 分 析 ， 

如 果 我 们 假定 置信 度 5 以 及 晶体 管 失效 的 概率 和 表 19.5-~1 内 所 给 定 的 相同 ,那么 , 根 
据 这 个 表 ; 要 达到 上 述 的 失效 概率 需要 р 一 14,000， 所 以 ,为 了 使 得 机 器 像 所 要 求 的 那样 
可 靠 , 需 要 复合 14,000 次 。 这 表示 要 用 有 Зо 一 3 х 14,000 = 42,000 个 晶体 管 的 系统 去 
代替 机 器 中 每 一 个 晶体 管 。 原 来 2,500 个 量 体 管 的 机 器 现在 变 成 105,000,000 个 晶体 管 的 
庞然大物 。 _ 

现在 讨论 另外 一 个 例子 ， 我 们 考虑 关于 人 类 神经 系统 组 织 的 合理 的 数量 描述 。 神 经 
系统 所 包含 神经 细胞 的 数 昌 , 通常 认为 是 10”。 但 是 考虑 到 感受 的 神经 末梢 以 及 其 它 可 
能 的 更 小 的 自主 单元 ,这 个 数目 当然 是 太 少 了 ,必须 还 要 大 几 百 倍 才 行 。 我 们 就 取 108 为 
基本 元 件 的 数目 ， 神 经 细胞 在 每 秒 钟 里 顶 多 能 承受 200 次 刺激 .但 是 每 秒 受 到 刺激 的 平 
均 数 要 少 得 多 ， 比 如 说 每 秒 10 次 ， 我 们 将 进一步 假定 在 我 们 的 神经 系统 里 发 生 一 个 错误 
就 相当 严重 ,因而 在 人 的 一 生 中 都 不 应 当 发 生 错 误 。 芳 虑 不 发 生 误差 的 间隔 是 10,000 年 ， 
在 这 段 时 期 内 ,包括 10° 个 元 素 的 系统 受到 的 总 刺激 数 的 数目 是 

10 x 10,000 x 31,536,000 х 10 = 3.2 x 1025. 
于 是 失效 的 概率 应 该 是 
1/(3.2 x 105) = 3.2 x 10-5, 

再 假定 那些 基本 的 神经 细胞 有 表 19.5-1 氢 述 的 性 质 ; 于 是 从 表 内 推出 x == 23,000. 

但 是 需要 和 修正 我 们 的 分 析 : 假设 人 类 的 神经 系统 真正 复合 28,000 次 , 那么 在 未 复合 
的 系统 中 基本 元 件 的 数目 并 非 上 面 假定 的 108; 基本 元 件 的 数目 将 要 缩减 到 108/(3 х 
28,000), 因此 ,失效 的 概率 应 该 增加 3 x 28,000 倍 ,修正 后 失效 的 概率 是 2.7 x 10-1, 于 
是 表 19.5-1 Ж т == 22,000. 再 重复 下 去 ,这 个 值 将 不 会 改变 了 。 

从 上 述 分 析 过 的 例子 中 可 以 看 出 ， 在 电子 管 为 主 的 时 代 和 分 立 式 晶 体 管 为 主 的 自动 
机 里 ,由 于 楼 求 有 大 量 的 重复 器 件 , 复 合 方法 这 个 思想 是 很 难 实现 的 。 但 是 在 现在 的 工艺 
水 平 下 ,这 种 设计 思想 的 实际 应 用 已 逐步 变 为 可 能 。 特别 是 在 金属 氧化 物 半 导体 (МО, 
CMOS) 大 规模 和 超大 规模 集成 电路 中 , 耗 电路 (每 一 个 门 电路 耗 电 仅 为 1 毫 瓦 左右 )， 集 
成 度 大 (平均 每 平方 毫米 的 单 晶 底 片上 可 做 上 数 千 到 上 万 个 门 电路 ), 容错 技术 中 的 复合 
方法 的 实现 几乎 不 存在 工艺 和 设备 方面 的 障碍 ， 

除了 复合 方法 以 外 ， 还 有 另外 一 些 重 要 的 研究 方法 。 对 于 谢 弗 门 电路 。 用 执行 机 构 
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( 单 级 随机 展 接 ) 构成 复合 系统 毕竟 是 很 多 种 可 能 的 提高 可 靠 性 的 方法 中 的 一 种 , 尽管 这 
个 方法 的 成 功 是 值得 赞赏 的 ， 但 也 还 有 许多 别 的 方法 能 把 可 靠 性 低 的 元 件 组 合 构成 高 可 
靠 性 的 系统 ， 下 节 内 我 们 将 介绍 莫 尔 (Moore) 和 香农 提出 的 一 种 方法 。 该 方法 把 不 可 靠 
的 继电器 类 元 件 组 合成 高 可 靠 性 的 线路 ， 然而 所 需要 的 元 件数 却 比 复合 方法 需要 的 元 件 
数量 大 为 减少， 
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假设 恋 电 器 的 触 点 只 4 可 能 有 两 种 状态 一 闭合 和 刀 开 . 对 于 十 分 可 靠 的 继 电 咽 ， 在 
控制 绕组 通电 后 ， 其 常 开 者 闭合 ， 常 闭 者 断 开 。 在 控制 统 组 不 通电 时 它 的 触 点 状态 则 相 
К. 一 般 来 说 ,继电器 并 不 是 绝对 可 靠 的 元 件 ,也 就 是 说 继电器 触 点 的 状态 并 不 完全 依赖 
于 其 控制 绕组 的 状态 。 因 此 ,在 继电器 绕组 通电 时 其 触 点 仅 按 某 一 概率 с 闭合 , 当 继电器 
绕组 不 通电 时 其 触 点 也 有 一 定 的 闭合 概率 ,比如 为 a.. 当 * > “时 , 我 们 称 这 个 触 点 是 常 
开 的 ,反之 ,我 们 称 它 是 常 闭 触 点 ， ， 1 


图 19.7-1 : р . у Е 19.22 
利用 若干 个 继电器 可 以 构成 继 电 线 路 ， 例如 图 19.7- 是 由 一 个 继电器 将 成 的 线路 ， 
图 19.7-2, РА 19.7-3 和 图 19.7-4 分 别 是 由 二 个 、 五 个 和 九 个 继电器 组 成 的 炙 电 线路 (认为 
每 一 个 触 点 属于 一 个 继电器 ). 在 这 几 个 继 电 线路 里 ， 继电器 触 点 分 别 被 并 联 ， 被 桥接 或 者 
被 连 成 网 结 形状 。 因此 ,分 别称 它们 是 并 联 继 电 线 路 ， 桥 式 继 电 线 路 和 网 状 继 电 线 路 。 通 


图 19.7-3 


БЕН, НЫ. 对 于 仅 有 一 个 输入 和 一 个 
输出 的 继 电 线路 (本 节 仅 讨论 这 种 线路 ), 当 由 线路 一 端 到 另 一 端 形成 通路 时 输出 便 称 为 

兴奋 的 ,车 从 线路 一 端 到 另 一 端 没有 通路 时 输出 便 称 为 抑制 的 .因为 继电器 触 点 只 可 能 
有 两 种 状态 ,所 以 继 电 线 路 的 输出 也 仅 有 两 种 状态 ， 兴 奋 和 抑制 ;输出 状态 是 继电器 闭合 
概率 ?的 函数 。 若 以 pw(p) 表示 继 电 线路 的 输出 兴奋 概率 , 容易 看 出 , 图 19.7~l 线路 的 
输出 是 否 兴 奋 完全 决定 于 其 触 点 能 否 闭 合 。 因 此 有 pn(p) = р. 对 于 图 19.7-2 的 并 联 继 
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电线 路 、 只 要 两 个 继电器 中 有 一 个 闭合 ， 线 路 便 被 接 通 。 因 此 ， 其 输出 的 兴奋 概率 为 
Ср) == 1 — (1 — р = 2р — р. 同样 ,图 19.7-3 桥 式 线路 的 输出 兴奋 概率 为 
pr(p) = 2 + 2р? — 5p +27. = (19.7-1) 
图 19.7-4 所 示 网 状 线路 的 输出 兴奋 概率 为 
Ры(р) == 8р? — 6p'— бр’ + 12 р’ — 9p + 2р? 
== 8р? — р'[6(1 — р?) + 6РИ — р2) + 7р + 2р(1 — р)1. (19.7-2) 
由 于 继 电 线路 输出 仅 有 兴奋 和 抑制 两 种 状态 ， 所 以 输出 抑制 概率 为 4(z) 一 1 一 ры(р). 
更 进一步 还 可 以 看 出 ,要 使 图 19.7-2 的 线路 接 通 或 断 开 ， 
线路 中 至 少 要 有 一 个 继电器 闭合 或 两 个 继电器 同时 断 
开 3 要 使 图 19.7-3 的 线路 接 通 或 断 开 ,其 中 至 少时 有 两 个 
继电器 同时 闭合 或 断 开 ; 对 于 图 19.7-4 的 线路 ,至少 要 有 
三 个 继电器 同时 闭合 或 断 开 .对 于 一 般 线路 , 若 其 中 至 少 
有 ! 个 恋 电 器 闭合 它 才 接 通 ， 至 少 有 ww 个 继电器 断 开 它 
ЖЭР ,那么 就 称 这 个 线路 的 长 度 为 和 宽度 为 w, 或 称 
这 个 线路 为 ! x w 的 线路 。 不 难看 出 ,用 不 同 数 量 的 继 
电器 可 以 构成 同样 长 度 和 宽度 的 线路 ,但 是 ,对 于 1 Xxw ° 0590 гр 
的 线路 它 至 少 要 含有 /7 Xx w 个 继电器 ， 图 1975 . 
我 们 画 出 图 19.7-3 和 图 19.7-4 线路 的 接 通 概率 曲线 ， 也 即 线路 的 输出 兴奋 概率 曲 
线 . 它们 分 别 是 图 19.7-5 中 的 曲线 ; (а) 和 ОЬ), 也 就 是 说 它 在 p 一 0, 0.5 和 1 上 与 对 角 
线 相交 。 进 一 步 还 可 知道 这 两 个 图 形 的 pv(p) 曲线 是 对 (1/2, 1/2) 点 对 称 的 ,也 就 是 对 
于 任意 的 p, 0<р<1, 线路 的 输出 兴奋 概率 等 于 继电器 闭合 概率 为 1 一 p 时 线路 的 输 
出 抑制 概率 。 即 | 


рир) = 1 — рм(1 р). - | (19.7-3) 
АНХ АН ЖЕНЕ НН ВРЕТ АНАЕВ. НЛ ПЕНА, АТА Н. 1 和 
м ХЕ Е РНЕ. ШУК, 还 可 知道 , 对 于 任何 继 电 线路 , 如 果 其 
输出 兴奋 概率 р (р) 不 恒 等 于 0, 1 和 p, 那 么 对 任何 р, 0 < p 二 1, 恒 有 不 等 式 

pu(p) 1 | _ 
| И — ръСр) 1ра(р) Е" р)р" (197-0) 
Фн(р) Е рм(р) 对 ?的 一 次 导数 ， 从 式 (19.7-4) ВИА „ЛЕ 0< р < 1 的 区 向 上 pn(p) 
和 对 角 线 的 交点 不 多 于 1 个 。 因此 , 凡是 其 输出 兴奋 概率 曲线 和 对 角 线 有 交点 的 线路 都 
具有 复原 装置 的 狂 质 。 我们 就 是 利用 继 电 线 路 的 这 种 性 质 来 提高 系统 可 人 靠 性 的 ， 也 不 难 
看 出 ,即使 psx(p) 不 满足 我 们 所 要 求 的 条 件 ,下面 的 式 子 仍然 成 立 : 
, РхСр)11 — рмСр)] _ 
pn(p) 之 pL —p) . (19.7-5) 
下 面 我 们 研究 如 何 利用 可 靠 狂 差 的 继电器 构成 高 可 靠 性 的 线路 。 假 定单 个 继电器 在 
通电 和 不 通电 时 闭合 概率 分 别 是 < 和 a, 它们 满足 不 等 式 9 二 a < ec 二 1. 要 求 设计 一 个 
由 多 个 继电器 组 成 的 线路 对 给 定 的 一 个 任意 小 数 5 > 0， 它 的 输出 兴奋 概率 pw (zp) 应 满 
ЖЗ: рыба) < 8; pn(c) > 1 一 6 (参看 图 19.7~6)。 ， . 
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.现在 分 三 步 来 设计 这 个 线路 ;首先 根据 给 出 的 < 和 -<- 值 ， 用 РЕЯ ЛЮ 
方法 组 成 如 图 19.7-7 мамам", 选取 适当 数目 的 触 点 并 进行 适当 连接 使 它 的 输出 兴奋 
， оо ЖЖ рм, (Р) 满足 条 件 


риба) <5 — є; 
рибо) > +6, 
говна, 比如 令 


4 

这 样 ， 继 电线 路 的 两 个 接 通 概率 分 
一 布 在 pn(p) == 1/2 的 两 人 出。 考虑 到 
” 图 19:7-5 所 示 的 自 对 偶 性 线路 的 接 
” 通 《 即 输出 兴奋 ) 概率 曲线 ， 可 以 
”看 出 ,着 将 上 述 线路 作为 一 个 单元 ， 

然后 利用 自 对 偶 性 线路 , 便 可 把 

Рм, (а) 和 Рн, (с) 相应 的 接 道 概率 
， 分 别 移 到 零 和 1. 因此 ,第 二 阶段 的 

任务 便 是 运用 自 对 侦 性 线路 做 多 次 
-一 一 一 ”“ 先 代 ,把 接 通 概率 ри (а) ЯП ры, (с) 
| | 图 B77 分别 移 到 小 于 1/4 和 大 于 3/4 处 . 
为 了 充分 做 到 这 一 点 ， 我 们 把 二 一 (或 二 + ) 移 到 小 于 工 二 处 来 求 第 一 阶 肌 的 选 代 


次 数 ， 第 三 阶段 仍 是 选用 这 种 ани, 把 第 一 阶段 得 到 的 接 通 概率 риба) 和 рм, (с) 
分 别 移 到 小 于 8 К 1-8 的 某 个 值 上 . 为 此 ， 我 们 仍 可 按 把 1/4 变 到 小 于 6 处 来 求 第 
三 阶 般 的 迭代 次 数 。 这 个 和 迭代 次 数 也 一 定 能 保证 把 pw,(c〉 变 到 大 于 1 一 8 的 地 方 。 些 
后 ,用 第 一 阶段 得 到 的 继 电 线路 代 换 第 二 阶段 所 得 线路 的 每 个 继 所 器 ,再 以 这 个 挝 代 线 路 


Е = 


‚ 代 换 第 三 阶段 所 得 线路 的 每 个 继电器 。 最 后 这 个 迭代 线路 将 满足 预定 的 要 求 。 上 面 把 设 


计 过 程 分 做 三 个 阶段 ， ЗАТОЧНЫЕ ВИННИ. 当然 , 根 
据 不 同 的 a， ето 值 ,上面 三 个 步 矣 不 一 定 都 是 需要 的 。 = . 
ИЖЕ аваа аер НИ ВИ 
需 继电器 数目 的 上 界 和 下 界 。 。 | 
首先 ， 我 们 设计 具有 下 列 履 质 的 两 个 线路 序列 М, Na .和 Ма, Маг". ЕП 


性 质 是 : 
(1) 线路 NG 一 1 5 不 多 于 个 继电器 


О) 线路 М.Е 一 1, 2,…*) 不 多 于 i ан, 
6) рм, (2 + < < 2 十 с). | 


) 线路 中 的 第 一 个 继电器 也 可 能 是 垂直 接 人 的 
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(4) Рм; (* + 


5) (66) са, а свт 


2 = так + с 1 ===). 
2 2 


(5) 或 者 M, 是 把 Ni 中 某 两 个 结 НАНА 或 者 V; 是 把 Mi 中 某 个 继电器 断 
开 而 得 到 . 
我 人 ] 一 定 可 以 从 这 两 个 线路 序列 里 找到 第 一 阶 自 所 需要 的 线路 ， 这 两 个 线路 序列 可 
按 下 述 方法 构 进出 来 : 
令 Mo 是 一 个 常 闭 线路 ， № 是 一 个 常 开 线路 。 РЕ ] 满 足 上 面 五 个 条 件 ， 现在 候 
定 Mi-1 及 Nii 已 经 设计 出 来 并 且 满 足 上 面 五 个 条 件 。 如 果 Mr- 是 把 Ni 的 某 两 个 结 
点 短 接 后 得 到 的 ， 那 么 在 N;- 的 这 两 个 结 点 之 间接 人 一 个 继电器 , 称 这 个 增加 继电器 后 
的 线路 为 М. М, 是 把 M,-: 中 某 个 继电器 5 打开 后 得 到 的 , 那 时 我 们 便 在 М. 中 
接 入 一 个 与 $ 相 串 联 的 继电器 , 同样 称 这 个 线路 为 M 。 不 难看 出 ， 不 论 线路 对 是 用 那 种 
方法 得 到 的 , 它 的 继电器 数目 均 不 多 于 i, 而 且 在 M 中 把 新 接 入 的 继电器 断 开 便 得 到 М; 
当 把 新 接 入 的 继电器 闭合 时 它 就 变 成 М.л. 根据 全 概率 公式 则 有 
Рм(р) = Ррм: Хр) + (1 —р)рм (р), (19.7-6) 
而 且 它 满足 条 件 
Рм. (Р) < pulp) < Рм,_,(Р). | (19.7-7) 


当 pu (< 二) < 2 时 ,我 们 令 N 一 M，M, 一 М, 这 时 有 


2 


Е ры (= 


<] > 荆 时 ,我 们 则 令 м, 一 M 及 N, 一 Ni_1， 这 时 同样 可 以 得 到 ， 


м) 

因此 , 按 上 述 法 则 设计 的 M; т, 满足 上 面 五 个 性 质 。 
在 这 两 个 线路 序列 里 任 取 一 个 线路 N, 设 它 的 接 通 概率 为 pv(z)， 根据 不 等 式 
(19.7-5) 可 以 得 到 ,对 于 满足 二 一 。 < рабо) < 十 十 的 所 用 信 (ба е2), 
都 使 (> +. 


в. 
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我 们 令 ; 一 [二 5] ,可 以 得 到 。 > ам, ом 


м (6) ра (2+ 
因此 ,我 们 一 定 能 从 M; ЯМ, 6—80 М, Сеш 
Pr 人 (< 十 机 1 2 < 


对 于 这 个 线路 也 一 定 满足 条 件 pO >t < в. 反之 , 候 定 pu 人 c) > 
二 十。 不 成 立 ,出 必 定 pv(e) < 1+8, 根据 pu(p) 的 单调 性 和 > 86, жава 
对 于 | 十， Лента вах з «рф < 1+8, 国 此 这 个 区 间 上 的 所 有 
?信者 使 iv(p) >, БН 


<) < Рм; + ё, 


+ в. 


bm 


Ры(с) == - (23 + =) + Е ром = _ >. + 2 = 


这 个 结果 和 假设 矛盾 ， 因 此 ,pwv(c) >> + є, риба) < 2 一 se 这 个 结论 是 正确 
的 . | Ее 
不 难看 出 , 线路 N 正 是 我 们 第 一 阶段 需要 的 线路 .因为 它 就 是 M, 或 者 N,, 所 以 它 的 
继电器 数目 为 


CC 一 CQ 
1 

根据 第 二 阶段 的 任务 ,我 们 选用 3 x 3 的 网 状 线路 , 如 图 19.74 所 示 。 它 的 输出 兴奋 
概率 曲线 如 图 19.7-5 所 示 。 不 难看 出 ,如 果 继 电器 的 闭合 概率 р 和 * 0.5, 那么 这 个 线路 的 

接 通 概率 便 是 
pslp) = Вр? — РА6 — 0) + 621 — 22) +7p +22 — р)1 < gp | 

1 2 
= 10У вр). (19.7-9) 
V8 А 


若 把 整个 线路 视 作 单元 再 用 于 该 线路 里 ， 也 就 是 把 这 个 线路 进行 一 次 迭代 ， 它 的 接 通 概率 
便 为 : 


pp) = РСР СР)) < BBP) 一 yi 8 p)”, (19.7-10) 
再 把 这 个 线路 当 作 单元 用 于 原来 的 网 状 线路 ， 这 样 三 次 迭代 后 的 接 通 概率 就 为 
я» = Ки) < VS вр)”. | (192-1) 
.如果 进 行 “次 迭代 , 它 的 接 通 概率 则 为 


1) 这 里 “[ ] ”表示 仅 取 括 号 内 比值 的 整数 部 分 。 


一 
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РУЗзСР) 一 рр (р) | 
~ ei ов. 
< <= (М вр. (19.7-12) 
从 这 些 式 子 中 可 以 知道 ， 随 着 线路 这 代 次 数 的 增多 ， 它 的 输出 兴奋 概 弟 便 交 过 于 零 ( 当 
p<05 时 ), 或 者 趋 近 于 1( 当 p > 05 时 ). 
аса Ез x 3 НЕ (二 一 8) 移 到 小 于 土 时 所 


需要 迭代 的 次 数 和 继电器 数目 ， 为 此 ,我 们 在 图 19.7-5 中 过 (1/2, 1/2) 点 做 一 条 斜率 为 
3/2 的 直线 (<)。 可 以 看 出 ,在 二 入 过 本 一 。 МЕ, ръа(р) 曲线 在 它 的 下 面 ; 当 
1 + е <р <2 时 2зкз(2) 又 在 这 条 直线 的 上 面 。 这 个 事实 说 明 , 在 < << > 一 s 


的 区 间 上 网 状 线路 使 输出 兴奋 概率 趋 于 零 的 速度 要 比 这 条 直线 来 得 快 。 因 此 ,在 这 个 区 
间 . 上 可 以 近似 地 按 这 条 直线 使 输出 兴奋 概率 趋 于 零 的 速度 来 求 网 状 线路 的 迭代 次 数 〔 显 


然 , 这 样 求 得 的 迭代 次 数 是 偏 多 的 )。 这 时 , 在。 次 迭代 之 后 , 输出 兴奋 概率 便 达 到 一 
2). 如果 希望 输出 兴奋 概率 沿 着 直线 变 到 工 ,那么 * 必须 满足 1 < (+). вка 
取 ， [е + 1， 于 是 第 二 阶段 设计 线路 的 继电器 数目 m 应 为 


log 3/2 . І 
9 9 (1\00 = 9( 1" | - 
9' < 9 (=) (2) . {19.7-13) 
因为 3 x 3 的 网 状 线路 是 自 对 偶 的 ， 所 以 这 个 先 代 线路 也 一 定 能 将 输出 兴奋 概率 1 一 2 + 8 


移 到 3/4 处 ， 

第 三 阶段 的 任务 是 确定 一 个 这 样 的 线路 ， 它 能 将 输出 анж) 移 到 小 于 8 处 ， 
把 pw,(e) 移 到 比 1 一 3 大 的 值 。 不 难看 出 , 采用 上 面 3 x 3 网 状 线路 仍 能 达到 目的 。 如 
果 进 行 了 :次 迭代 , 线路 继电器 个 数 便 为 m 一 9， 输 出 兴奋 概率 可 由 式 (19.7-12) 得 到 ， 


ВП рз) <=». И ЧЕ Е О 
< ПЕС". 当 е 一 0.353 时 , 便 可 求 出 这 个 迭代 线路 的 继电器 数 自 


юу 8 -р 
在 设计 的 第 二 阶段 我 们 已 将 输出 兴奋 概率 移 到 了 1/4 < 1/W 8 , 因此 , 用 该 式 计算 第 三 
阶段 线路 的 继电器 数目 是 适宜 的 ， 注意 到 * 应 满足 ps:(14) <о 且 输 出 兴奋 概率 
65032) 又 是 以 阶梯 过 程 趋 于 零 以 及 线路 继电器 数目 也 以 等 比 级 数 增加 ,每 选 代 一 次 增加 
9 倍 。 因 此 , 第 三 阶段 线路 需 用 继电器 数 县 应 满足 条 件 : 


105/85 | 
1 9 |-08\ 99 (19.7-14) 
у 2:7 8 52). О 2 
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根据 选用 线路 的 自 对 侦 性 , 它 也 一 定 能 将 输出 兴奋 概率 3/4 移 到 大 于 (1 一 2) 的 数值 上 ， 
根据 迭代 原理 , 把 第 一 ;第 三 院 段 设计 的 线路 依次 迭代 于 第 三 阶段 的 线路 里 , 这 个 总 
的 迭代 线路 便 是 我 们 希望 的 线路 。 因 为 在 迭代 过 程 中 ， 每 一 个 继电器 都 要 用 前 一 阶段 设 


计 的 线路 来 代替 ， 因此 ， 整个 选 代 线路 的 继电器 数目 为 各 阶段 设计 线路 急电 器 数目 之 积 . 
即 ? 


с — 0]: . А 
log 一 了 /8 
ах = пуп 273 < ДЕ $. аа 1 узя аә зар | (19. 7- -15) 


logd 1\е —а ову 8, 8р. 

将 这 个 数量 的 继电器 按 上 面 叙述 的 方式 构成 线路 ， 显然 它 应 满足 我 们 的 和 要求. Ща 和 < 
已 分 布 在 1/2 点 的 两 侧 时 ,可 以 省 略 第 一 阶 和 让 的 设计 , 即 第 二 和 第 三 阶段 设计 也 可 以 按照 
输出 兴奋 概率 趋 于 零 和 1: 的 阶梯 进程 在 图 19.7-5 上 直接 求 出 迭代 次 数 , 从 而 计算 出 线路 
АЖА. 

为 了 满足 提出 的 可 靠 性 要 求 ， 线路 航 点 数目 不 能 小 于 基 个 界限 由 线路 长 度 和 宽度 
的 定义 可 以 把 这 个 下 界 计算 出 来 。 设 线路 能 满足 可 靠 性 的 要 求 ， Вр рм(а) < 5， 
pv(c) 之 1 一 8; 再 设 它 的 长 度 为 1 宽度 为 w， 单个 继电器 通电 时 闭合 概率 为 с, 不 通电 
时 闭合 概率 为 в, Ш, 下 面 不 等 式 成 立 

„6 > рма) 22 а, Г Е 
由 此 得 到 /! 之 logsyiog 4. - 当 继电器 通电 时 又 明显 她 有 不 等 式 ， 
(1 = с)“ < 1 — pyc), . 

于 是 又 得 到 w > log 3/ log (1—2). 因此 ， 这 个 线路 的 继电器 数目 的 下 界 
log8,. 10я8 
Joga logtl—e) 
其 实 ,线路 所 用 的 继电器 数目 一 般 为 其 下 界 的 3/2 左 右 或 更 多 些 ， 

为 了 得 到 线路 可 化 性 和 继电器 数目 的 关系 ,也 为 了 与 复合 方法 进行 比较 ， 我 们 假定 用 
КЖ а = 1 — с = 1/200 的 然 电器 构成 长 宽 相等 的 网 状 线路 《由 于 继电器 已 足够 
可 靠 ,所 以 设计 高 可 靠 性 线路 时 仅 角 第 三 步 就 够 了 )。 根 据 公 式 《19.7-12) (19. 7-14) 和 
《19.7-16) 对 给 定 的 失效 概率 可 以 分 别 得 出 实际 需要 的 继电器 数 РАЯ. 的 上 界 
和 下 界 ( 见 表 1 19. 7-1). 


талы РЕ КВ ”19.7-16) 


Е: ща 2 71. 


1 YY 
19. = ё 一 一 -一 
‚ * 7 200 


失 效 ж 率 | хянана 


авая 计算 继电器 数目 下 界 
10- | | | | А | „1 


вхо", 81 
2х10-* 100 |. 6 
2.2х10-" 121 ^ 1074 | 81 


4X 10-я 
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在 第 19.5 节 中 研究 过 的 两 个 例子 ,当然 也 可 以 按 莫 尔 -香农 元 余 方 法 进行 综合 以 提 
高 可 靠 性。 这 时 只 需 把 那儿 的 每 个 晶体 管 和 神经 细胞 都 视 为 继电器 即 可 。 如 果 认 为 元 件 
和 综合 系统 的 可 靠 性 仍 为 原来 的 指标 。 则 不 难 算出 计算 机 的 晶体 管 只 要 增加 到 81 x 
2500 一 202,500 个 就 足够 了 .关于 神经 系统 的 例子 可 以 计算 出 使 细胞 ?的 失效 概率 减少 
到 2.7 x 1072 的 值 , 只 需 用 11 x 11 的 网 状 线路 代替 每 个 可 靠 性 仅 为 /200 的 细胞 就 可 
ат. 

顺便 指出 ， 这 种 方法 也 是 依据 增加 元 件 的 原来 得 高 可 华人 线路 的 ,只 是 结构 与 
合法 不 同 而 已 ， 


19.8 复合 方法 与 莫 尔 -香农 方法 的 比较 


通过 上 面 的 讨论 , 可 以 看 出 , 用 不 同方 法 可 以 构成 具有 同样 可 靠 性 的 线路 。 但 是 , 当 
对 系统 可 千 福 要 求 并 不 十 分 高 而 元 件 可 靠 性 又 比较 高 时 , 莫 尔 -香农 方法 需 用 的 元 件数 要 
比 复合 方法 少 很 多 ,然而 当 要 求 系 绕 可 靠 性 很 高 时 , 则 复合 法 又 比较 优越 我 们 试 找 出 这 
个 差别 的 原因 

冯 庄 俱 曼 对 复合 方法 的 分 析 是 基于 差错 的 出 现 服从 高 斯 分 布 的 假定 ， 因此 它 要 求 
每 个 线束 内 的 线条 数 ” 相当 大 ,可 是 ,我 们 事先 并 不 知道 ”为 怎样 的 数目 (是 否 要 求 很 大 ) 
才能 满足 系统 的 可 靠 性 要 求 。 当 对 系统 可 靠 性 指标 要 求 并 不 甚 高 而 元 件 已 颇 为 可 靠 时 。 
”就 不 需要 太 大 , 此 时 用 这 个 方法 去 计算 , 近似 性 就 较 大 。 莫 尔 -香农 则 用 组 合 概率 的 广 
法 来 分 析 系统 可 靠 性 ,并 不 对 ”的 大 小 做 先 验 很 定 :因而 比较 切合 实际 情况 . 

39. 诺 伊 曼 不 仅 考虑 了 构成 系统 元 件 的 可 靠 性 ， 同 时 也 考虑 了 输入 的 差错 。 不 难看 
出 ,重点 还 是 放 在 控制 输入 差错 上 面 ， 英 尔 -香农 方法 则 仅 考 峙 元 件 可 靠 性 对 系统 可 靠 性 
的 影响 ;如 果 认为 线路 的 继电器 绕组 是 用 一 个 输入 线 床 控制 的 并 假定 通电 针线 东 中 有 百 
分 之 “的 线条 产生 错误 ， 不 通电 时 其 中 有 百 分 之 6 的 线条 产生 错误 。 这 时 容易 算出 ;在 
通电 时 继电器 闭合 的 百分数 с 一 (1 一 o)c 十 аа 二 以 前 修了， 而 断 电 时 闭合 的 百分数 
а’ = (1 — Ва + 8с 比 以 前 大 了 ,也 就 是 相当 于 继电器 的 可 靠 性 变 坏 了 。 显然, 这 时 为 子 
达到 和 过 去 一 样 的 可 靠 性 ， 线 路 的 元 件数 目 当 然 要 比 过 去 多 。 这 是 为 了 控制 输入 线 上 差 
错 所 必需 增加 的 元 件数 ; 它 是 “和 8 的 函数 。 还 不 难看 出 , 谢 弗 门 (与 非 门 ) 会 使 输出 差错 
分 布 产生 分 散 现象 ， 这 完全 是 由 于 谢 弗 门 电路 ,对 输入 端的 错误 信号 的 逻辑 运算 而 引起 
的 。 在 不 考虑 输入 信号 的 错误 时 ， 由 谢 弗 门 电路 的 失效 所 造成 的 输出 差错 概率 〈 输 出 端 
状态 错误 的 线条 数 在 5% 一 (1 一 8)% 之 间 的 概率 ) 是 随 =” 的 增 大 而 趋 于 零 的 。 这 一 点 
可 以 在 公式 (19.4-18) 中 看 到 .为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 可 以 对 干 面 的 情况 进行 计算 。 

<) 输入 线 中 没有 错误 信号 ,也 就 是 认为 同一 输入 线束 中 诸 线 的 状态 完 侈 一样. 

(2) 斋 索 统 由 一 个 谢 弗 门 组 成 ， 它 的 失效 概率 为 1/200, 现在 用 同样 的 但 数量 多 的 
门 构成 可 靠 系统 并 取 置 信 度 . 5 = 0.07. 

(3) “认为 谢 弗 门 一 经 失效 后 , 它 的 状态 一 定 和 其 应 有 的 状态 相反 。 。 : … 

在 不 加 复原 机 构 的 情况 下 算出 .的 元 件数 目 я "和 系统 兴 效 概率 pn 的 关系 列 于 表 
19.8-1 中 。 : 
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单元 数目 x | И ра 


100 0.14919X10-+ 
1000 - 0.25 х4о- 


把 表 19.8-1 和 表 19.7-1 相 比较 ,可 以 知道 , 在 同样 的 前 提 下 , 复合 宛 余 方法 与 莫 尔 ~ 
香农 元 余 方法 所 得 到 的 结果 有 所 差别 ,但 并 不 十 分 悬殊 。 
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从 复合 方法 和 莫 尔 -香农 方法 的 讨论 中 。 我 们 已 经 看 到 ， 改进 线路 结构 也 能 提高 系统 
可 靠 性 。 因 此 , 便 产 生 了 这 样 的 问题 :在 单元 数目 一 定 的 条 件 下 ,怎样 设计 线路 结构 才能 
获得 最 大 的 可 靠 性 ? 下 面 我 们 从 不 同方 面 来 讨论 这 个 问题 。 
”” 设 有 一 包含 ! 个 单元 的 系统 С, 如 果 这 1 个 单元 中 有 一 个 失效 便 会 导致 整个 系统 失 
效 ， 我 们 便 称 这 种 系统 为 基本 系统 ， 若 基 本 系统 中 每 个 单元 失效 的 概率 均 为 p, 那么 ， 系 
统 的 失效 概率 为 
pml~— ар). | | (19.9-1) 
为 提高 系统 的 可 人 人， 我 们 把 w 个 基本 系统 C, 按 图 19.9-! 连接 成 更 大 的 系统 . 图 
中 51, 52,57, Sw 为 开关 ,它们 的 二 作 原 理 是 ， 当 第 i (i = 1.2,.…,w 一 1) 个 基本 系统 
失效 后 ， 开关 5, 便 自动 断 开 而 开关 бы. япан, 于 是 ,图 19.9~1 所 示 系 统 的 失效 概 
率 为 И 
ра а 11 а = А) р). | | (19.9-2) 
Жи, р, ля, 当 Р. «ри, АДВ р, КАН, ШЕ 
Ра = р == (1 — (1 — РУЛ", _ (19.9-3) 


ee eh 
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即 图 19.9-1 记 示 系统 的 可 靠 性 为 | . | 
Чи =1 — ри =1— И — (1 р) 1, (19.9- 4) 

从 这 里 可 以 看 出 ， 若 每 个 单元 的 失效 率 Р 保持 不 变 ， 系统 的 可 车 性 则 随 着 基 到 条 统 单 元 数 
目的 增多 而 降低 。 在 ; 为 无 限 大 的 情况 下 ， 即 便 允 许 有 较 多 数目 的 备用 系统 ， 图 19.9-1 
所 示 系 统 的 可 靠 性 仍然 趋 于 零 。 如 果 改 变 系统 结构 ， 把 这 ww 个 基本 系统 中 的 所 有 相同 单 
元 都 通过 上 述 性 质 的 开关 并 联 起 来 , 这 时 便 得 到 如 图 19.9-2 的 系统 、 它 的 失效 概率 为 

ра =1— {1 — [1 — 9 - Ра — 2,1}. (19.9-5) 
车 开关 绝对 可 靠 , 即 р, = 0, 上 式 则 变 为 

Ро == 1 — [1 р]. 

从 这 里 可 以 看 出 ， 不 论 基本 系统 由 多 少 单元 组 成 ,只 要 增加 w， 便 能 获得 满意 的 可 靠 性 . 
因此 ,在 使 用 绝对 可 靠 的 开关 时 ,采用 备用 单元 要 比 备用 系统 好 些 ， 但 是 ， 由 于 开关 并 非 
绝对 可 靠 , 即 户 关 0， 因此 ， 应 用 过 多 开关 并 不 一 定 能 获得 系统 的 最 佳 可 靠 性 。 如 果 把 
诸 基本 系统 分 成 几 个 部 分 ,然后 把 相应 部 分 通过 上 述 性 质 的 开关 并 联 起 来 ,这 时 可 能 获得 
”具有 更 高 可 靠 性 的 系统 ， 例 如 , 我 们 考虑 有 一 个 备用 系统 即 w 一 2 的 情况 , 设 基本 系统 
由 四 个 单元 构成 ,它们 的 失效 概率 均 为 0.05。 按 系统 备用 , 按 单元 备用 以 及 把 系统 分 成 相 
等 的 两 部 分 备用 时 的 系统 失效 窒 率 分 别 记 为 ра, ро 和 ps。 不 难 算出 上 述 三 种 情况 下 系 
统 失效 概率 和 开关 失效 概率 р, 的 关系 。 算 出 的 数据 列 于 表 19.9~1 Н, 


ЗЕ 19.9-1 
р, = 0.97 р, =0.9 
Ра 0.0441 0.0713 


Ра 0.02243 0.0815 
Раз 0.0303 0.069 


从 上 面 讨论 的 例子 中 可 以 看 到 , 当 备 分 单元 的 数量 已 给 定 的 情况 下 ,如 何 使 用 这 些 备 
分 件 对 提高 系统 的 可 靠 福 有 很 大 的 关系 。 相 同 的 备 分 数量 ,如 果 结构 不 同 ,系统 的 可 靠 性 
可 能 差别 很 大 。 也 就 是 说 ,元 余 结 构 的 选择 对 提高 系统 的 可 靠 性 是 很 重要 的 。 事 实 : 上 ,在 
条 件 一 定 的 情况 下 , 给 定 了 备 分 器 材 的 数量 , 常常 存在 着 一 种 最 优 的 元 余 结构 , 使 系统 能 
获得 最 高 的 可 靠 福 。 下 面 我 们 再 介绍 一 种 比较 复杂 的 情况 ， 从 这 里 可 以 更 清楚 地 看 到 元 
构 结 构 对 系统 可 靠 性 的 影响 . 

设 Ta 是 某 一 器 件 (如 门 电路 ) 在 额定 负荷 下 的 平均 故障 时 间 间 隔 。 试验 表明 , 当 负 荷 
增 大 时 ,平均 故障 时 间 间 隔 了 将 威 小 。 反之， 如 果 访 器件 在 低 于 额定 负荷 的 条 件 下 工作 ， 
则 平均 故障 时 间 间 隔 将 增 大 ， 即 可 靠 性 将 增 大 。 用 дн 一 1/7a 表示 该 器 件 在 额定 负荷 
22 下 的 失效 率 ( 平 均 故 障 率 ), 用 1 == 1/ 工 表示 在 任 一 负荷 8 下 的 失效 率 。 试 验 表 上 明 , 该 
器 件 的 失效 率 与 负 敬 的 关系 可 由 下 式 近 似 地 表示 出 来 中 ; 


о т 
А == Ан 9 > (19.9- 6) 
式 中 性 为 某 一 常数 , 它 只 依赖 于 器 件 本 身 的 特性 ,例如 超 负荷 能 力 。 
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设 用 上 述 性 质 的 x 个 单元 (器件) 并 联 构 成 系统 ,这 个 系统 被 看 成 为 一 个 单元 在 额定 
负荷 Oa 下 工作 。 我们 规定 ,在 系统 中 有 # 个 单元 失效 时 >, 称 其 为 系统 的 第 ; 个 状态 。 那 
么 ,由 ”个 单元 构成 的 系统 仅 可 能 有 (> 十 1) 个 状态 。 因 此 ,可 用 下 面 Са 十 1) 个 微分 方 
程 来 描述 各 种 状态 的 出 现 概率 : 1 Е 
обе = 一 honpol?) , 
(г) = Ав 一 ӘР + 2,106 十 | 一 Е <, 1=1.2,-.., я — 1, 
ОО 7. (19.9-7) 
„ЗХ, р) 是 第 i 个 状态 出 现 的 概率 (i 二 0, 1, 2, +6, п), 如 是 第 i 个 状态 单元 的 失 
效率 . 85. (199-6), 可 知 ， | 


2 ол то (а го 1 үю ， 
а. 4. ^н (@) ре) = (; 一 г) 2 
于 是 , 可 把 方程 组 (19.9~7) 写成 | 
ре) == 一 Анаёро(0), | 
PC = — in — Пер) + дн + о 人 = 1,2,.":, 7 — 1), 
2) == Анрь 1060), - (19.9-8) 
其 中 8 一 1 一 mo。 -假定 开始 时 刻 所 有 # 个 单元 都 不 会 失效 , 即 ， 


1 =0, 
0) = 4, ;0 
由 此 得 到 式 (19.9-8) 的 解 为 
р) 一 Л (2 一 ре = 
1=9 : IG 0-06 07 


RT on 
рог) == етн", 99-9) 
由 于 这 个 系统 的 负荷 等 于 一 个 单元 的 额定 负荷， 所 以 只 要 有 一 个 单元 工作 良好 ， 系统 
便 能 正常 工作 。 因 此 ,系统 的 可 靠 性 为 | 


етАне-РВ, 


8-11: - в-ан®-РВи 
ам) = сіне + а (в 一 jp ро 
17100 " "о 0 6 07 
Ri 2 (19.9-10) 


плав, АЯ в 1, пккакеняюнавя 
统 可 非 性 便 是 


і= 1 


Пе-р 


pt) = 一 一 (1 — г-но 


1) 这 里 假定 单元 失效 后 ， 它 便 自动 从 系统 中 断 开 . 


теа сы < < 
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一 Cill —_ етін’) тіне , 


i=0,1,2,...,(n — 1), (19.9-11) 
和 в-1 
аб) 一 етін + У СЕ — етін) іна (19.9-12) 
ї=1 " 


如 果 认 为 单元 失效 率 与 其 承受 的 负荷 大 小 成 正比 , 即 1 = Ан 2 时 (也 即 8 一 0), 从 方程 
(19.9-9) 和 (19.9-10) 可 以 得 到 . . 

0) = Са, i 0 1, 2,56, (010), | (19.9-13) 
И 
ам (0) = егін! У бы. : (19.9-14) 


0 


比较 式 (19.9-12) 和 (19.9-14) 便 明 显 看 出 后 者 的 可 靠 性 比 前 者 好 。 也 就 是 说 , 当 单元 失 
效率 和 其 负荷 成 正比 或 有 更 强 的 依从 关系 时 ， 把 全 部 备 分 单元 同时 接 人 系统 工作 要 比 
当 工 作 单 元 失效 后 依次 代 换 着 工作 的 可 靠 性 高 。 当 然 ， 如 果 失 效率 不 依赖 于 负荷 , 0 
д 一 Xn 时， 把 所 有 备 分 同时 接 入 的 情况 和 依次 接 入 的 情况 等 效 , 而 且 这 时 备 分 单元 和 处 
于 工作 状态 的 单元 有 同样 的 失效 率 . 
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一 个 大 的 多 点 通讯 系统 常 由 很 多 个 通讯 点 构成 ,各 点 之 间 要 用 线路 联接 起 来 ， 例 如 ， 
一 个 大 的 计算 机 网 络 往往 由 一 个 计算 中 心 和 很 多 外 转机 和 终端 机 经 通讯 线路 联接 而 成 ， 
外 转机 、 终 端 机 与 计算 中 心 在 地 理 上 可 能 相距 很 远 ， 这 里 我 们 研究 一 种 特殊 的 问题 9 


”假定 计算 机 及 终端 设备 的 可 靠 性 都 很 高 ,为 了 提高 线路 的 可 靠 性 ,我 们 采用 线路 备 分 的 方 


法 去 提高 整个 系统 工作 的 可 靠 性 .在 外 围 机 和 终端 设备 的 安装 点 已 选 定 的 情况 下 ， 如 何 
联接 这 些 安装 点 才能 够 达到 系统 (网 络 ) 的 最 高 可 靠 性 ?如 果 线 路 的 联接 方法 已 经 确定 ， 
如 何 用 给 定 长 度 的 备 分 线路 去 获得 最 大 的 线路 可 靠 性 ?这 里 我 们 将 再 一 次 看 到 ， 不 同 的 
线路 备 分 方法 可 以 得 到 完全 不 同 的 系统 可 靠 性 . 

设 有 一 个 通讯 网 络 联接 安装 在 = 个 点 上 的 设备 〈 例 如 计算 中 心 和 外 转机 及 终端 设 
备 ), 其 中 有 一 个 是 控制 或 信息 中 心 , 它 接收 各 点 发 来 的 情报 信息 ,同时 又 向 各 点 发 出 指令 
或 信息 . 为 了 把 ”一 1 个 外 围 点 与 控制 中 心 联 接 起 来 ,线路 的 设置 方法 有 很 多 种 (有 4"! 
种 联接 方法 )。 在 各 种 联接 方法 中 将 有 一 种 是 线路 总 长 为 最 短 的 ;还 有 一 种 是 可 靠 性 最 高 
的 .在 一 些 假定 条 件 下 ,我 们 将 研究 可 靠 性 最 高 的 联接 方法 ,进而 讨论 在 备 分 线路 长 度 为 
给 定时 的 最 佳 备 分 方案 。 这 里 只 讨论 线路 的 可 靠 性 , 即 假定 各 点 上 的 设备 可 靠 性 很 高 А. 
联接 任何 相 邻 两 点 之 间 的 线路 的 失效 率 都 是 p。 约定 任何 两 个 点 之 间 只 能 有 一 条 线路 联 
接 , 即 没有 交叉 点 出 现 ,如 图 19.10-1 中 所 示 。 图 中 C 为 控制 或 信息 中 心 。 某 段 线路 至 控 
制 中 心 通过 的 线 女 数 称 为 该 线 眉 至 中 心 的 距离 例如 图 中 (5) 所 示 的 各 线段 , а 的 距离 
为 1,5 为 2, 4 为 3,。 为 4 等 等 ;而 (a) 中 各 线 外 的 距离 都 是 1， 设 在 整个 系统 中 距离 为 
1 的 线路 (线段 ) 有 1 条, 距离 为 2 的 线路 有 条 ,距离 为 i 的 线路 有 1 条 ,最 远 的 线 距离 
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是 *。 于 是 有 
| > = п, ` (19.10-1) 
О НЕВЕ НВК ВЕТ, Р, НЕБЕ ЕЮ зна) 
п ар). | (19.10-2) 


因为 距离 为 i 的 线段 要 能 正常 工作 ， 位 于 议 线 政和 控制 中 心 的 线 下 也 必须 不 出 故障 ， Е 
离 为 i КО ВЕКЕ ЕЗЕН (1 р). 
今 用 系数 天 表示 系统 的 可 靠 性 ， 


К =", (19.10-3) 
п " 


нк хюа нанеюечаян 显然 ， 当 每 一 线段 失效 率 为 0 时 m п, 


$ Щр 1 т 0, 天 一 0。 在 任何 其 它 情况 下 均 有 m <= К, 定义 系 
入 站 心术 е. 


7 У. .; 
а і. (19.10-4) 
21 
当 失效 概率 很 小 时 ,可 算出 | 
Умру > 一 站 十 Dp 一 ...) 
.К = — = 11 
из ву ... 
忽略 高 次 项 后 ,保留 的 一 次 项 ,可 以 认为 
п 一 РУ, і 
К ек el. 2 (19.10-5) 


69) 


оноон асас Нина галса ЧН ФАНЫ адас ныннан: З. 
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对 图 19.10-1 中 的 (a) 联接 方式 ,i = 1, 有 精确 的 等 式 

天 一 工 一 六 ИК (19.10-6) 
对 图 中 的 串联 联接 方式 (с) 则 有 

аап tl 
pn - .2.、 
比较 上 面 三 个 公式 便 可 看 出 ,不同 的 线路 设置 对 应 完全 不 同 的 系统 的 可 靠 性 . 
现在 讨论 最 优 线路 备 分 问题 。 设 某 一 线段 设置 了 4 次 备 分 , 它 的 可 靠 性 4 是 
41 р, (19.10-8) 


用 2, 表示 到 控制 中 心 的 距离 为 i НВК ДАННЫХ, 设置 备 分 线路 后 , 系统 中 正常 工 
АБН т", 


(19.10-7) 


т" = У. Ца- р), | (19.10-9) 
#=1 1=1 


仍然 用 正常 工作 的 线段 平均 数 m* 和 系统 中 线段 总 数 的 比 K* 作为 评价 系统 可 千 性 的 指 
标 ， 


КЎ = 1. | (19.10-10) 


п 


кае ВИН Е, ў, к ВЕЛЕЛ 4, dj;, 4 …… 条 线路 后 的 系统 
可 靠 性 指标 。 现 在 产生 这 样 的 疝 题 ,如 何 设置 备 分 可 以 使 KK* 的 值 尽 可 能 增 大 ? 例如, 对 
图 19.10-1 中 的 (а) 种 线路 ,i 一 7 一 一 一 1， 有 | 
кё -二 Fp (1р + KR, (19.10-11) 
式 中 天 是 未 加 备 分 线路 时 的 系统 可 靠 性 指标 。 由 上 式 可 以 看 到 , 当 线路 可 靠 性 很 差 时 , 即 
щш рат 工时 增加 备 分 对 提高 系统 可 靠 性 是 很 有 效 的 ;相反 , 当 ? 趋 近 于 0 时 , 备 分 线路 
并 不 能 显著 提高 系统 的 可 靠 性 . 
下 面 再 讨论 一 个 例子 。 设 在 一 个 网 络 中 离开 控制 中 心 最 远 的 外 围 设备 的 距离 是 2， 
用 以 联接 这 类 设备 的 线路 总 数 为 5; 直接 与 控制 中 心 联接 的 线路 有 条 , 令 42m aol, 为 
`` ЕЕК. 再 设备 分 线路 的 总 数 为 十 匡 一 (1 十 a)。 此 时 ,如 果 只 对 距离 为 1 的 4 
条 线路 设置 一 路 备 分 , 则 有 . 


Кі (1+ р)К, | (19.10-12) 


式 中 处 为 L1 和 工 ;不 加 备 分 线路 时 的 系统 可 靠 性 指标 。 另 方面 , 如 果 每 条 线路 都 再 设置 
一 条 备 分 线路 , 则 系统 的 可 靠 性 指标 为 


п 2 《1 一 十 «(1 — _ 
Ка 1+8 (19.10-13) 
КИ 求 出 两 种 可 靠 性 指标 的 差 


1+2 
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改 


Em 


к to 0 А0 PU + а p)] 


AK* = ка + 2 py ~ (19.10.14) 


1+ 


кеа. шатн, 


Къ (рр +. 


“从 简单 的 分 析 可 知 , 当 p= 0,1 时 ，AK* 二 0， 又 因为 


эй. 


ако тар зи +42), 5209 - — 6р зр 1, 


ар 


而 当 p 一 0.39 时 ， окер о, 且 有 


как") г> 0, жо р < 0.39 
ар (<0, Ж1>р> 0.395 


于 是 , АК * 作 为 2 的 函数 在 p 一 0.39 附近 有 极 大 值 ,而 在 p 一 0 和 1 处 等 于 0, 由 此 可 推 
知 , 当 每 段 线 路 失效 概率 在 0.3 至 0.7 之 间 时 , 对 所 有 的 线路 都 设置 备 分 为 好 ; 而 当 失 
” 效 概率 很 小 或 很 大 时 ， 则 宜 于 对 距离 近 的 线路 设置 备 分 。 由 此 例 可 以 断言 , 备 分 线路 的 结 
构 方案 的 制定 应 考虑 到 线路 失效 率 的 大 小 。 | КЕ 
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第 二 十 章 信号 与 信息 

回顾 我 们 在 前 面 各 章 中 讨论 过 的 各 类 控制 系统 ， 不 管 是 线性 的 \ 非 线性 的 .集中 参数 
的 或 分 布 参数 的 系统 ,如 果 不 考 虑 它们 的 具体 结构 特点 和 物理 特点 ,而 只 观 察 它 们 的 共性 ， 
我 们 就 会 发 现 ,它们 对 输入 信号 都 作出 相应 的 反应 ， 接 收 输入 ,观测 状态 ;算出 误差 ,形成 
控制 等 等 ， 这 一 切 都 是 以 各 种 信号 的 形式 完成 的 ， 从 这 个 观点 来 看 所 有 的 控制 系统 ， 可 
以 说 它们 的 任务 都 是 以 信号 的 形式 采集 信息 和 处 理 信息 的 ， 因 此 关于 信号 和 信息 的 理论 
与 控制 理论 是 有 着 密切 关系 的 ， 有 人 还 认为 关于 信息 的 型 沦 是 工程 深 制 论 的 一 个 组 成 部 
分 中 , 它 反映 了 关于 信息 的 理论 对 控制 系统 的 重要 性 . 

过 二 十 年 来 ,以 计算 机 为 中 心 的 自动 化 技术 的 迅速 发 展 变 求 各 种 信 生 数字 化 , 即 用 各 
种 编码 的 形式 传输 信号 ， 用 计算 机 对 这 些 信号 进行 处 理 等 。 这 种 情况 更 加 清楚 地 显示 出 
了 在 控制 系统 中 信息 传输 的 特征 。 至 于 在 第 十 四 章 和 十 五 章 中 讨论 过 的 对 随机 信号 的 处 
理 问题 ( 即 噪 音 过 汪 和 信号 预测 等 ) ,很 明显 属于 信息 处 理 的 范围. 

”自动 控制 技术 早已 超出 了 局 部 过 程 的 调节 和 伺服 机 构 这 类 个 别 装置 自动 化 的 有 限 范 
围 。 现 代 工 业 和 社会 经 济 生活 要 求实 现 整个 企业 ,部 门 \ 行 业 的 管理 自动 化 .粗略 地 说 ,这 
种 在 大 范围 内 进行 管理 或 控制 的 系统 叫做 大 系统 .在 这 种 大 系统 中 ， 各 种 信息 的 传递 方 
法 已 大 为 改观 , 狗 不 是 一 个 齿轮 组 或 几 根 导线 所 能 胜任 的 ,只 有 现代 化 的 通信 网络 才能 有 
足够 的 能 力 去 传送 系统 所 必需 的 信息 。 于 是 ， 通 信 理 论 和 控制 理论 之 间 又 形成 了 密切 的 
联系 。 早 在 三 十 多 年 前 ,美国 科学 家 维 纳 和 罗 森 亏 鲁 斯 等 人 就 预见 到 这 种 情况 ， 把 控制 再 
论 和 通信 理论 中 的 基本 问题 综合 成 控制 论 这 门 新 的 学 科 02.。 = — 

通常 ,人 们 把 “信号 ”和 “信息 * 当 作 同 义 语 , 象 我 们 在 上 面 的 讨论 中 对 这 两 个 名 词 不 如 
区 分 那样 ， 然 而 ,对 信号 传输 的 深入 研究 导致 了 关于 信息 的 严密 定义 和 定量 分 析 。1948 
年 美国 科学 家 香农 总 结 了 实践 工作 中 的 经 验 和 前 人 的 工作 (主要 是 1928 年 Hartley 的 工 
作 5a) ,成 功 地 创立 了 关于 信号 和 信息 传输 的 精确 理论 即 信息 论 ， 这 个 理论 出 现 以 后 极 大 
地 促进 了 通信 理论 和 技术 的 发 展 ， 同 时 也 给 控制 理论 提供 了 一 个 新 的 有 力 的 工具 . 几 十 
年 来 , 它 豚 引 着 各 个 领域 的 科学 技术 工作 者 ,在 理论 研究 和 应 用 研究 方面 都 进一步 得 到 了 
新 的 发 展 ,在 这 一 章 里 我 们 将 介绍 信息 论 的 基本 概念 ,主要 理论 及 其 应 用 , 
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任何 一 个 控制 系统 都 离 不 开 信 号 的 接收 、 采集 、 传送 和 加 工 处 理 。 在 初等 控制 系统 ， 
如 温度 调节 装置 ,伺服 机 构 等 中 的 信号 是 直接 以 电压 、 电 流 或 机 械 位 移 等 物理 量 表现 出 来 
的 。 但 在 复杂 的 系统 ,如 第 二 十 一 章 中 将 要 讨论 的 大 系统 , 却 需 要 大 批量 地 采集 和 传送 数 
据 ， 而 且 还 要 用 计算 机 对 这 些 数据 进行 处 理 。 为 了 提高 传送 速度 和 可 靠 性 又 便于 计算 机 
处 理 , 这 些 信 号 必须 用 更 抽象 的 表示 方法 , 如 用 各 种 具有 纠 错 能 力 的 二 进 制 码 来 表示 :还 
要 有 一 整套 高 效率 的 通信 网 络 来 传输 信号 ,以 保证 实时 地 把 足够 的 数据 送 到 需要 的 地 方 。 
通常 的 有 源 或 无 源 电路 已 不 足以 对 这 些 信号 作 那 怕 是 初步 的 处 理 。 这 一 方面 是 因为 电路 


人 
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的 运算 功能 太 简单 ,又 没有 灵活 性 , 另 一 方面 是 它 不 能 对 各 种 多 路 信号 进行 实时 处 理 . 在 
这 种 大 系统 中 ， 只 有 具有 足够 存 贮 容量 和 运算 功能 的 数字 计算 机 才能 胜任 这 个 任务 。 因 
此 在 这 种 情况 下 就 要 求 对 信和 号、 信息、 消息 等 名 词 加 以 区 分 ,并 赋予 严格 的 定义 ,使 它们 在 
一 般 性 的 ,模糊 的 描述 性 的 文字 含义 基础 上 增加 新 的 内 容 ,上 升 为 有 准确 意义 的 科学 技术 
名 词 . 

所 谓 信 号 是 指 某 些 物理 过 程 , 它 的 变化 可 以 受到 控制 ， 而 且 可 以 通过 某 些 介质 进行 传 
播 。 例 如 电压 或 电流 的 变化 ,电磁 波 或 声波 的 变化 和 传播 , 光 的 调制 与 传播 ;机 械 位 移 , 压 
力 的 变化 等 等 都 可 以 成 为 信号 。 人 们 事先 约定 每 一 种 信号 代表 某 一 种 消息 ， 然 后 按照 这 
种 约定 去 控制 信号 (物理 过 程 ) 的 发 生 和 变化 ， 从 而 发 送出 各 种 不 同 的 消息 ， 例 如 在 交通 
管制 系统 中 用 红 灯 禁 止 通行 , 绿灯 表示 放行 , 黄 灯 提醒 注意 , 黄 绿灯 表示 人 允许 向 左 转弯 等 
等 。 信 号 的 变化 规律 越 复 杂 、 种 类 越 多 , 能 够 发 送 的 消息 就 越 多 , 有 限 种 信号 只 能 发 送 有 
限 种 消息 。 另 一 方面 ,人 们 利用 这 些 物 理 过 程 在 介质 中 的 运动 就 把 信号 传播 到 了 远方 ,在 
那里 ， 利用 对 这 类 物理 过 程 敏感 的 器 件 完成 对 信号 的 接收， 干 是 , 按 事先 的 约定 , 信号 所 
代表 的 消息 就 送 到 了 远方 . 

设 [0, 了 ] 是 确定 的 时 间 间 隔 ,用 某 类 函数 (е) 表示 特定 的 物理 过 程 (信和 号) 在 这 个 时 
间 闻 隔 中 的 变化 ， 一 切 不 同 的 (接收 端 能 区 分 的 ) 信号 的 全 体 {s()} 记 为 5, (0) 称 为 集 
合 S 中 的 信号 元 。 设 8 中 含有 有 穷 个 元 ,个 数 记 为 Ns。 用 M 表 示 消 息 的 集合 , 它 的 每 ~ 
个 具体 的 消息 用 m ж. М 中 所 含 的 消息 总 数 Nw 可 以 是 在 意 的 ,大 于 ,等 于 或 小 于 Vi。 
为 了 使 信号 能 够 传递 消息 , 事先 约定 一 种 对 应 关系 了， 它 规定 每 一 种 信号 对 应 一 种 消息 ， 
С 

Т; =т, ТСМ, (20.1-1) 

这 种 对 应 关系 应 该 是 单 值 的 ,每 种 信号 只 对 应 一 种 特定 的 消息 ,而 不 能 对 应 两 种 以 上 的 不 
同 消息 ,否则 就 会 出 现 消 息 的 不 确定 性 。 反之 则 不 然 ;可 以 有 若干 个 不 同 的 信号 元 对 应 同 
一 个 消息 ,这 是 常见 的 情况 . 用 通信 技术 的 术语 ， 对 应 关系 式 . (20.1-1) 叫做 消息 的 载 负 ， 
即 信号 载 负 着 消息 . = 

消息 集合 M 的 种 类 是 很 多 的 ， 电报 报 文 ， 电话 记录 ,电视 画面 , 传真 电报 版 面 , 成 批 传 
送 的 数据 都 可 以 构成 各 自 的 消息 集合 ， 例 如 用 电视 信号 传送 图 象 ， 对 高 宽 比 为 3:4 的 荧 
光 屏 ，625 行 和 每 秒 25 帧 的 隔行 扫描 体制 ,亮度 分 辩 能 力 为 10 种 的 电视 发 射 机 , 可 以 在 
2/25 秒 的 时 间 内 发 送 10; x 10 种 不 同 的 画面 , 即 Ns = .109 。 然 而 绝 不 是 每 一 种 信号 
才能 给 出 一 幅 有 态 义 的 图 象 ,所 以 “事先 约定 的 >, 即 有 意义 的 消息 数 Ny 远 小 于 Ns, Ns > 

。 应 用 最 早 的 莫 尔 斯 电报 机 按 规定 能 发 出 约 50 种 信号 , 每 一 个 信号 都 由 点 、 划 和 空 号 
а, 每 一 个 信号 单 值 对 应 一 个 (只 有 一 个 ) 拉 丁字 母 ,数码 或 符号 .如 果 每 一 个 符号 
(数码 ,字母 或 符号 ) 算 作 一 个 消息 , 则 Ns = Мы. 

总 之 ,信号 是 发 送 消息 的 手段 ,消息 载 负 于 信号 之 上 。 这 个 载 负 关 系 用 式 (20.1-1) 表 
示 , 其 中 了 是 从 信号 集合 5 到 消息 集合 M 中 的 里 象 . 

在 上 面 这 种 一 般 性 的 讨论 中 没有 用 到 信息 这 个 概念 。 然 而 关于 信息 这 邻 概念 的 定义 
和 研究 是 信息 论 中 的 主题 。 关 于 它 的 定义 和 计量 我 们 将 在 下 节 中 详细 讨论 ， 这 里 将 只 举 
例 说 明 信 息 的 含义 和 度量 信息 的 单位 。 
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设 某 一 信号 由 16 位 按 - 一 定 规则 排列 的 二 进 制 数码 (0 或 1) 表示 .加 果 每 一 位 都 可 
以 独立 地 取 .0 或 1, 则 共有 216 种 不 同 的 排列 方法 , 也 就 是 说 可 排 成 25 种 不 同 的 信号 , 可 
以 传送 24 一 65,536 种 不 同 的 消息 .这 时 我 们 说 该 信号 由 16 位 二 进 制 信息 码 组 成 ， 如 果 
在 16 位 中 只 有 .15 位 可 以 独立 地 取 4 或 1, 而 第 .15 位 用 作 奇 偶 检 验 位 , 即 根据 前 15 位 的 
和 是 奇数 还 是 偶数 来 决定 第 16 位 的 取 值 ,使 整个 16 位 的 和 总 是 偶数 (或 奇数 )。 这 样 ,第 
16 位 将 完全 由 前 15 位 的 取 值 唯一 确定 , 这 时 我 们 说 该 信号 只 有 15 位 独立 信息 码 。 虽 然 
信号 由 16 位 码 组 成 , 不 同 的 信号 数 却 只 有 25 一 32,768 种 ,能 传送 的 不 同 销 息 总 数 减少 了 
26 — 215 же 215 а 32,768 种 .如 果 16 位 中 只 有 44 位 是 独立 信息 码 ,而 第 15 位 也 按 某 种 规 
律 由 前 14 位 所 唯 - 葡 定 ,那么 不 同 的 信号 总 数 就 剩 下 24 一 16,384 种 , 又 比 15 位 信息 码 
的 情况 减少 了 16,384 种 .以 此 类 推 , 若 有 三 位 码 不 能 独立 取 值 , 则 剩 下 只 有 13 位 信息 码 ， 
不 同 的 信号 总 数 又 降 至 8,194, 于 是 ,粗略 地 讲 , 第 '16 位 码 载 负 着 32,768 种 不 同 信 息 ,第 
15 位 码 载 人 负 着 16,394 种 ; 第 14 位 为 8,192 种 | 
由 上 面 的 计算 可 知 ,同一 位 二 进 制 码 在 不 同 的 地 方 靳 负 着 不 同 的 “ 信 РР 这 种 计算 
方法 显然 是 很 不 方便 的 . 如 果 改 用 类 似 于 分 贝 数 的 计算 方法 。 取 羽 2 为 底 的 对 数值 去 度 
量 信息 , 那 就 方便 得 多 了 ，, Я, 16 位 码 载 负 的 信息 量 定义 为 log22* 一 16, 15 位 码 载 负 
的 信息 量 是 log225 二 15, 14 位 码 对 应 的 信息 量 为 log22* 一 14 ,等 等 。 这 样 ,每 一 个 二 进 制 
和 码 所 载 负 的 信息 都 是 1 个 单位 ,而 不 管 所 讨论 的 信号 是 由 多 少 个 二 进 制 码 组 成 的 ， 
_ ЕВ 是 由 # 个 二 进 制 码 组 成 的 , : 常 称 为 “ 码 组 ”或 “ 字 ” п 称 为 字 长 ,和 如果 
每 一 位 码 都 能 独立 地 取 0 或 1, 面 与 其 它 位 的 取 值 无 关 , 则 这 种 类 型 的 信号 ( 码 组 所 能 载 
负 的 信息 量 定义 为 | 
Н 一 .fogz227 =» п, Н (Ы), (20.1-2) 
即 每 一 个 独立 的 二 进 制 码 的 信 息 量 都 是 一 个 二 进 制 单 位 , 称 为 比特 (bit)。 这 样 定 义 的 信 
息 量 与 信号 中 信息 码 的 数目 相等 ， 也 就 是 信号 中 的 信息 ҰК. 但 是 ， 有 的 文献 中 信 息 量 的 
定义 采用 以 10 ЖЖ: 。 ...…….。 
= H == 1082" = 0. зиз», СЕ . (20.1-3) 
显然 ,一 个 十 进 制 单位 约 等 于 :3.32 个 比特 .: х. 
: “在 上 面 的 讨论 中 我 们 假定 5 位 码 中 的 每 一 位 能 独立 地 取 0 和 1 1: жави, 任 取 
一 个 信号 ( 码 组 ), 其 中 每 一 位 信息 码 取 0 或 1 的 概率 都 为 1/2 , .而 每 一 位 的 取 值 都 有 两 种 
ЗЕЕ. 于 是 某 一 独立 位 的 信 息 量 也 可 定义 为 … ш 
С bi cn А | 0015 4) 
各 果 出 现 0 的 概率 不 是 1/2, 而 是 р; 出 现 1 的 概率 为 1 一 p， певаче 
Н == — ріовәр — (1 ~ р)108(1 — Р). (20.1-5) 
当 p = 1/2 时 这 个 定义 与 前 述 定义 是 一 致 的 ， 但 是 式 (20.1-5) 显然 比 (20.1~4) 更 好 些 ， 
因为 它 包 含 了 所 有 可 能 的 情况 . 例如 这 一 位 码 只 能 取 .: 而 永远 不 取 0, 则 按 式 【20.1-5) 它 
的 信息 量 为 09, 因为 p= 0. .如 果 取 0 的 概率 不 是 1/2 而 是 大 于 м, 505 1 的 概率 小 于 
1/2 ,二 难 算出 ;这 一 位 的 信息 量 就 水 于 工人 比特 .， : 
再 进一步 , 设 信号 涯 (集合 )5 中 含有 М, 个 相互 独立 的 不 癌 的 信号 : 和 个 信号 的 出 
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м; _. и 
现 概 率 为 р, 7 一 1。 此 时 信息 源 8 所 含 的 信息 量 可 定义 为 
"= 


NS 


H(S) 一 一 Ze Довари. (20.1-6) 


在 16 位 码 组 的 信号 源 中 Ns = 28, 如 果 每 一 种 信号 的 出 现 械 率 都 相等 ， Д] р, 一 2-*。 依 式 
(20.1-6), Н(+) = 一 25 . 2710р:27% = 16 64. 可 见 这 个 定义 包含 了 式 (20.1-2) 
那 种 情况 ,但 是 这 个 定义 比 式 (20.1-2) 更 广泛 ,因为 它 郑 虑 到 了 这 些 信号 出 现 概率 的 差 
Ж. 

ачаа заве АДЕ ВТО н ЕНЧА ВР А 
ИА. АНА ВОВК А, 

我 们 用 梳 率 论 的 观点 回头 斌 究 信号 源 集合 所 包含 的 信息 量 。 设 信号 源 5 中 的 Ns 个 
具体 信号 每 一 个 都 载 负 着 一 种 预先 约定 的 消息 . 由 于 某 种 原因 ， 例 如 有 的 消息 要 经 常 发 
送 ， 又 有 一 些 很 少 用 到 , 每 一 个 信号 的 出 现 概率 是 不 一 样 的 ， 当 必须 发 送 一 个 信号 时 , 设 


信号 я 的 出 现 概率 为 pi, 因为 总 要 发 出 一 个 信号 , 故 一 定 有 > р 一 1。 如 果 每 一 个 pi; 都 


是 1/Ns, 则 用 到 每 一 个 信号 的 机 会 是 均等 的 ， 这 时 究 帝 将 发 出 什么 信号 就 很 难 确定 ， 即 发 
出 什么 信号 的 不 确定 性 的 程度 最 大 ， 相 反 ,如 果 某 一 信号 5 的 出 现 概率 为 1， 其 它 的 出 现 
概率 都 为 0, 这 时 发 出 什么 信号 的 不 确定 性 程度 最 小 ,因为 发 出 的 一 定 是 5. 

如 果 要 求 连续 发 出 两 个 信号 s;, 5;, 假定 它们 的 出 现 概 率 是 相互 独立 的 、 那 么 出 现 什 
么 样 的 信号 组 合 的 不 确定 性 程度 应 该 增 大 .例如 ,可 以 定义 一 种 函数 , 它 的 取 值 代表 出 现 
某 种 信号 的 不 确定 性 程度 ; 两 个 独立 信号 相继 出 瑰 的 不 确定 性 程度 应 为 这 两 个 信号 单独 
出 现时 的 不 确定 性 程度 的 和 。 可 以 证 明 , 能 够 满足 这 些 要 求 的 函数 只 有 一 种 ,就 是 对 数 函 
数 沁 .因此 , 由 式 〈20.1-5) 定义 的 信息 量 削 数 一 一 炉 玉 反映 了 信号 源 发 出 信号 时 的 不 确 
定性 程度 。 这 种 不 确定 性 越 大 ， 信息 源 所 全 的 信息 量 越 多 ， 这 一 事实 完全 符合 直观 的 物理 
ЖА. 


аа вот | 
нея 5, ВЕН М, 种 信号 ,i 一 1, 2。.…，Ns， 用 统计 的 办 法 可 以 求 
出 每 一 个 信号 在 完成 基 项 信息 传递 任务 的 过 程 中 的 出 现 概率 《近似 地 等 于 出 现 的 相对 频 
ж), 记 为 As 六 根据 前 节 的 讨论 , 当 信 号 源 只 发 出 一 个 信号 时 ,定义 3 所 含 的 每 一 个 元 
素 的 平均 信息 量 一 糖 为 

Н(5) 一 一 >. Pl5)logzp(s;)，、 比特， “(20.2-1) 
现在 我 们 更 详细 地 讨论 НЕХ. ВТЗ 发 出 一 个 信号 ， 所 以 


必然 有 У и). 
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首先 ,只 有 当 某 一 信号 ;的 出 现 概 率 为 1 而 其 它 所 有 的 信号 出 现 概 率 为 0 时 ,信号 源 
5 的 焙 互 才 等 于 0， 在 这 种 情况 下 ,我 们 将 认为 信号 源 所 含 的 各 元 素平 均 载 负 的 信息 量 
为 0. 为 了 进一步 讨论 互 的 特点 ,我们 先 从 Ns 一 2 的 情形 开始 , 设 5$ 只 能 发 出 两 种 信号 
2 和 :2 它们 的 出 现 概 率 分 别 是 请 和 1 一 p。 这 两 种 信号 平均 每 一 个 所 载 负 的 信息 量 为 

Н == — ровр — (1 — р)108:(1 — р). о (20.2-2) 

显然, 己 是 ?的 单 变量 函数 〈 见 图 202- -0 从 图 中 可 以 看 出 ,万 在 一 05 处 有 极 大 值 . 
这 就 是 说 , 当 两 个 信号 41 和 4 的 出 现 概 率 
都 等 于 1/2 时 ， 这 个 信号 源 才 能 具有 1 比 
特 的 炉 ,在 任何 其 它 情况 下 它 的 粹 都 小 于 
1 比特 . 

现在 我 们 证 明 ; 含有 Ns 个 独立 信 号 的 
信号 源 3 的 焙 HCS) 只 有 在 每 一 个 信号 s 
的 出 现 概 素 相等 时， р, = /Ns, і з = 1, 
2,. ., М, 才 有 极 类 入 logN's. 在 一 切 其 

м НТ Н(5) 都 小 于 logaws， 
а ла. 为 了 证 明 这 一 事实 ， 我 们 注意 到 函数 
Ке = 一 一 xlogxx 在 区 间 [0, 1] 中 是 凸 沙 数 《 见 图 20. 2-2). 设 1(x) ЖЕ, х), - 
хосса, 是 在 区 间 [0,1] 中 的 # 个 点 р, рз") pa 是 # 个 任意 正 数 ， 且 满足 条 件 


> р; == 1. зата 


бнер) | Е К | | 4202-3) 


图 20.2-2 图 20.2-3 


在 图 20.2-3 中 的 曲线 KKz) 上 标 出 = 个 点 т, 它们 的 坐标 是 {zi y; ==}. УХ а 
个 点 作 一 条 折线 .因为 f(x) 是 函数， 所 以 这 条 折线 必 位 于 f(s) ТАЙ. ЕВА та 


Ес ау, 使 长 度 比 - 


"01 my 0з / Р1 ; 
ат р ТРУ р + р 


20.2 вая sol 


#8 2173 上 取 一 点 az 使 长 度 比 
аа pm / во. 
ат ор + рз! о + 0 + рз 


在 线段 аот. БЮ аз 使 
4203 04 / pi 十 pz +, 
т оо + о! р Но + рз + о 
等 等 这 样 得 到 的 aa，a,…… ,awn-i 的 坐标 分 别 是 : 
| Onaxt о: 2160 + её), 


ау == 


а + 0, р 1 + 22 
а, = (22 十 оэ + px со + о) + озуу 
о + о + оз р + о + рз 


ооо оо ооо ооо ооо кое 


2 = (ее - ох + + рых. рб) 十 обо) + +++ еа) 


в НР + Бр, Яр +. +0; 
显然 点 oe-t 必 位 于 曲线 у = (х) ВОТ, ЕЖЕ Хо, 一 1， 就 可 以 立即 得 到 式 
(20.2-3). 在 该 式 中 令 = р, = 5 = р, == 1/ в, К) 一 一 xlogzx+， 于 是 得 到 


1 一 之 х; >=) 
”一 У! ховх; < 1082 


В 1-1 


再 令 xi = р, >) р, 一 1, 就 得 到 对 任意 正 整数 x 有 不 等 式 


— Ур, орт, = (20.2-4) 
i=1 о 
如 果 x 一 Ns, 上 式 就 成 为 
М; | 
一 > pilog2p; < 1ов 5. (202-5) 


然而 ,只 有 当 所 有 的 р; = ИМ; 对 上 式 才 有 等 号 成 立 . 这 就 证 明了 中 有 所 有 的 信号 出 现 
概率 都 相等 时 焙 玉 (3S) 才 有 极 大 值 . 

再 讨论 复杂 一 点 的 信号 源 . 设 5 和 是 两 个 信号 源 ,它们 可 能 是 完全 相同 的 ,也 可 能 
是 不 同 的 ，Ns 和 Nx 分 别 是 它们 包含 的 不 同 的 信号 总 数 。 在 发 送 某 类 消息 或 数 泥 时 需要 
从 Ss 和 RR 中 各 发 出 一 个 信号 , 并 行 或 串 行 送出 . 设 s 中 的 信号 5, КОИ А (5), Е 
中 的 信号 rj; 的 出 现 概率 是 p(x))， 一般 来 说 两 个 信号 源 之 间 可 能 是 有 连 系 的 ， 即 出 现 概 
率 不 是 相互 独立 的 . 但 是 ,我 们 先 研究 两 个 信号 源 完全 独立 的 情况 。 依 上 面 的 假定 ,一 个 
完整 的 复合 信号 是 由 wzr; 构成 的 , 显然 , 此 时 复合 信号 共有 Ns х Na 种 。 依 定义 ,两 个 信 
号 源 的 复合 糖 应 为 

М; NE 


H(S, В) 一 一 >) 2 ри ювф (вт), (20.2-6) 
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因为 我 们 先 假定 这 两 个 信号 源 是 相互 独立 的 , 所 以 有 por 一 pCs)plr;)， 代 入 上 式 后 
可 得 到 
Н(5, Е) = — > > pls)plri) log2p(si) + 108:2(7;)1 | 


一 一 之 p77) 2 plsi)logaplsi) 一 Dpls) У) pCri)logzp( 71) 
т 1 
= ~ Хорн — Уу РОН), 


свя уон Укр сі нагна 

Н(5, В) = Н($) + Н(Р), | (202-7) 
ЗОЛЗАЛЯЕН, ЕНРА КАНЕ ЖАК ЕДИНО АЕ ЕАН ГВ Е УЖ 
м. 

再 讨论 两 个 源 相互 不 独立 的 情况 . 从 概率 论 中 关于 条 件 概率 的 计算 方法 得 知 ， 
psirs ) = р(ғ)р(ғ;1я), 
这 里 р(ғ;13) 是 在 已 知 出 现 了 2 ЦАХ НЯ ғ; 的 条 件 概率 ， 代入 式 (20 2-0) 中 后 
算出 ,此 时 
H(S, R) 一 一 之 Dy pC)pCrils Tog + Ка | 


у Ук] одне 
— 226) Ху киев. (202-8). 


由 假设 知 ， ,在 “出现 以 后 总 要 从 尺 中 取出 某 一 个 信号 г, и 一 1; 上 式 第 二 


项 的 一 > Plrils)logzplrils) 是 在 5 中 出 现 了 * 的 条 件 下 信号 源 R 中 所 含 的 炳 ,叫做 条 
й, 记 为 HR); 而 量 


.Ns | 
之 PDBN(CR) = Hs(R) (20.2-9) 


则 作 信号 源 尺 相对 于 ОАЫ. ЛЕ ИНАНА И ,组 成 的 复合 信 
ВНЕ | | 
Н(С$, К) = H(S) + НЮ). | | (20.2-10) 
如果 我 们 认为 复合 信号 sr; 和 rj 是 同一 个 信号 ,那么 两 个 信号 源 对 НС, К) 是 对 称 的 . 
重复 前 面 的 演算 可 知 
H(S) + Hs(R) 一 HCR) + Hr(5). (20.2- 11) 
‚ ЗАПЕННАЕЖЫЯ — РАЗРЫВ Н.С) 或 Ha(5) 的 特性 .由 式 (20.2-8) 和 (202-9) 可 
得 条 件 炳 


Hs(R) == — > plsi) > РС", Ловәр(ғ;| ғ) 
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NE м; 


= 一 У) > plsi)plrilsi) logplrils) {20.2-12) 


ј=} = 


注意 到 f(x) 一 一 о, 且 在 区 间 [0, 1) 上 是 由 函数 ,而 У} ро) 一 1, 所 以 ,可 以 应 用 
а (20.2-3) 于 上 式 右 端 : | 


一 >) водат) < — (57 кодеин ) в: (7 бд» ). 
技 概率 论 中 的 全 概率 公式 


之 рСғ:)рСт;15:) =з рт}, 
上 列 不 等 式 又 可 改写 为 


一 бои logaplrilsi) < — plri)logwp(r)); 
利用 这 个 不 等 式 对 式 (20.2-12) 作 估 计 , 又 有 


Ne 


Н.В) < >} plri)logplri) = НСБ). (20.2-13) 


这 个 不 等 式 说 明了 信号 源 RR 的 条 件 米 恕 ;(R) 总 是 小 于 它 的 独立 炉 НСК), 最 多 也 只 
能 等 于 它 , 把 这 个 事实 用 于 式 (20.2-10) 就 可 知道 | 
Н(5, Е) <Н(5) +Н(Ю). (20.2-14) 
ЗНА НЕНАЛЕЖНЕ, ШЕ ААЛ 
两 个 源 的 独立 炉 之 和 .上 式 等 号 只 在 有 R 和 Ss 是 相互 独立 时 才 成 立 , 这 时 就 得 到 了 式 
(20.2-7). 
МЗ (20.2-13) 可 以 看 到 , 信和 号 源 R 独 立 工 作 时 , 它 的 信息 量 应 该 是 HCR). 一 旦 它 
和 信号 源 5 联合 成 复合 源 后 ， 它 对 复合 源 的 贡献 就 只 有 日 (R) 了 、 减少 了 的 米 记 为 
1(5, К), 
($, Р) = Н(Р) 一 Hs(R) (20.2-15) 
称 为 信号 源 R 含 在 5 НКС ВЕ). 这 就 是 说 ， 由 于 尺 从 概率 意义 上 讲 是 依赖 于 信号 
源 $ 的 ,所 以 s 的 炳 中 包含 了 尺 中 的 部 分 信息 ,这 一 部 分 正 是 (85，R)。 如 果 尺 相对 于 S 
是 完全 独立 的 ,那么 1(S, К) 一 0, 信号 源 s 中 不 包含 R 的 任何 信息 . 反之 ,如果 Ns 一 
№, 在 R 和 3S 之 间 存 在 着 固定 的 一 对 一 的 关系 ,例如 当 5 发 出 信号 s 后 , R 发 出 的 一 定 是 
zi 此 时 条 件 概率 pCrj]s), 了 一 1,2,--., М; == Мк, 中 只 有 一 个 等 于 1, 其 余 都 等 于 0, 于 
是 有 Hs(R) = 0, #=1,2,-.-, М;. Н (20.2-9) 得 有 HS(R) 一 0。 这 说 有 明 RR 的 信息 完全 
包含 在 5 中, 复合 信号 源 S-R 的 信息 量 ( 炉 ) 等 于 5 的 信息 量 , 实际 上 RR 并 不 增加 复合 系 
统 的 粮 , 这 是 另 一 种 极端 情况 ,此 时 1($, В) == H(S). 
上 面 讨论 的 是 由 两 个 信号 源 组 成 的 复合 源 。 当然 可 能 有 更 多 个 信号 源 组 合成 的 复合 
її. 例如 由 三 个 信号 源 5, R, 了 组 成 的 复合 源 的 简 的 计算 公式 是 : 
Н(5, Е, Т) = Н(5, В) + НСТ) == Н(5) + HS(R) + Hsg(T). (20.2-16) 
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同 理 ， 上 式 可 推广 到 更 复杂 的 情况 . 

我 们 举例 说 明 关于 米 定 量 计 算 的 应 用 . 假定 电报 信号 源 尺 中 包 合 27 种 不 同 信 号 ,其 
中 26 个 代表 拉丁 字母 , 一 个 代表 空格 . 根据 发 出 的 报 文 的 要 求 , 逐个 从 R 中 挑选 字母 和 
空格 以 构成 相应 的 语句 .如 果 把 所 有 的 字母 和 空格 都 看 成 是 相互 独立 的 ， 每 一 -种 字母 所 
对 应 的 信号 的 出 现 概率 等 于 1/27. ДИАГ О ОЯН Е А, 


Н(К) = -> plri)log2plri) 一 log227 = 4.755 Ш. (20.2-17) 


这 意味 平均 每 个 信号 (字母 ) 所 包含 的 信息 量 相当 于 4.755 个 二 进 制 独 立 码 包含 的 信 ВЕ. 
现在 自动 电报 机 通常 采用 5 比特 的 国际 标准 码 , 见 表 20.2-1. 但 是 ,实际 上 任何 一 种 拼音 
文字 中 各 字母 的 出 现 概 率 是 不 相等 的 ， 对 英文 字母 的 大 量 统计 结果 所 得 到 的 概率 也 列 于 
ЗЕ 20.2-1 中 50 . 

表 20.2-1 


+ 8 国际 标准 信号 ня 概率 = в | 国际 标准 信号 出 现 概率 


|- | 一- 一 一 -一 | 一 一 | 一 一 | 一 


空 № 00100 0.2 U 11100 0.0225 
Е 10000 0.105 М 00111 0.021 
т 00001 0.072 Р 01101 0.0175 
о 00011 0.0654 У 10101. 0.012 
4 11000 0.063 и 1100-1 0.012 
м 00110 0.059 с 01011 0.011 
I 01100 0.055 В 10011 0.0105 

Е: 01010 0.054 Vv 01111 0.008 

8 10100 0.052 к 11110 0.003 
H 00101 0.047 Хх 10111 ‘0.002 
р 10010 0.035 Ј 11010 0.001 
І, 01001 0.029 2 11101 0.001 
с. 01110 ‚ 0.023 2 10001 0.001 
Е 10110 0.0225 


根据 表 列 数据 ,由 27 个 信号 组 成 的 信号 源 的 炉 为 
H(R) 一 一 > Р(т:)Ловгр(т:) == 4.03 Б. | | (20.2-18) 
к, 考虑 到 各 字母 的 出 现 概率 不 同 ， 平均 每 个 字母 的 信息 量 减 少 了 . 
由 于 每 一 个 英文 字 是 由 很 多 字母 排列 而 成 的 , 当 第 一 个 字母 取 定 后 ,第 二 个 字母 就 不 
是 完全 独立 的 了 .考虑 第 二 个 字母 与 第 一 个 字母 之 | 间 的 联系 , 可 以 认为 有 两 个 信号 源 S 
ЖЕ, 它们 都 包含 27 个 相同 的 信号 ,但 第 二 个 源 中 的 信号 从 概率 上 说 依赖 于 第 一 个 源 . 
考虑 两 个 源 组 成 的 复合 源 ， 用 统计 方法 求 出 各 字母 出 现 的 条 件 概 率 ， 然 后 求 出 复合 源 的 
АЦ 2 后 得 到 ЗИ : 
二 HGS, В) = — > (5) 十 HH:(R)) = 3.32 ШФ. -(20.2-19) 


这 就 是 说 ， ВНЖ, 每 一 个 字母 平均 所 含 的 信息 量 又 降 为 
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3.32 比特 ， 再 进 一 步 考 虑 到 每 相 邻 的 三 个 字母 之 闻 的 条 件 概率 ， 平均 每 一 个 字母 的 信息 
量 就 降 为 : 
二 H(S, R,T) 一 二 (HCS) + НВ) 十 Hsx(T)) 一 3.1 比特 .。 (20.2-20) 


对 更 多 的 字母 相 联 的 情况 , 用 统计 办 法 求 出 的 每 个 字母 的 平均 信息 量 界 于 图 20.2-4 中 的 
两 条 曲线 之 间 . 看 来 ,在 各 类 英文 文件 中 平均 每 一 字母 真正 的 信息 量 小 于 2 Ш. 


比特 


上 界 
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载 有 消息 的 信号 要 传输 到 远方 必须 经 过 讯 道 ， 例 如 声音 、 有 线 、 无 线 , 微 波 和 激光 等 。 
待 发 出 的 信号 必须 变换 成 该 讯 道 可 以 传送 和 接收 的 形式 ， 利 用 物理 过 程 在 介质 中 的 传播 
去 实现 信号 的 传输 . 任何 讯 道 单 位 时 间 内 所 能 够 传输 的 信息 总 是 有 限 的 ， 首 先 因为 物理 
现象 的 传播 速度 本 身 是 有 限 的 ， 如 声 、 电 、 光 在 各 种 介质 中 都 有 固定 的 传播 速 魔 ; 另 一 方 
面 , 讯 道 设备 本 身 的 技术 能 力也 限制 了 信息 的 传输 速度 , 例如 用 电 脉 冲 形 式 发 送信 号 时 ， 
脉冲 宽度 和 脉冲 间隔 受到 通道 带宽 的 限制 等 等 。 因 此 ， 根 据 讯 道 的 具体 特点 去 选择 或 设 
计 信 号 的 结构 是 一 个 重要 的 问题 .正确 地 设计 能 够 大 大 地 提高 讯 道 的 传输 能 力 . 本 节 内 
我 们 将 讨论 信号 本 身 的 结构 问题 . 

假定 一 个 信号 源 s 可 以 发 出 Ns 个 不 同 的 信号 ,每 一 个 信号 又 由 若干 个 基本 符号 排 
列 组 成 ,组 成 信号 的 基本 符号 称 为 码 元 ,由 一 定数 量 的 码 元 组 成 的 信号 常 称 为 码 组 ,若干 
个 码 组 构成 “ 字 ”.。 码 组 中 包含 的 基本 码 元 的 数 且 叫 作 码 组 长 度 。 在 数字 通讯 中 的 基本 码 
是 二 进 制 数字 0 和 1， 在 讯 道上 通常 码 组 中 的 码 元 是 依次 逐个 传输 的 ， 叫 作 串 行 码 . 每 
一 个 码 元 占用 一 定 的 时 间 间 隔 . 如 果 每 个 码 元 所 占用 的 时 间 相 等 ， 则 该 码 组 嘱 等 闻 隔 码 
组 . 显然 .对 等 间隔 码 组 ,信号 长 度 可 定义 为 码 组 中 所 含 码 元 的 个 数 ， 也 可 以 定义 为 整个 
码 组 所 占用 的 时 间 , 这 两 个 定义 是 等 价 的 . 但 是 ,对 不 等 间隔 的 码 组 ， 特 别 当 各 码 组 长 度 
不 相等 时 ,信号 长 度 用 时 间 来 定义 更 合理 ,这 对 讨论 讯 道 上 的 信息 传输 速率 是 重要 的 . 典 
型 不 等 间隔 码 组 的 例子 是 莫 尔 斯 电报 码 , 这 种 电码 已 经 使 用 了 很 长 时 期 ,至 今 们 在 人 工 电 
报 机 中 使 用 ， 它 的 每 个 码 组 是 由 点 ` 空 和 划 三 个 符号 (基本 码 元 ) 组 成 的 ,其 中 点 和 空 各 十 
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两 个 单位 的 时 间 ， 划 占 四 个 单位 时 间 :; 各 不 同 码 组 之 间 用 三 个 时 间 单 位 的 空 号 隔 开 :若干 
个 码 组 组 成 一 个 字 ， 字 与 字 之 间 又 用 六 个 时 间 单 位 的 空 号 隔 开 。 国 际 标 准 的 莫 尔 斯 电码 
的 具体 结构 示 于 图 20.3-1 中 , 那里 只 列 出 了 26 个 拉丁 字母 和 10 个 阿拉 伯 数 码 对 应 的 码 
组 .从 图 中 可 以 看 到 ， 基 本 符号 和 不 同 码 组 所 占 的 时 间 都 是 不 相等 的 ， 而 且 码 组 长 度 是 
不 一 样 的 . | 
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20.3-1 


在 前 节 中 我 们 曾 假定 信号 源 s 中 的 不 同 的 信号 数目 N。 是 已 知 的 。 对 不 等 长 的 信号 
源 ， 不 同 的 信号 数目 与 发 送信 号 的 时 间 长 度 有 关 ， 在 由 等 间隔 二 进 制 码 元 组 成 的 信号 源 
中 ,信号 总 数 是 信号 长 度 (位 数 ) 的 指数 函数 ,或 者 说 是 信号 发 送 时 间 了 的 指数 函数 。 对 由 
不 等 间隔 码 元 组 成 的 信号 来 说 ,这 种 依赖 关系 就 比较 复杂 。 我们 现 以 莫 尔 斯 电报 码 为 例 ， 
讨论 一 下 这 个 问题 。 设 了 为 给 定 的 足够 大 的 时 间 间 障 ， 在 这 个 时 间 内 所 能 发 出 的 不 同 信 
号 总 数 NC7 ) 就 是 信号 源 Sr 所 含 的 信号 总 数 。 我 们 试 求 出 该 信号 源 所 含 的 信息 量 一 一 
Ж. | | 
当 了 给 定 后 ,信号 总 数 N(7T) 由 两 部 分 组 成 , 一 部 分 是 以 点 和 划 作 结尾 的 信号 , 记 为 
Ni(T); 另 一 部 分 是 以 码 组 间隔 (Ar 一 3) 和 字 间 隔 (A1 一 6) 为 结尾 的 信号 , 记 为 NT)， 
显然 NI(T) 中 的 每 一 个 信号 倒数 第 二 个 码 可 以 是 点 (At == 2)、 划 (Ar 一 4)、 码 组 间隔 
(Ду = 3) 和 字 间 隔 (дг 一 6), 但 Na(T) 中 信号 的 倒数 第 二 个 玛 只 能 是 点 和 划 ， 所 以 ， 
不 难 理解 , м(т) мт) 应 满足 下 列 差 分 方程 式 : | 

МСТ) = МТ -— 2) + МСТ — 4) +МХТ 2) + МТ — 4), 
NAT) = МСТ — 3) 十 Ni(7 一 6)， | (20.31) 
我 们 的 任务 是 求解 这 个 方程 组 .和 通常 解 线性 差分 方程 的 办 法 一 样 ， 令 МСТ) = сют, 
МКТ) = czpr。 代 入 上 式 后 ,有 
сот ac сурт? + со? * 十 сорт? 十 Сарт, 
срт == сої + 61078, 
或 者 消去 非 零 因 子 or 后 有 
《o 一 十 po 一 1)c + (әт? + ос, = 0, 
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(07° + р) су — сә == 0. 
为 了 使 上 式 中 的 с, cz 有 非 零 解 ,必须 且 只 须 下 列 行列 式 为 0: 
о +07" 1 е? +р* — 0 
p + рт —1 ” 
即 
1 — 072 — рт — р — р? — 07% — 07“ =0, (20.3-2) 
这 正 是 式 (20.3-1) 的 特征 方程 式 . 为 了 使 NCT) = срт 形式 的 解 有 意义 ,我 们 只 能 取 式 
(20.3-2) 的 正 实 根 , 假定 它们 是 ol, 02, ***, Ps, п < 10. 那么 N(T) 的 解 应 具有 下 列 形 
式 : 

МСТ) == сої + сої +... 十 cpT。 (20.3-3) 
щт КИ, 上 式 中 起 主要 作用 的 是 ”个 正 实 根 中 最 大 的 一 个 , 记 为 pmax。 因 此 , МТ 
足够 大 时 ,近似 地 可 以 认为 | 

МСТ) = cpmaxr。 (20.3-4) 
事实 上 ,方程 式 (20.3~2) 的 最 大 的 正 实 根 om = 1.453, 或 ры: = 295°, ИХ МСГ) = 
с2%59т, 于 是 ,对 给 定 的 7T, 莫 尔 斯 信号 源 57 ЖЖ 

Н(5;) = ю82с2°°59Т жә 0.5397 + log2zc НИ. (20.3-5) 
应 注意 ,这 里 假定 的 МСТ) 个 信号 中 每 一 个 的 出 现 概率 都 是 1/N(7); 时 间 工 的 计量 是 以 
“点 ”符号 所 占 的 时 间 为 单位 的 . 
一 种 信号 体制 在 讯 道上 的 传输 能 力 可 以 用 单位 时 间 能 送出 的 平均 信息 量 来 衡量 ， 量 
做 信息 传输 速度 ", 记 为 C， 


С 一 lm (2. нс |. (20.36) 


对 莫 尔 斯 电码 , 根据 式 (20.3-5) 可 知 ， 
С = Ша Е 108227 十 т 108 2с | 一 logzpmax 一 0.539 比特 /单位 时 间 。 (20.3-7) 


对 由 二 进 制 数码 0 和 1 组 成 的 等 间隔 码 组 ， 如 果 取 每 一 位 码 所 占 的 时 间 为 一 个 单位 ， 则 


с=1 Е 应 该 注意 , 按 式 (20.3-6) 定义 的 信息 传输 速度 与 通讯 线路 的 通过 能 力 


是 两 回 事 , C 是 完全 由 信号 本 身 的 编码 结构 决定 的 . 比较 上 面 计 算出 的 两 种 信息 传输 速 
度 可 以 推 知 , 在 无 噪音 干扰 的 情况 下 , 二 进 制 码 优 于 莫 尔 斯 码 ， 因为 前 者 传输 信 息 的 速度 
几乎 大 二 倍 . 

本 章 第 一 节 中 我 们 曾 指出 , 当 信号 源 8 与 消息 集合 M 之 间 约 定 了 一 种 对 应 关系 后 , 5 
中 的 每 一 个 信号 s;€ 5 才能 载 负 某 一 种 消息 ,这 种 对 应 关系 曾 记 为 了 [ 见 式 (20.1-1)]. 在 
完成 一 次 信息 传输 任务 过 程 中 ,M 中 的 元 mi 可 能 重复 出 现 ,例如 在 电报 通讯 中 ,M 是 所 有 
的 拉丁 字母 ,数码 和 各 种 符号 ,在 报 文中 它们 的 出 现 概率 是 不 同 的 。 如果 确定 了 一 种 MM 和 
5 之 间 的 对 应 关系 后 , 5 中 的 各 种 信号 s; 就 会 继承 不 同 的 出 现 概率 。 为 了 在 单位 时 间 内 


1) 有 的 书 把 C 叫做 码 路 容量 , 见 本 章 文 献 [2]。 
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能 发 出 尽量 多 的 信息 ,应 该 对 出 现 概率 大 的 信号 赋予 较 短 的 码 组 ,把 较 长 的 码 组 留 给 那些 
出 现 概率 小 的 信号 . 这 种 按 信号 出 现 概 率 来 进行 编码 ， 能 使 平均 信息 传输 速度 达到 极 大 
值 ， 这 和 神 编码 方式 叫 作 统计 编码 ” 或 最 优 编码 ， 

所 谓 最 优 编码 的 准确 含义 可 以 这 样 叙述 : 设 消息 集合 M 和 信号 源 5 之 间 约 定 了 一 一 
对 应 的 关系 , 5 中 的 每 一 个 信号 з 都 继承 一 个 出 现 概 率 p(si); 由 式 (20.2-1) 可 以 求 出 信 
号 源 $ НИЯ 妃 (S)， 它 指出 了 信号 源 中 平均 一 个 信号 所 应 具有 的 信息 量 的 二 进 制 位 数 《 比 
特 ); 要 求 找到 一 种 二 进 制 编码 方法 ， 在 大 量 发 出 信号 时 ,使 信号 的 平均 码 组 长 度 接近 于 
Н($). 这样 的 编码 方法 是 由 香农 提出 来 的 , 它 的 基本 思想 是 每 一 位 码 都 含有 最 大 的 信 
息 量 ,而 且 当 各 种 信号 接连 发 送 时 ,能 够 单 值 的 区 分 不 同 的 信号 ， 即 任何 一 个 码 组 的 前 面 
几 位 不 与 别 的 信号 码 组 相 重 . . 表 20.3-1 中 列 出 了 当 Ns 一 18 时 的 一 种 最 优 编码 方法 . 
先 将 18 个 信号 按 出 现 概率 的 大 小 次 序 排列 ,然后 分 成 两 组 ,每 组 的 出 现 概率 应 大 致 相等 ， 
ВЕУ О 1 和 0; 第 二 步 再 把 各 组 内 的 信号 一 分 为 二 ,同样 使 两 部 分 的 
出 现 概 率 大 致 相等 , 再 分 别 对 第 二 位 码 赋予 1 和 10, 依 此 类 推 , 直到 全 部 分 完 为 止 ， 


表 20.3-1 


编 码 


11 
10 
011 
0101 
0100 
00111 
00110 
100101 
00100 
00011 
000101 
000100 
000011 
0000101 
0000100 
000001 
0000001 
0000000 


5 ы м хл к о м на 


这 样 编 出 来 的 二 进 制 码 组 长 度 不 等 ,出 现 概 率 最 大 的 信号 对 应 的 码 组 最 短 , 概 率 最 小 
的 码 组 最 长。 容易 算出 ,含有 18 个 信号 的 源 5 ВНЖ 


Н($) 一 一 > p(si)logzp(si) == 3.25 比特 ; 


而 所 有 码 组 的 平均 长 度 ! 为 
7 一 2 х 0.5 +3 01 +4 х 0.15 +5 0.15 +6 0.06 十 7 0.04 = 3.29 ШФ. 


我 们 看 到 平均 每 一 个 码 组 的 长 度 , 相 当 接 近 信 号 源 的 炳 . 


а-дан асан одао гыса а оа зоо оно Маон воын о даат 


20.3 信号 编码 与 信息 的 传输 速度 809 


ЕЖЕ Г, А АСР К АТДА ТАБ ВОЙ. 假设 按 出 
现 概率 大 小 把 信号 进行 排列 ， 使 得 РС) 2 p(sz) > +55 2 plsw)。 当 用 前 述 办 法 逐步 分 
组 时 ， 第 一 步 得 到 的 两 组 中 每 一 组 的 出 现 概率 都 恰 为 1/2, 第 二 步 再 分 组 后 每 组 又 恰 为 
1/4, 以 此 类 推 , № 1 步 后 每 组 概率 都 是 1/2'. 终止 于 第 i 步 的 信号 对 应 的 码 组 长 度 必 是 
1, БП РС.) = 1/2. 在 这 种 情况 下 ,信号 源 的 录 是 


H(S) 一 一 > Вх, Люв2р (5; == >; р(ғ:)10822' 一 21601 == |, 


ЕТ ЕЕ: ЕА АРА ЕН. 
在 一 般 情 况 干 这 种 准确 等 式 是 没有 的 .。 但 是 , 可 以 证 明 , 对 任何 概率 分 布 , 都 可 以 找 
到 一 种 编码 方法 , 当 连 续 发 出 足够 多 个 信号 时 , Н(5) 和 1 的 差 任意 小 .下 面 介绍 这 样 一 
种 编码 方法 : 
设 mo > pa) pha), © Фф == 0, 4 = pn), 4з = р(я) + pl), , 
gn == р(я) + 5 + РС). 把 g; 用 二 进 制 表 示 出 来 ， 
和 一 02 + 42 了 十 -十 at2 素 十 -…， (20.3-8) 
式 中 ак 都 是 1 或 0， 由 于 所 有 的 4; 都 不 相同 , 故 N 个 这 样 的 无 穷 序 列 没有 相同 的 ， 按 前 
述 办 法 逐次 分 组 后 ( 见 表 20.3-1) Ж p(si) 是 第 1; 步 分 完 的 ,那么 gq; 和 git 的 差 不 能 小 
32. 今 取 ss 的 二 进 制 码 为 
р == {aana Aan}s t= 1,2,.…., (20.3-9) 
式 中 
— 10822 (5,) < 1, < — 1овзр(ғ) +1. (20.3-10) 
这 样 编 出 来 的 码 没有 相同 的 ， 而 且 任 何 一 个 较 短 的 码 组 不 可 能 与 较 长 的 码 组 的 开头 部 分 
重 和 .对 式 (20.3-9) ЗЕД p(s) 后 求 和 , В УрО =1, УрО) 一 1， 就 得 到 


H(S) <1< Н(5) +1, (20.3-11) 

从 这 个 不 等 式 中 可 以 看 到 ， 用 这 种 办 法 编 出 来 的 二 进 制 码 组 的 平均 长 度 与 信号 源 的 
ЖАР 1 比特. 

设 消 息 集合 M 和 信号 源 5 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 。 并 在 一 次 通讯 中 连续 发 出 足够 长 

的 文件 或 数据 , 现 把 村 中 的 消息 т; 分 成 长 度 为 # 的 消息 组 ,如 {mima,… mis} == pk， 在 

M 中 可 能 有 (Nw)" 个 不 同 的 消息 组 ，Nw 是 M 中 的 消息 总 数 ，Nw 一 Ns。 既然 每 一 个 消 

息 的 出 现 概 率 为 已 知 的 ,那么 每 一 个 消息 组 pi 的 出 现 概率 也 是 已 知 的 , 记 为 P(px)， 现在 

对 ик 按 式 〈20.3-9) 定义 的 办 法 进行 编码 ，px 对 应 的 信号 码 组 是 wx。 用 НС) 表示 由 

(№) 个 不 同 信号 组 成 的 信号 源 的 焙 , 用 下 表示 由 = 个 消息 组 成 的 信号 组 的 平均 总 长 , 式 
(20.3-11) 就 可 改写 为 


HS) «1, < Н®($) +1. (20.3-12) 
全 式 除 以 7 后 ,用 1 = 1,/ п 表示 消息 集合 内 每 一 个 消息 对 应 的 信和 号码 组 的 平均 长 度 , 则 
Н(5) с ра НС) 了 二 工 (203-13) 


Чи В}, 
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= Бъ Н" 709) 一 HS). (20.3-14) 
这 就 是 说 , 当 信 号 足够 长 时 ЧАБ КЕЈН К Е ВОНА НУ НС $). 
因此 , 式 (20.3-9) 确定 的 编码 方式 是 一 种 最 优 编码 ， 


_ 20.4 噪音 干扰 下 的 离散 信息 传输 


上 节 内 我 们 着 重 讨 论 了 信号 源 本 身 的 一 些 特性 ， 对 信号 传输 过 程 中 可 能 出 现 的 干扰 
”及 其 引起 的 错误 都 未 加 考虑 , 那 是 一 种 理想 化 了 的 模型 。 在 实际 信号 传输 过 程 中 ,不 可 如 
免 的 要 和 噪音 作 斗 争 ， 尝 音 干扰 的 存在 能 在 多 大 程度 上 影响 信 息 的 传输 ， 这 是 一 个 非常 
现实 的 重要 问题 ,本 节 内 我 们 将 定量 的 讨论 它 . 

设 信号 源 3 含有 有 穷 多 个 (Ns) 不 同 的 信号 (0), 在 发 送 某 类 消息 时 ， 它 的 出 现 概率 
为 p(s;)， 假 定 在 讯 道 的 另 一 端 有 一 个 接收 机 六 ， 按 约定 可 以 接收 并 辨识 出 Ns 个 不 同 的 
信号 , 记 为 {zi}。 为 了 正确 地 传递 消息 ,事先 必须 约定 $s 和 尺 的 对 应 关系 . 设 №, = М, 
而 且 它 们 之 间 约 定 了 一 一 对 应 的 关系 s; <> r;。 在 噪音 的 干扰 下 , 当 5 发 出 5 时 ,接收 端 
收 到 的 信号 可 能 是 R 中 的 任何 一 个 ,但 是 在 干扰 小 的 情况 下 ， 当 然 出 现 ;的 概率 要 大 得 
:多 ;用 ат) 表示 在 接收 某 类 消息 r; 时 的 出 现 概率 .于 是 依 定 义 ,信号 源 $ 和 接收 端 尺 各 
ао 


Н(5) 一 一 之 p(si)logzp《s1) 比特 ， 


Н(Р) 一 一 >, 4( 7110824 (ri) 比特 . 


现在 我 们 把 $s 和 RR 联合 起 来 ， 把 它们 看 成 一 个 复合 信号 源 。 在 噪音 作用 下 ， 当 信号 
源 发 出 я, и 105 7;， 出 现 这 种 情形 的 概率 记 为 (ws，z7)， 
1 一 1 2 Ni 一 1，2， R。 在 固定 的 讯 道中 这 些 联合 概率 认为 是 已 知 的 ， 因 
可 通读 显然 当 没有 噪音 干扰 时 ， 


1，z 一 7 
Аба, г) == д; ё,;; => (0 ; = ў, (20.4-1) 
因为 当 发 出 5 时 ,接受 端 总 要 出 现 一 个 信号 ,联合 概率 应 满足 条 件 
Зорь п) = ро, 
plsis т) = ода). Co4-2) 


式 中 qn) 是 条 件 概率 , 即 当 信号 源 发 出 “时 接收 端 出 现 ›, 的 条 件 概率 。 于 是 , 复合 
{5 ЯН Н(5, К) 应 为 


Ns Мр 


‚ Н($, В) = — 之 >; plsis Ti)logzp(si, ту) 比特 。 (20.4-3) 


ae TE Lat oN RR 


| 
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代入 РСь, г) 的 表达 式 (20.4-2) 后 ,有 
(CS,R) 一 一 >, >) plsi)gCrils Llogplsi) + 1ю8:4(г; |451 )] 


22 РС) * 10822 (9) Ў) glrjlsi) 
一 之 PC >] 461210841). 


注意 到 
> 9(г; |5) =1, Hi(R) 一 >, 467,15) 10824(+; |), 
上 式 可 写成 
Н(5, В) = Н($) + у РСН, (К) = Н(ғ) + НЕ). (20,4-4) 


上 式 右 端 第 二 项 是 条 件 焙 , 它 的 定义 和 物理 意义 在 第 20.2 节 中 已 经 讨论 过 了 。 

显然 , 当 讯 道中 有 了 噪音 干扰 时 ,整个 复合 信号 源 的 燃 即 不 确定 程度 增 大 了 。 当 没有 了 品 
音 干扰 时 ,由 于 Ss 和 R 有 一 一 对 应 的 关系 ， 9 Crils) 一 06， 所 以 每 一 项 g(rj|s)log2g (7; | 
全 二 0, 故 Hs(R) = 0. 在 有 噪音 干扰 下 Н.(К) > 0. 这 说 明 噪音 干扰 的 存在 使 信号 传 
输 的 不 确定 性 增加 了 。 这 与 前 几 节 中 谈 到 的 信号 源 本 身 的 信息 量 的 增加 完全 不 同 。 条 件 
й Н.(К) 表示 接收 端 对 信号 源 3 发 来 的 信号 я 的 平均 散布 程度 ， 所 以 也 叫做 接收 散布 
ВЕ. 由 于 在 式 《20.4-4) 中 S 和 RK 是 对 称 的 , 故 有 恒等式 

H(S, к) = Н(5) + Н,(Е) = H(R) + Нк), (20.4-5) 

上 式 内 Hr(5) ЖЕНЕ р |7) 确定 的 条 件 焙 。 它 表示 接受 到 一 个 信号 rj 后 去 确定 
信号 源 发 出 的 信号 是 什么 这 件 事 的 模糊 程度 ， 所 以 条 件 灶 Fa(S) 叫 作 模 糊 度 或 暧昧 度 . 
同样 , 当 不 存在 噪音 干扰 时 Hr(5) 一 0. 所 以 Ha(S) ЯНУ АННЕ ЕКА. 
因此 ,复合 信号 源 5-R Юн НЮ, ана, МЕХ 


1($, В) 一 Н(5) 一 Ha(S) 比特 . (20.4-6) 
利用 恒等式 (20.4-5)， 这 个 定义 可 以 改写 为 
1(S, В) = Н(5) + Н(®) — Н(5, К) 一 ECR) 一 Bo(R)。 (204-7) 


设 信 身 源 8 每 秒 钟 能 发 出 z* 个 信号 , 在 时 间 了 内 可 发 出 wTH(S) 比特 的 信息 量 .也 
就 是 说 在 时 间 工 内 ,信号 源 可 发 出 M 种 不 同 的 信号 ， 
М == 2"7H(3)。 | (20.4-8) 
根据 上 面 的 定义 , Ex(S) 的 表达 式 是 
Н,(5) = 一 2140) 之 plsi| врба] т), (20.49) 
它 表示 接收 端 每 接 收 到 一 个 信号 中 平均 有 Hs(S) 比特 的 信息 是 模糊 的 ,从 而 能 够 清楚 办 
识 的 信息 仅 有 HC(S) 一 Ba(CS) Ш. 
下 面 举例 说 明 噪音 对 讯 道 信息 通 量 的 影响 。 设 信号 源 8 只 含 两 个 信号 , Ма, 它们 
有 相等 的 出 现 概 率 РС) 一 2(Co) 一 1/2; 接收 端 也 有 两 个 可 能 的 信号 mm: 和 7; ; 在 没有 品 
音 干扰 时 я=л, 2 一 ”>:。 假 定 在 噪音 的 作用 干 ,接收 端 对 每 一 个 信号 的 出 错 概率 为 p， 
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正确 接收 的 概率 为 1 一 р. 那么 有 Pear == рО) = р, рео | 7) = рб] 71) = р, 
— Тр Дор 1 . - 
Н(5) = Юве — в = 1 比特 ; (20.4-10) 
Н, (9) == Н,($) = ->) Ре 71 ювР С | пп) 


= — plogxp — (1 — p)log2(1 — р). 
于 是 
_НяС$) == а(н, ($) + (т0н, (5) == — plogsp — (1 一 加 logx1 — р), (20.411) 
上 式 中 利用 了 恒等式 94(rD +4) =1 和 Н,($) =Н,($). #5 (04-0) 和 
{20.4-11) 的 值 代入 式 《20.4-6), 有 
1(S, К) == HCS) — Hr(S) = 1 + рювзр + (1 — р)10р:(1 — р) 比特 . (204-12) 
复合 源 5-R 的 信息 容量 在 噪音 的 干扰 下 对 出 错 概率 Р 的 依赖 关系 示 于 图 20.4-1 中 。 从 
105, RY | 图 示 曲 线 可 以 看 出 ， 当 出 错 概率 р 一 1/2 时 ， 
[($, Е) 莹 0， 即 讯 道 不 能 正确 地 传输 任何 信 
号 ре 0 或 1 时 , 讯 道中 传输 情况 是 相同 
的 ， 等 价 于 没有 噪音 干 抗 的 情况 。 因 为 当 出 错 
НЕК р = 1 时 ， 只 须 改变 对 应 关系 即 可 得 到 完 
， 全 正确 的 信息 传输 。 


о 设 在 没有 品 痊 干扰 时 讯 道 的 信息 传输 能 力 
2 5 为 已 知 ， 即 每 秒 能 传送 C 个 二 进 制 码 . 因为 信 
图 2047 Е 号 源 的 每 一 个 信号 平均 需要 EC9) 个 二 注 制 码 

表示 ,那么 ,无 噪音 时 讯 道 的 最 大 信息 传输 能 力 就 为 | 

| “一 二 信号 / 秒 。 | | _ (204-13) 


， 当 信号 源 实际 上 发 出 的 每 秒 信号 数 大 于 和 等 于 v 时 ， 由 噪音 干扰 所 出 现 的 传输 错误 不 
可 能 得 到 纠正 ， 因为 任何 有 纠 错 能 力 的 信号 编码 所 占用 的 二 进 制 码 的 个 数 都 一 定 大 于 
Н($). 反之 ,如果 8 发 出 的 每 秒 信号 个 数 小 于 "， 则 传输 中 出 现 的 错误 就 可 能 得 到 部 分 
揭 纠 正 。 最 简单 的 方法 是 重 发 , 即 同一 个 信号 发 送 多 次 ,在 接收 端 对 多 次 接收 的 信号 作 统 
计 处 理 , 经 处 理 后 的 信号 中 包含 错误 的 概率 将 大 为 减 小 .对 这 个 问题 ,香农 证 明了 一 个 基 
本 定理 ， 叫 做 基本 编码 定理 ， 在 任何 受 噪 音 干扰 的 讯 道 中 ， 总 存在 一 种 编码 ， 使 信息 传 
输 速 度 任意 接近 v = C /五 ,而 接收 端的 出 错 概 率 小 于 任何 事先 给 定 的 小 数 。。 当 然 编码 
的 方法 将 依赖 于 se，。 越 小 码 的 结构 也 将 越 复杂 。 这 个 定理 的 全 部 证 明 可 参看 本 章 文献 
{14,22,28]. i .. 


20.5 ”连续 信号 载 负 的 信息 - 
-在 数字 技术 尚未 大 量 采 用 的 时 候 ,控制 系统 中 被 处 理 的 信号 往往 是 连续 的 , 它 可 以 用 
ФО РЕНЕА Е › 的 连续 函数 来 描述 。 由 于 函数 空间 是 无 穷 维 的 ， 定 义 于 某 一 时 间 间 隔 


ме 


it 
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上 的 同 不 的 函数 有 无 穷 多 个 。 因 此 , 可 以 预想 到 , 连续 信号 可 以 载 负 和 传送 更 多 的 信息 . 
前 面 几 节 中 我 们 过 论 过 的 信号 源 是 由 有 限 个 不 同 信号 组 成 的 ,属于 离散 型 。 从 理论 上 讲 ， 
能 发 出 连续 信号 的 信号 源 包 含 无 穷 多 种 不 同 的 信号 ,如 果 每 一 种 信号 的 出 现 概率 都 一 样 ， 
那么 这 种 信号 源 的 炳 将 变 为 无 穷 大 ,实际 上 的 情况 并 非 如 此 。 由 于 在 讯 道 和 信号 源 中 存 
在 着 技术 上 的 限制 ， 例 如 受 频带 宽度 的 限制 ， 不 是 所 有 的 连续 函数 都 能 够 成 为 有 用 的 信 
号 .在 数字 技术 普及 以 后 ， 所 有 的 连续 信号 都 要 用 采样 和 模 数 转换 的 技术 把 对 时 间 连 续 
的 信号 转换 成 离散 的 和 量化 了 的 数列 ， 像 在 第 十 章 中 曾 讨论 过 的 那样 。 所 以 我 们 首先 介 
绍 一 个 关于 对 连续 信号 的 采样 定理 72”. 

设 连续 信号 500) 的 频谱 宽度 为 了 款 , 即 不 含有 频率 高 于 F 的 谐 波 ,那么 以 1/2F 秒 的 
时 间 间 隔 的 采样 值 全 体 即 能 完全 确定 该 过 续 信 号 ， 这 就 是 说 ,这 种 信号 虽然 是 连续 的 ,但 
它 与 离散 信号 等 价 。 设 54) 是 定义 在 实 轴 上 平方 可 积 的 函数 ，G(o) 是 它 的 频谱 ， 由 于 
G(o) 在 区 间 [一 F，F] 以 外 为 零 , 由 传 里 叶 变 换 规则 有 


SO) 一 二 全 еіС(о)до, (20.5-1) 
G(o) = [SCDe mgs. (205-2) 
在 频率 区 间 [一 2xF ,2xF] 上 把 GCw) 展 成 传 里 叶 级 数 ， 
c(o) = Ў е, (205-3) 
其 中 g 是 传 里 叶 系数 ， | 
бе ао, (20.5-4) 
在 式 (20.5-1) 中 , 令 1 一 /2F, 则 
5 (5) 一 2. | сово. (20.5-5) 
比较 最 后 两 式 可 知 
в 5 (55), 


由 式 (20.5-3) 可 断言 ，G(w) 将 完全 由 500) 在 采样 点 土 2/2F 上 的 值 所 唯一 确定 。 又 由 
于 | 
1 < —в\ - 汐 on 
G(w) = ав. s( )е А (20.5-6) 
所 以 由 式 (20.5-1) 可 推 知 


500) 一 17 гін | У 5 (2) я do 
4жЕ/-®Е пью 2Е 


十 四 
1 А ү“ =) 
= __—__ КУ 一 一 2Е 4 

02] 2Е -ar 
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5 (asm(2zP 一 rr) С _ 
| 之 (5) 2581 — пп ° (205-7) 
这 个 表达 式 清楚 地 说 明了 ,具有 有 限 频 谱 的 连续 信号 ,实际 上 可 由 它 的 采样 点 上 的 值 所 完 
全 确定 。 
我 们 再 仔细 地 研究 一 下 展 式 (20.5-7) 右 端 各 项 的 特性 。 记 
Sn(2rFt — nr) ... 一 
alt) И, п 0, +1, +2, ..-. (95 8) 
不 难 证 明 qn) 对 不 同 的 = 是 相互 直 交 的 , 即 
1 


Е» 若 п == т 
[орда = |22 С 005-9) 
: Би . 0, Жим, 
这 种 性 质 可 以 由 积分 公式 
м =; 
和 - . 
| sinx(x — а) . sin x(x 一 六 д5 == sin x(4 2 Б) 
— л(х 0). пбх Б) л(а — Б) 


直接 推出 因此 , 式 (005-7) 是 对 信号 500 的 直 交 展开 。 另外 , 积分 

(+, (+ п \ яа (2rF1 — пя) т \sin (2 лЕ! — тя) 

зора ГУ (2) 2-Е: 一 пя 115 (2р) 2. 一 ти |а 

1 Ф п \|?. 
Ба 。 свз) 

由 于 5(2) 是 平方 可 积 的 , 故 上 式 右 端 级 数 是 收敛 的 。 

”上 面 讨论 中 我 们 假定 信号 3C) 是 定义 在 整个 实 轴 上 的 函数 。 在 实际 问题 中 500 是 
定义 在 有 限 区 间 的 ， 例 如 在 区 间 ГА, 1 Е, па Т. 在 这 种 情况 下 ,只 要 了 
1/2 ,采样 定 理 仍 近似 有 效 ,因为 函数 1) 一 sia (2=Fi)/2=Fx 当 * 增 大 时 衰 威 很 快 ,如 


图 20.5-! 所 示 。 所以, 当 信号 长 度 足 够 大 时 , 在 [0, Т1 区 间 以 外 为 零 的 信号 ， 将 足够 准 
确 地 由 2F7 个 采样 点 上 的 值 所 确定 。 对 这 种 情况 , 展 式 (20.5-7) 和 (20.5-10) 可 改写 成 


2ЕТ 
в \sin(2xFi— пт) 
560) == >15 си), 20.5-11 
о, 之 ©: 2 ЕР — пж ( ) 
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[лота = [зови = 55 [$ (5%). бош) 


.对 有 限 长 度 的 信号 , 它 的 频率 特性 .G(wy》 也 满足 类 似 的 采样 定理 ,这 是 传 里 时 变换 中 
原 函 数 和 象 函 效 的 相互 对 偶 性 的 表现 。 现 设 54) 在 区 闻 [一 了 /2,7T7/2] 以 外 为 零 , 对 它 
作 请 里 叶 变 换 ， 


Со) 一 реа, (205-13) 
把 500) 展 成 级 数 | 
| 500) = х D。e 人 р, = 1 де ае, (20.514) 
与 式 (20.5-13) 比较 可 知 
р, 一 + G (2). | (20.515) 


可 见 ， 展 式 (20.5-14). 完 全 可 以 由 频率 特性 Glw) 在 以 2</ 了 为 间隔 的 采样 点 上 的 值 所 
确定 。 
把 级 数 式 (20.5-14) КАЖ (20.5-13) Ф, 就 可 把 бә) 本 身 展 成 级 数 : 


Glw) - 寺 ， у б (2). т” 4 


十 四 


бо 
КЕ: Т 加 Ес | | 
™ > б 2) т _ —= • Е (20.5-16) 


”这 个 展 式 明显 地 指出 , 在 о 25а Т 这 此 采样 二 上 б(о) юки меж 


в. 
进一步 假设 信号 500) 的 带宽 为 卫 ， 和 对 式 Co 5-11) 的 讨论 类 似 ， 以 足够 的 精度 可 
以 把 上 式 改 写成 


G(o) 一 > с(2") (ег 一 =), p(x) = 


归纳 上 述 ， 我 们 能 得 到 关于 带宽 为 Е, 长度 为 了 的 信号 SCz) 和 它 的 频率 特性 G (w) 的 两 
个 关系 式 。 由 式 (20.5-14) 得 到 


ТР ~- : | 
„яка 
s( 二) 于 У с(2%). 17 п=-0, +1, 2, -.., БТЕ; (20.5-18) 


(20.5-17) 


2Е т 1. “т 
由 式 (20.5-6) 又 有 
TF якт 
(2) |. У! 5), т =0,1,2,.--, ТЕ, (20.5-19) 
Т ЗЕ. \2Е 
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只 用 采样 点 上 的 值 的 这 种 变换 称 为 离散 传 里 叶 变 换 。 

设 SC) 是 于 区 间 [4, a] 以 外 为 零 的 连续 信号 ， 它 的 取 值 范围 受 条 件 5001 < а 
限制 ;在 采样 点 上 用 模 数 转换 的 办 法 对 SG 的 值 进行 量化 ,把 区 间 [ 一 a, 十 a1 按 图 20.5-2 
所 示 的 方法 以 Ах 为 间隔 划分 为 NN 等 分 ;在 р, 一 + == Т ЕН де 的 间隔 对 SCz) 采样 ,共有 

1 个 采样 点 ;那么 一 个 连续 信号 就 变 为 一 个 阶梯 信号 3Cz)， 按 这 种 采样 和 量化 办 法 ,在 上 


图 20.5-2 


述 限 制 条 件 下 ， 总 共 可 以 构成 № 种 不 同 的 信号 。 假设 所 有 这 些 不 同 的 信号 都 相互 独立 ， 
并 有 相同 的 出 现 概率 (等 于 и, И — УА АОН о 

= log2 一 /，jlog2v 比特 ， (20.5- 20) 
леене. МЯК АН ТРУ. А ИЯ 
襄 在 实际 上 是 不 可 能 发 生 的 , 如 本 节 开 始 所 讨论 过 的 那样 ,在 信号 带宽 受到 限制 时 , 过 多 
的 增加 采样 点 不 能 使 信息 增加 ; 另 一 方面 , 量化 分 级 数目 受到 精度 极限 的 约束 , 故 N 不 可 
能 趋 于 无 限 大 。 但 是 作为 一 种 极限 情况 ， 了 解 一 下 纯 连 续 信号 的 一 些 特点 是 有 意义 的。 
我 们 首先 注意 到 在 式 (20.5-20) 中 ,如 果 入 == 2°, ДН = vl 比特。 通常 + №1, 所 以 连 
续 信号 经 过 量化 以 后 所 能 载 负 的 信 息 量 要 比 由 二 进 制 码 组 成 的 信号 在 同样 的 时 间 间 隔 内 
大 很 多 。 

用 连续 信号 源 传递 消息 时 ， 如 果 各 种 信号 出 现 的 概率 并 不 相等 ， 而 是 > 和 * 的 函数 ， 

$ р(х, 为 概率 密度 ， 信号 出 现在 Аха 方 格 中 的 概率 为 p(x, 1)ArAt。 仿 照 前 节 的 定 
义 , 有 


H == 一 >. plxi, 2) Ах, АгПорр(х;, 1) Ах: 
і= 1 ， А 7 . 


一 一 > Р(х: tL logap(xi, 6) 12:47, 
一 > plxi, „)ПовзАх А Ах, (20.5-21) 
上 上 式 第 -项 当 Am 和 和 Ar 趋 于 零 时 , 按 黎 曼 积分 的 定义 ,有 


一 lim — У Рб в) АхАЕ ilogzp(zi， 1) = — [ | р(х, tlogp(x, 1)drdi. 
人 了 -a . 


(20.522) 


у 
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式 (20.5-21) 的 第 二 项 当 Дх 和 At 趋 于 零 时 将 趋向 无 穷 大 ,因为 当 Дх; = Ах, Аг, == Ar 
时 ， 


ї=1 


— Хора п) Ахл овз Аал 一 一 овде (У) вая, 
， $ 
=> 一 ю8›2Алх Ди 
(8 5105, ArAre1). 而 当 Ах 和 At 一 0 时 上 式 右 端 log AxAt 一 oo。 这 一 项 表 


示 了 讯 道 的 分 辩 率 对 增加 信息 量 的 作用 ， 它 实际 上 与 信号 的 出 现 概率 无 关 。 信 号 的 出 现 
概率 对 信号 源 的 信息 量 的 影响 集中 表现 在 式 (20.5-21) 右 端 第 一 项 , 即 由 式 (20.5-22) 定 
ХА Н. 因此 ， 有 的 作者 直接 用 Н, 作为 连续 信号 源 的 焙 的 定义 89。 对 连续 信 
号 源 ,下 面 我 们 主要 讨论 部 分 灶 Ы, 的 一 些 特性 。 

按照 式 《20.5-22) 的 定义 ,如 果 连 续 信 号 能 够 用 某 一 向 量 函 数 表 示 ,例如 

Xi = x, xa) x) 1€E LA, 2], 

Ш Р(х, 157775 xas #) 是 这 +n 十 1 个 变量 的 概率 分 布 密度 , 则 向 量 信 号 源 的 部 分 米 可 定 
Хх) 

Н,(5) = 一 АИ Р(х, 25° °5 #93 ОРЛ, ха, ra; 1)" "таг. (20.5-23) 


式 中 9 表示 信号 取 值 的 某 一 =” 维 区 域 ， 

在 离散 信号 源 中 ,车 所 有 信号 都 为 等 概率 , 则 信号 源 的 炉 最 大 。 在 连续 信号 源 中 的 情 
况 却 稍为 不 同 , 它 依赖 于 信号 取 值 所 受到 的 约束 。 例如 ,在 信号 的 幅度 受 限制 和 方差 受 
限制 的 两 种 情况 下 ， 使 粮 获 极 大 值 的 概率 分 布 函 数 是 完全 不 同 的 。 下 面 以 一 维 的 情况 为 
例子 来 定量 分 析 这 个 问题 。 在 式 (20.5-22) 中 设 р(х, ғ) = рр), Ф рф = ИТ, 
对 : 积分 后 有 


Н; == 一 人 К . 2, 108: (Co 二 jara ma 一 人 ОА + 10р, Т, 


可 以 看 到 ,上 式 右 端 第 二 项 只 依赖 于 信号 长 度 , 只 有 第 一 项 完全 由 概率 分 布 pCx) 确定 , 记 
为 


hm 一 № p(x)logp x) 4х. . (20.5-24) 
现在 我 们 研究 一 下 p(x) 为 何 种 函数 时 能 使 下 获 最 大 值 。 设 
В = | F(x, p(s))dx, (20.5-25) 
p(x) 受到 下 列 条 件 的 限制 | 2 
ис, p(x))dx = Ку, Lo 1, 2,565, т, (20.5-26) 
式 中 Ki 为 某 些 常数 .使 获 极 大 值 的 Cx) 应 是 如 下 方程 式 的 解 : 
55 + д Ро + ЕЯ +. + 58 一 0， 《20.5-27》 


式 中 生 是 严 个 待定 系数 ,叫做 拉 格 朗 日 〈Lagrange) ЗЕТ. 
首先 我 们 求 式 (20.5-24) 中 最 优 概率 分 布 B(x)。 显 然 p(x) 应 满足 条 件 
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人 pw) dr = 1, (20.5-28) 


对 照 式 (20.5-25) 和 (20.5-26) в р =} == р(х), F(x,p) 二 一 p(x)logzp(x)。 代入 到 
55 (20.527) 中 去 , $2 所 应 满足 的 极 值 条 件 是 
ӘБ д BF = + р) 02-0, 
др 
р Вел 0205-28) 局 ,有 
А 1 


в т | А 
| е 2-х = 2461927! =» 1, р(х) 一 eln2~1 一 -一 。 
-. а 2а 


(20.5-29) 


所 以 最 优 分 布 函数 РС) = 122. ЕЕ, ЕАН 获 极 大 值 的 
分 布 函数 应 该 是 均匀 分 布 的 . 
另 一 种 有 意义 的 情况 是 信号 的 方差 为 给 定 的 , 即 p(x) 应 满足 下 面 两 个 约束 条 件 : 


| 全 ze 一 1， 


[арба = 0, | (20.5-30) 


这 里 == — рар, рар, р = р, Ж ЕТИКА (205-27) 后 有 
一 《1 十 ар) + + 0. 

р) == 2-1, К о - (20.5-31) 
再 利用 式 (20. 5-30) 中 的 两 个 约束 条 件 ， - 


Г: фах = ем -| са = 1, 2 2, 


г. д р(х)дх 一 == | алта, =0, = 一 7 


523 
于 是 - 


Ру | 
Eel! 一 1 ВС) 一 е 2%", (20.5-32) 


ом 2. 5 У . 
这 说 明 ， , 当 信号 的 方差 受 限制 时 ， Я А 获 极 大 人 的 B(x) 应 为 高 斯 分 布 。 
最 后 一 种 情况 : 设 信号 只 能 取 直 值 ， 它 的 平均 值 为 给 全 定 的 常数 4。 此 时 
|" plx)dr = 1, 人 «рая = 4, 
тж К) 应 满足 的 方程 式 是 
‹ Пир th tb 5, 


ння | 
ко 一 并 了 4, 4>0. о (20.5-33) 


”现在 把 三 种 情况 下 的 $) 代 到 部 分 炳 表达 式 (20. 5-26) 中 , 就 可 以 算出 各 种 情况 下 
ЖАК. 


п ирис отт ии, а А ДВВ Ы софта зава, Са цане аитпаи ны. еа 
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在 信号 幅度 受 限 制 时 ， | 
р = 一 анада 一 10р: 24, (20.5-34) 
在 给 定 的 信号 方差 的 条 件 下 ， | | 
4 一 一 Г. plx)logap (zx)dr 一 5 ;| 忆 


— 
28 зау 2жа + а 
УВЫ 20 


зла 5 [Vi 十 1) 一 laV2re с = 108: ле. | (20.5-35) 


最 后 一 种 情况 , 当 信 号 只 能 取 正 值 , 数 学 期 望 为 4 时 ， 


Б = — |" -: 7 ма е — dr == 106,64), (20.5-36) 


20.6 噪音 干扰 下 的 连续 信号 传输 


我 们 考虑 信号 源 和 接收 端 具 有 相同 的 信号 带宽 'F， 县 每 个 信号 长 度 都 是 TT 秒 的 连续 


信号. 按 前 节 证 明 过 的 采样 定理 ,这 样 的 连续 信和 号 等 价 于 由 2F7 了 个 采样 点 上 的 值 排 成 的 


离散 信号 。 假 定 每 一 个 采样 点 上 信号 的 取 值 的 概率 分 布 是 p(x), 在 不 同 采样 点 上 的 到 什 
是 相互 独立 的 ,每 一 个 采样 点 的 信号 焙 是 式 (205-24) 所 定义 的 4。 由 于 信号 的 取 值 的 由 


， 率 分 布依 赖 于 消息 集合 , 发 送 不 同 的 消息 集合 , 信号 的 取 值 概率 分 布 p(x) 也 不 同 。 为 了 


计算 方便 ， 我 们 可 以 把 具有 不 同 的 概率 分 布 函数 的 信号 源 折 算 到 正 态 分 布 上 法 。 如 果 


p(x) ВЕЛ ЕЛЕ А, 由 式 (20.5-35), ФР = о?, ДЇ 


h == 108: А Plre = > logx(22eP)。 | (20.6-1) 
如 果 p(x) 不 是 正 态 分 布 的 , 则 可 求 出 信号 的 等 价 方差 P， 
Р = х» 2, 
2хе 
Н А ГЕ (205-24) ЖН. ХВЕ ХАРШ 5), НЕЕ 
功率 的 增 函数 ， 事实 上 由 式 (20. 5-12) 算出 的 信号 的 平均 功率 为 . 


Р = т 5 [SC2) Рр(ғ) 4145 一 т Ў | (2) pCs)as, 


依 假定 , 信 号 在 各 采样 点 有 相同 的 、 独 立 的 概率 分 布 ， 所 以 上 式 右 端 求 和 符号 后 面 的 每 一 


项 都 是 方差 m, 故 Р==о. НИ И P 确 实 是 信号 S(z) 的 平均 功率 .对 平均 功率 相 伺 的 信 
号 , 只 有 正 态 分 布 的 信号 才 有 最 大 的 灶 А; 非 正 态 分 布 的 信号 虽然 有 相同 的 平均 功率 , 但 


. 它 的 燃 要 小 一 些 ， 既 然 信号 的 业 对 讨论 信息 传输 是 最 重要 的 ， 因 此 对 非 正 态 分 布 的 奏 


号 ， 我 们 可 以 根据 它 的 灶 4 按 式 (20.6-1) 求 出 一 个 等 价 的 米 功 率 一 一 方差 P， 后 者 当然 
要 比 信 号 的 实际 方差 小 一 些 。 这 种 折算 是 为 了 能 够 对 具有 不 同 概率 分 布 的 信 号 进行 运算 


又 保持 它们 的 炉 不 变 而 采取 的 ， 


.具有 带宽 F 和 信号 长 度 为 了 的 连续 信号 源 5 能 发 出 的 信号 总 数 М. 显然 为 
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Му = 291, (20.6-2) 
于 是 信号 源 5 В Нт($) 是 


Нт($) = logaNs == 2ЕТ овд] = 一 F Tloga2nP), (20.6-3) 


单位 时 间 发 出 的 信息 量 一 一 чи" 
НС$) == FlogxX2xeP) 比特 / 秘 . (20.6-4) 
重要 的 是 讨论 接收 端 RR 的 情况 。 正 如 前 面 已 提 到 过 的 那样 。 假 定 接收 机 具有 相同 的 
带宽 下 ,信号 的 平均 功率 是 P., 在 信号 传输 过 程 中 , 讯 道 上 有 噪音 干扰 (2) ин; 
噪音 的 平均 功率 记 为 N, 在 每 一 个 采样 点 上 噪音 的 概率 分 布 是 正 态 的 ,不 同 采样 点 上 的 信 
号 值 是 相互 独立 的 。 容 易 证 明 , 在 信号 和 噪音 相互 独立 的 情况 下 ,接收 端 尺 接收 到 的 总 信 
号 54) +" 的 平均 功率 是 P 十 N。 仿照 式 (20.6-4)， 单位 时 间 内 接收 到 的 米 就 是 
НСК) == Flog,(2xe(P + N)). (20.6 -5) 
假定 在 某 一 采样 点 上 ， 信 和 号 源 发 出 一 个 信号 值 *， 由 于 噪音 的 干扰 , 接收 端 尺 收 到 的 
信号 不 可 能 准确 地 知道 ， 只 能 由 统计 方法 求 出 出 现在 区 间 [r，r + Ar] 中 的 条 件 概率 
p(r /5)Ar。 另 一 方面 ,如果 接收 端 收 到 的 是 ;, 但 根据 收 到 的 + 不 能 确切 地 判定 信号 源 
发 出 的 是 什么 ， 只 能 说 发 出 的 信号 * 位 于 区 间 [s,s + ДУ 中 的 条 件 概率 是 p(s / ” )As， 
当然 条 件 概率 是 由 噪音 特性 决定 的 ， 按 概 率 论 中 的 复合 事件 的 概率 公式 ， щ + Ж г 都 是 
ВЕНЫ, 发 出 $ 而 收 到 > 的 概率 p(s, 7 为 


ee ) = (5) 2(+/5) 一 ВРС), 
因此 有 


С/г) кха Ра» = pls,r) й 
pls) plr) pls)plr)” (20.6-6) 


和 前 面 讨论 过 的 离散 信息 源 的 情况 一 样 ,在 每 一 个 采样 点 上 连续 信号 源 的 炉 АС) 是 
м5) = — |" РС) (о), (20.6-7) 


由 于 噪音 的 干扰 ， 接收 端 尺 收 到 信号 ~ 时， 区 能 直 此 判断 信号 源 发 出 的 信号 。 * 位 于 区 间 
[os АТ 中 的 条 件 概率 为 pC ғ Ге); 于 是 ， 在 一 个 采样 点 的 信息 传送 过 程 中 ， 信息 
的 损失 (暧昧 度 ) 为 ，  … 


AD- 人 Р/Р) иван, | 
对 接收 市 尺 中 的 所 有 值 + ЕПАРХИИ АРА ЕВИ ОУ А), 
оао [0000 араага 


Ј 


所 以 ， 在 一 个 采样 点 上 传送 的 信息 i 为 
i ue h(S) 一 hr(S) == АСК) 一 Р): (20.6-9) 


= Соврем. 06-8) 
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参照 式 (20.6-7) 和 (20.6-8)， 
вов) 一 一 人 pCr)logp(r)ar, 


һо) (7 (7 рб, дов Рб) нй, 


= о Рова р/а |а, (20.6-10) 


一 般 来 讲 ， 条 件 概 率 p( + /， ) 依 赖 于 讯 道 申 噪音 的 强度 和 讯 道 的 传输 特性 。 假 定 在 
讯 道上 信号 ;Cz) 和 噪音 о С) 是 线性 相 加 的 ， 则 = 一 + 一 ;:， 这 时 条 件 概率 p( + / ) 完 全 
由 噪音 的 强 麻 和 性质 所 决定 ， ВРС /;) = р (е — ғ) = р (т), 用 (п) 表示 噪音 С) 
在 采样 点 上 的 炉 ， 由 式 (20.6-10) 有 


һо) = — [воре а |а 


一 г. phds * В(п) = (п), (20.6-11) 

hm) 一 一 | рор Со), (206-12) 
ОАВ Е А ТОБА, ПЯ А М 表示 噪音 的 平均 功率 , 由 式 (20.6-0) 知 

h(n) = 1ов(2яе№), (20.6-13) 


如 前 所 述 ， 接收 端 收 到 的 信号 ? 的 平均 功率 是 P НМ, Уйу 
ВСК) == = log22re(P + №), (20.6-14) 


将 式 (20.6-11) 和 (20.6-14) 代入 式 (20.6-9), 每 一 个 采样 点 真正 能 传输 的 信号 量 就 为 
i ВСК) — Вп) == > log;2xe(P + №) 一 py 108-2жеМ 


1 P+N 


== — log2 — 


2 м ° 


依 假定 , 讯 道 和 接收 端的 频带 带宽 是 己 替 ,信号 长 度 为 工 秒 , 依 采 样 定理 ,在 工时 间 内 共有 
2PF7 个 采样 点 ,所 以 在 了 时 间 内 传送 的 总 信息 量 7 为 

1 == 2FT(h(R) — h(n)) 
P+iN 


1 А > о P+N _ 
2ЕТ 2 log: FTlogz Уу 比特 ， (20.6~15) 
间 位 时 间 内 传送 的 信息 量 记 为 C， 则 — 
С = т =» Flog; Р = М ға (1 + Р) 比特 / 秒 。 (20.6-16) 


因此 ， ВОВЕ КА, ЧЕН НЕ чне 
输 信息 速率 的 关系 . : 
н.а, 和 离散 信号 的 情况 一 样 ， 经 过 适当 的 编码 以 后 ; 可 以 以 任意 小 的 链 误 概 
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率 按 每 秒 Flog; (1 + 三 ) 比特 的 速 讼 传送 信息 .如 果 信号 源 发 出 的 单位 时 间 的 信号 塘 大 


于 这 个 值 ,要 无 错误 的 传送 信息 是 根本 不 可 能 的 . 还 可 以 注意 到 ,在 信号 功率 P 和 噪音 功 
率 六 已 知 后 ,如 果 它 们 的 概率 分 布 不 是 正 态 的 , 则 有 


С<Е (1 + Е). (20.6-17) 
只 有 正 态 分 布 的 随机 量 才 有 最 大 的 粹 ， 上 式 中 等 号 只 有 在 信号 和 噪音 都 是 高 斯 分 布 
вина, КОМЫ Ива оние тибе 2) 


ВЕ, ВИННИ РЕН ЕАНУЕ ХХ. ЕЗ5 (20.5-21) 中 我 们 曾经 扔 
挤 了 第 二 项 一 log:ArAr, 这 一 项 与 信号 ,噪音 的 概率 特性 无 关 。 从 式 (20.6-15) 中 可 以 看 
出 ,到 最 终 求 信息 传输 加 率 时 出 现 了 两 个 米 的 差 ,所 以 loguAxAt 这 一 项 被 江 控 了 ， 这 说 明 
我 们 只 1 考虑 式 (205-21) 中 的 第 一 项 是 有 道理 的 ， 
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在 复杂 的 系统 中 不 得 不 接收 和 处 理 大 量 的 实时 数据 ， 而 每 一 个 数据 并 不 都 具有 同等 
重要 的 音义。 我们 必须 学 会 从 大 量 的 数据 中 抽取 最 重要 的 信息 ， 从 而 得 到 能 够 表示 受 控 
过 程 的 基本 状态 和 描述 受 控 对 象 的 本 质 特征 的 那些 数据 .这 一 方面 是 由 于 数据 太 多 ， 通 
常 不 可 能 在 短 时 间 内 在 机 器 中 对 每 一 个 数据 作 细致 的 分 析 ， 尤 其 重要 的 是 只 有 经 过 适当 
的 数据 处 理 和 压缩 才能 使 它 表 征 的 过 程 的 基本 特点 显 圳 出来。 例如， 本章 第 一 节 内 前 提 
到 的 图 象 数 据 ,电视 的 一 个 画面 含有 5 x 10; 个 象 素 , 如 果 每 一 个 象 素 的 亮度 用 一 个 离散 
数据 传送 , 为 了 得 到 一 个 完整 的 画面 需要 传送 50 万 个 数据 ， 显 然 , 不 是 每 一 个 数据 对 决 
定 图 象 的 基本 特征 都 具有 同等 的 意义 。 实 际 表明 ,应 用 正确 的 方法 ,可 以 把 这 些 数据 压缩 
几 十 倍 到 数 百倍 ,这 样 作 不 得 不 会 对 图 象 的 质量 有 不 好 的 影响 ,相反 能 使 图 象 的 特征 更 加 
清晰 ea， 本 节 内 我 们 将 讨论 在 给 定 信号 中 信息 剩余 的 概念 和 数据 压缩 的 一 种 方法 ， 

设 某 一 消息 和 由 “个 信号 顺序 排 成 ，X = (я, п, ss}， 其 中 每 一 个 信号 з, 
- 某 一 数码 或 符号 ,它们 是 由 某 一 含有 种 不 同 信号 的 信号 源 发 出 的 。 当 然 ,在 发 送 消息 式 
时 ， 每 一 信号 % 可 能 有 不 同 的 出 现 概率 pC) 。 它 由 消息 本 身 的 结构 所 确定 。 依 定义 , 消 
Ахй 


нор = Ў) одод, (20.71) 


它 表 示 了 平均 每 一 个 信 号 ;所 载 有 的 信息 量 , 而 且 这 里 还 假定 各 信号 ;的 出 现 概率 是 相 
互 独立 的 , 但 是 , 实际 上 的 情况 并 非 如 此 ,消息 Xx 中 的 各 信号 之 间 通 常 有 相当 紧密 的 相 
互联 系 。 例如, 俄 文 有 30 个 字母 (相当 于 я), 据 统 计 平均 单字 长 度 为 7 个 字母 ; 30 个 字 
母 平均 能 组 成 约 х 10 个 单字 ,实际 上 有 用 的 单字 不 超过 10 个 。 这 就 是 说 有 相当 多 的 
由 字母 5 排列 出 来 的 消息 是 没有 意义 的 ,因而 不 会 出 现 。 这 意味 着 , 在 发 送 消 息 时 ， 组 成 
”消息 的 信号 之 间 通 常 有 强烈 的 相关 性 。 

首先 讨论 相 邻 两 个 信号 的 相关 性 用 2% 表示 第 一 个 信号 ,未 示 相 邻 的 第 二 个 信号 ， 
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它们 分 别 取 自 含有 NN 种 不 同 信号 的 信号 源 $s 和 R 中 .按照 第 20.2 节 中 的 公式 《20.2-14)， 
可 知 ， 两 个 信号 源 的 联合 炉 НС, R) 小 于 两 个 信号 源 独 立 米 的 和 , 即 HCS, R)<HC5) 十 
H(R)。 这 个 不 等 式 两 端的 差 НС5) 十 НСК) 一 H(S, Р) 叫做 剩余 信息 量 。 比 值 
Н(5) + Н(Е) — Н(5, К) у HG,R) _ (20.7-2) 
Н(5) + НСВ) Н(8) + Н(Р) 
称 为 相对 信息 剩余 。 同 样 ,考虑 多 个 信号 的 相关 性 ,剩余 信息 量 可 一 般 定义 为 
рН, КТ _ 
H(S)+ НСК) + + НСТ)? 
ин НС, R,……, ТЕ ТЕБЕ, ШВА (20.2-16) 计算 . 
例如 , 利用 第 20.2 节 中 计算 过 的 英文 字母 的 平均 信息 量 可 以 算出 ,单个 英文 字母 的 
相对 信息 剩余 为 百 分 之 十 五 左右 ， 


р 一 


(20.7-3) 


万 一 1 一 -一 2 = 21092 =. 0.158; 
4.755 4,755 
考虑 两 个 字母 连 写 的 联合 概率 时 信息 剩余 增加 到 百 分 之 三 十 ， 
4.755 4.755 ， | 
考虑 三 个 字母 相连 出 现 的 联合 概率 又 增加 到 百 分 之 三 十 五 ， 
站 一 1 一 -31 一 上 655 一 0.35; 
4.755 4.755 
考虑 更 多 字母 相连 时 
站 >1_ 25 ~ 2255 оду, 
4.755 4.755 


从 这 些 数据 可 以 看 出 ， 如 果 把 26 个 字母 夏 成 是 信号 源 的 不 同 信号 ,那么 英文 有 用 的 字 只 
用 到 最 大 信息 量 的 百 分 之 五 十 左右 ， 还 有 百 分 之 五 十 的 信息 剩余 ， 当 然 一 种 消息 具有 较 
大 的 剩余 信息 不 总 是 缺点 ,如 果 能 充分 利用 信息 剩余 ,可 以 提高 传递 消息 的 抗 于 扰 性 。 但 
这 里 我 们 不 准备 讨论 这 方面 的 问题 | 

а ,因此 在 处 理 
数据 的 过 程 中 可 以 对 数据 量 进行 碱 缩 。 这 就 是 说 ， 可 以 把 数据 中 那些 含 信息 量 少 的 护 撞 - 
或 合并 ,使 数据 总 量 成 十 倍 成 百倍 的 减少 ,而 不 影响 它 所 表征 的 过 程 特点 的 提取 .这 种 作 
法 叫做 数据 压缩 。 下 面 我 们 介绍 一 种 数据 压缩 的 方法 。 先 讨论 几 个 恒等式 ， 作 为 下 面 计 
算 的 根据 。 设 有 一 个 实数 列 x" Саа, з,с, za)。 由 = 个 实数 按 顺序 组 成 ， 这 个 数据 
列 可 以 看 成 是 一 个 # 维 向 量 ,并 约定 x 表示 列 向 量 , x 表示 行 向 量 , 再 设 4 = (аи) 是 
某 一 ” x a 阶 方 阵 .容易 计算 向 量 4x 与 自己 的 内 积 是 


Ј = (Ах, Ах) = У (> 4;Х, У ац) => У) У! У, 2;.0;8Х6Х рв. (20.7-4) 
i=1 ‘a=1 і=1 “ ; а В 


定义 梯度 矩阵 


er a Аа А А 和 
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97 B87 .,. 68J 
дац дар даз, 
67 97...07. 
47 =| дал дар да» |, (20.7-5) 
DJ ӘЈ DJ 


不 难 验算 ,梯度 矩阵 的 表达 式 为 


У.) 一 24xxr， (20.7-6) 

应 该 注意 ,x 是 列 向 量 , x" 是 行 向 量 , 将 它们 按 和 矩阵 乘法 的 规则 相 冬 以后, 结果 得 到 一 个 
охл ИЛ. | | | 

В у 也 是 一 个 ” 维 列 向 量 , 4x 和 yy 的 内 积 可 写成 矩阵 相 乘 的 形式 
(4х,у) = (AxX)'y = x'A'y. (20.7-7) 
因为 内 积 是 一 个 实数 (假定 4 为 实 和 矩阵 , x 和 > 都 是 实 向 量 )， 容 易 证 明 ,内 积 式 (20.7-7) 
的 相对 和 矩阵 4 的 梯度 和 矩阵 为 
V4(4x,J) 一 yx，V4(xz，x) 一 0， (20.7-8) 


设 某 一 系统 接收 到 一 个 有 限 长 度 的 实数 据 列 , 记 为 x 一 (zt о, е5 x。)， 通 过 统计 
处 理 ,我 们 已 经 知道 它 的 方差 矩阵 为 3e, 依 定义 
У, = жа, (20.7-9) 
我 们 的 任务 是 根据 已 经 掌握 的 关于 数据 列 x 的 统计 特性 对 这 一 批 数据 进行 压缩 、 因 为 我 
们 把 数据 列 x 中 的 每 一 数据 看 成 是 一 个 随机 量 , 方差 矩阵 3 中 的 每 一 个 元 or 表示 数据 
2 ху 之 间 的 相关 性 .我 们 知道 , 如 果 о, 是 一 个 很 大 的 值 ， 这 说 明 х, 和 х, 之 间 有 强 相 
关 性 即 相互 依赖 性 ， 反 之 它们 之 间 的 这 种 依赖 性 就 很 小 。 根 据 数据 之 间 这 种 相关 性 的 大 
小 去 减少 数据 总 量 是 常用 数据 压缩 的 主要 方法 之 一 ， 下 面 我 们 介绍 一 种 利用 直 交 变换 来 
进行 数据 压缩 的 方法 。 
任 取 一 个 ”X ИДИ, Но 表示 它 的 i 列 向 量 ， 要 求 这 ”个 向 量 是 两 两 相互 直 
交 的 并 且 每 一 向 量 的 范 数 为 1, 即 
Ф — (фи, ps ф,), (Фі Ф) = = 全 ， | 
т 表示 矩阵 转 置 ЛЕКА УЕ Ф ШАХЕ, ВАТУ: 
ФФ = ФФ = Е, фф, 
дин Ф 对 数据 列 x 进行 直 交 变换 


?一 Oxz，x 一 0r Я (20.7-11) 


式 中 у" == (ур, уз," у»). 显然 ， 这 种 变换 是 一 对 一 的 ， 不 同 的 x 对 应 不 同 的 y; Ж. 
Dx = 0, ШИВ х = 0. 

为 了 减少 数据 处 理 时 的 计算 工作 量 ， 我 们 从 个 数据 中 选取 号 个 ， т <", На 
р т ТИНА. 这 些 常数 一 旦 确定 后 , 总 数据 量 就 碱 少 了 +s 一 m 个 。 为 此 ， 
ИТЕ у" = (ул, уз, yw) 中 选取 六 个 作为 基本 数据 ,其 它 一 m у, 用 常数 5 代替 . 


(20.7-10) 


ee 


1 19 
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这 样 得 到 的 数据 列 是 ў 一 (yo ус ym; ton А). ВВК (20.7-11)， 对 应 的 x 
У ТУІ (т) 是 | 
кос Ўт Ха, о | (207-12) 

我 们 将 用 (т) 去 近似 代替 XxX。 由 于 数据 减少 了 41 一 m 个 ， 在 x 和 #(т) 之 间 就 出 现 了 
误差 , 记 为 Ax: 

дка) ож - 2), боф; = >} (у, — 60е, 《20.7- 13) 
它 的 方差 记 为 (т), | 

em 一 皮下 -CR дю = У) (一 性 > - У 6, (207-14) 


ё =т+1 ные 
从 上 式 中 可 以 看 出 ,数据 压缩 带 来 的 误差 依赖 于 у 1 0; 由 于 了 完全 依赖 于 直 交 变 
换 旬 ,因此 误差 实际 上 依赖 和 5 的 选择 。 为 使 误差 最 小 , 5, 应 满足 下 列 极 值 条 件 : 


5 人 


р 
р; = yi 
但 是 由 式 (20.7-11) 知 y 一 《x，9i) == фх, Я 
bi = px gi, i 二 l,m 二 2,.…， 《20.7-15) 


式 中 Ж = (51, 2,5 5) 为 х 的 数学 期 望 . 再 将 bs 的 值 代 人 式 (20.7-14) 后 ,有 


9) > бы тутту ~ р 0007 У) віза. (207-16) 


为 求 出 最 好 的 直 交 变换 @， ея (Ф, Ф) 一 фір: 一 1 的 限制 条 件 下 求 -EXm) 的 极 
小 值 、 应 用 拉 格 朗 日 ЗЕТ 8;。 这 个 问题 可 转化 成 求 另 一 函数 BCm) 的 极 小 信 : 


(т) 一 =?(т) 一 рэ ХС: —1)= У [215.9 一 АСУ 一 121. 
对 实 值 函数 (Фо 定义 梯度 向 量 


.Of Yr 
о) — (20, Bs 21—), 
读者 容易 检查 下 列 恒等式 成 立 : 
(фе Хаф) = У СФ) 一 2 ХФ, . {20.7-17) 
У. (ФФ = УФ) = 2р. _ | (20.7-18) 
于 是 , 按 极 值 条 件 ,为 使 8(m) 获 极 小 值 , q; 应 满足 等 式 
УЕ (т) = 2 р, — 28,ф; == 0, Zep: == В,Ф;. (20.7-19) 


这 说明 ,最 好 的 直 交 变换 和 中 的 各 个 列 向 量 应 该 是 数据 x 的 方差 矩阵 3x 的 本 征 向 量 , 而 
(т) НЗ Е ЗЕ 7. в, 则 应 该 是 34 的 相应 本 征 值 。 因 为 矩阵 3 是 非 负 对 称 和 矩阵 ， 
所 以 这 样 的 本 征 值 也 都 是 非 负 的 , 它 的 数量 恰好 是 a, .最 后 , 由 式 (20.7-16) 可 以 立即 算 
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出 数据 压缩 后 的 最 小 误差 为 


з 


е2, (т) == D>, ph. (20.720) 


ё =т+1 


这 个 表达 式 还 告诉 我 们 ,应 该 扔 掉 的 是 对 应 方差 矩阵 5 的 最 小 的 那些 本 征 值 ， 如 果 
把 它 的 = 个 本 征 值 按 自 大 至 小 排列 , 那么 前 m 个 y 都 应 该 保留 . 凡是 对 应 于 零 本 征 信 的 
yi 都 可 以 全 部 扔 掉 (用 常数 代替 ) 而 丝毫 不 影响 数据 的 精度 . 

还 可 以 注意 到 ， жна ой, 数据 列 у" = (ул, 91,2", 7») 中 的 各 数据 
变 为 互 不 相关 的 ,因为 | 
х, = (у — 3)(y— уу = Ф(х — F(x 一 уф". 

= ФуУ,Фт 一 Фав (В, 62, --*, Ва) (20.7-21) 

即 y 的 方差 矩阵 У, 是 对 角 和 矩阵 ,在 对 角 线 以 外 的 所 有 元 素 均 为 零 。 

这 种 数据 压缩 的 原理 在 信号 处 理 和 图 象 处 理 中 都 得 到 了 应 用 ， 它 可 以 大 大 减少 计算 
КСЕ. 

这 里 应 用 的 处 理 方法 可 以 推广 到 离散 数据 的 地 波 问 题 上 ， 而 与 第 十 五 章 讨论 的 方法 
有 所 不 同 。 下 面 我 们 将 看 到 ， 能 够 用 很 简洁 的 证 明 方法 找到 一 种 对 离散 数据 的 处 理 方法 . 
设 xr 一 (zi 0,775, zx) 是 长 度 为 = 的 信号 的 离散 数据 列 ; or 一 (v1, v2,*… о) 是 相应 
”的 离散 噪音 ,假设 vi 和 vj 对 i Зе i 是 不 相关 的 白 噪音 .在 接收 端 收 到 的 信号 是 z 一 x 十 v， 
2 == (21, 32,***…， ze)。 我 们 希望 找到 一 种 如 图 20.7-3 所 示 的 数据 处 理 程 序 , 即 选择 一 种 
直 交 变换 8 和 方 阵 4 , 使 输出 对 能 以 均 方 误差 最 小 去 复 现 被 噪音 于 扰 了 的 有 用 信和 号 x。 


аасы 


К 20.7-1 


Жа, уе 分 别 表示 它们 的 数学 期 望 -显然 , х- #12 2 ыы 
的 随机 向 量 。 数 据 列 z 的 方差 矩阵 按 定义 应 为 ” С 


. 5, т (2 — 2)(= — Е) == 22 — Ёд", АС (20.722) 
Н х, Жу 一 Фа 的 方差 矩阵 ， | 
УХ, == (у — ӯ)(у — ў)" == DED == ФУ, Ф-—. | (20.7-23) 


为 了 书写 方便 ， 设 卫 一 训 一 0; ; 并 再 假定 信号 хит о 的 任何 分 量 之 间 都 是 互 不 相关 
的 , 即 协 方差 矩阵 
хи =» У. == () 7 (20.724) 
设 克 是 对 有 用 信号 x 的 估计 ,估计 的 误差 是 s， | 
.. 2 ка (х-Ях—&) = (х —– Я)" (х-— 8) 
ЕН 20.7-1 可 知 ， | . 
EDADZ == DADE. . | (20.7-25) 
容易 验算 ВХ И 
22 = (х; х) — 2(ф'АФх, х) + (Ф'АФх, Ф'АФ=) 
== (х; х) — 2(4у, Px) + (Чу, Лу). _ (20.726) 
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现 试 寻找 一 个 最 好 矩阵 4， 使 ДМ. ВА 《应 满足 必要 条 件 У (Е?) == 0。 根 据 
式 (20.7-6)—(20.7-8), 有 
у.е?) = 2 ( Луу" — Фху’) = 2 40zzrgr 一 20xzrgr 一 0 
即 
APZE'D' == GOxzrgr (20.7-27) 
注意 到 z = х +оо, x 和 vw 是 不 相关 的 ,所 以 
22° == У, Es хх т У,, 
将 它们 代 人 式 (20.7-27) 后 , 解 出 待 求 的 矩阵 4, аж 4, Вр 
Я = DED (PE, + Х,)Ф-!)- == ФУ, (У, + Х,) Ф, (20.7-28) 
再 代入 式 (20.7-26), 可 算出 选择 和 矩阵 4 后 的 最 小 方差 : 
Е. = (х—Я, х— #) =и(х-— &)(х— &)* з ц(х, — PADE,) 
= (У, 一 „(+ Le)! =) ， (20.7-29) 
式 中 上 ЖАННЫ РЕ В Еос АП. БАЛВАН 20.7-1 所 表示 的 计算 
程序 对 数据 x 进行 估计 , 结果 的 误差 与 的 选择 无 关 。 但 是 在 4 的 表达 式 (20.7-28) 中 
却 含 有 人 B, 因此 ,还 必须 确定 直 交 和 矩阵 Ф, 才能 对 z 进行 具体 的 运算 。 因 为 У, МХ, 都 是 
非 负 对 称 方 阵 , 当 v ЕНТ У, 又 是 对 角 和 矩阵 时 ,于 是 У, 十 3 也 是 非 负 对 称 和 矩阵 . 
今 取 9 一 (фи, Pp), $ i 是 2.(2 + 5): 的 本 征 向 量 ,对 应 的 本 征 值 是 
心 。 可 立即 得 到 


4 一 03。(3- 十 хф = diag(h, м, №), (20.7-30) 
即 最 好 的 方 阵 是 以 3<(3< НУ.) 的 2 个 本 征 值 为 主 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 。 图 20.7-1 中 
所 表示 的 实际 上 是 一 个 广义 的 维 纳 滤波 器 . . | 


20.8 线性 编码 


要 把 消息 和 数据 传送 到 远方 , 载 负 消 息 的 信号 通常 是 以 某 种 编码 的 形式 进入 讯 道 ,并 
在 接收 端 把 接收 到 的 码 翻译 成 原来 的 消息 , 讯 道 上 总 存在 各 种 噪音 的 干扰 ， 使 信号 发 生 
贿 变 甚至 错误 . 为 了 提高 消息 或 数据 传输 的 可 靠 性 ,减少 噪音 对 信号 传输 的 影响 ,主要 的 
方法 是 充分 利用 信号 的 信息 剩余 ,赋予 信号 以 各 种 特定 的 结构 ,使 接收 端 能 够 部 分 地 发 现 
以 至 纠正 传输 过 程 中 发 生 的 错误 .研究 各 种 编码 的 结构 , 抗 干扰 的 能 力 , 发 现 错误 和 纠正 
错误 的 能 力 是 信息 论 的 一 个 重要 内 容 。 本 节 我 们 将 一 般 地 介绍 几 种 常用 的 有 纠 错 能 力 的 
编码 原理 和 方法 。 


чи 
消息 讯 道 讯 首 消息 


图 20.8-1 


图 20.8-1 表示 了 一 般 信 息 传输 的 过 程 。 任何 消息 在 控制 系统 中 总 要 首先 转换 成 数 
据 , 最 常见 的 是 二 进 制 数据 。 数 据 进 入 讯 道 以 前 ,由 编码 器 按 预 定 的 规则 编 成 适合 于 传输 
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的 码 组 串 ,然后 以 崇 行 的 方式 送出 .在 接收 端 要 把 站 到 的 码 组 串 加 以 处 理 , 由 译 码 器 译 成 
数据 ， 再 翻译 成 消息 。 从 消息 到 数据 的 转换 和 从 数据 到 消息 的 翻译 都 依赖 于 被 传输 的 消 
息 的 具体 性 质 ， 不 是 我 们 现在 研究 的 重点 。 我 们 这 里 主要 讨论 信号 在 有 噪音 干扰 的 讯 道 
上 的 编码 、 译 码 问题 , 也 就 是 图 20.8-1 中 的 中 间 三 个 环节 所 代表 的 过 程 ， 

假设 被 传输 的 数据 是 以 二 进 制 形式 表示 的 .如 果 每 一 个 数据 由 位 二 进 制 数 码 组 
成 .在 有 噪音 的 讯 道上 传输 时, 个 数码 中 原来 是 0 的 位 ,在 接收 端 可 能 变 成 1, 同样 , 1 可 
” 能 变 成 0 , 于 是 就 发 生 了 传输 错误 .为 了 减少 这 种 错误 出 现 的 可 能 性 ,最 简单 的 办 法 是 连 
续 多 次 重复 发 送 同 一 个 数据 ,例如 每 个 数据 发 送 三 次 ,在 接收 端 以 多 数 表 决 的 方法 确定 每 
一 位 是 0 还 是 1， 显然 , 这 样 出 错 的 概率 就 大 大 减 小 了 ,但 是 付出 了 相当 大 的 代价 : 为 了 
传送 和 位 信息 码 , 现 在 必须 传送 Зеба, НЯ = 十 左右 。 在 噪音 干 
扰 程 度 不 太 大 的 讯 道中 ,这样 作 当然 是 不 值得 的 ， 

比较 好 的 办 法 是 对 每 一 个 数据 ,在 《位 信息 码 的 后 面 再 加 上 若干 位 , 譬如 说 > 位 , 用 
它 来 检验 前 面 & 位 信息 码 在 传输 过 程 中 是 否 发 生 了 错误 。 这 样 一 个 码 组 的 长 度 由 Ав. 
п, пек +7, ШЕ 

а, | (208-0) 

叫做 编码 效率 ， 为 了 提高 传输 效率 ， 当 然 ? 越 大 越 好 。 上 面 提 到 的 重复 发 送 三 次 的 作法 
相当 于 > = 24, п = 34, т == 1/3. М, г 的 选取 应 考虑 到 噪音 干扰 的 大 小 。 > 越 
х, 检验 错误 的 能 力 越 大 。 置 于 万 位 信息 码 后 面 的 7 位 检验 码 的 形式 应 该 按 某 一 规律 去 
确定 ， 使 码 组 具有 强 的 检 错 能 力 。 如 何 去 选 定 r 位 检验 码 就 是 编码 理论 研究 的 中 心 阿 
题 ， : 


最 简单 的 但 应 用 很 广泛 的 一 种 有 检 错 能 力 的 编码 是 奇偶 检验 码 ， 这 里 只 有 一 位 检验 
码 即 + = 1， 它 的 值 按 下 列 规则 确定 :如果 在 和 位 信息 码 中 的 1 的 个 数 是 奇数 ， 则 第 
《十 1 位 置 1, 反之 置 0. 结果 每 一 个 长 度 为 nz 二 十 1 的 码 组 中 1 的 个 数 总 是 偶数 。 只 
要 在 接收 端 对 每 一 个 数据 检查 这 一 特征 ， 就 能 发 现 该 码 组 在 传输 过 程 中 是 否 发 生 了 奇数 
个 错误 . 当然 ,对 任何 偶数 个 错误 是 发 现 不 了 的 ,而 且 也 不 能 确定 错误 发 生 在 哪 一 位 ， 这 
种 奇偶 检验 码 只 有 在 干扰 小 的 讯 道中 适用 , 即 出 错 概率 很 小 。 发 送 端 还 要 有 重 发 的 能 力 ， 
一 旦 发 现 错误 就 应 该 再 发 一 次 这 个 数据 ,或 者 , 在 可 能 的 情况 下 , 删 掉 这 个 错 的 数据 。 这 
种 奇偶 检验 码 实现 起 来 很 简单 ,只 需 用 一 1 个 异 或 门 ( 见 第 十 七 章 ) 把 & 位 信息 码 逐 位 
按 模 2 相 如 ,输出 就 是 检验 位 的 值 . 用 с 表示 码 组 c == (с, c2, сз," съ» сы}, 则 编码 
器 只 须 按 下 式 确定 检验 位 сьн, 7 | 
сын = сӨсӨс:0· Фсь. (20.8-2) 
在 接收 端 。 在 译 码 器 中 则 按 4 值 实现 检 错 : 
Аз с Фе... Фены, (20.83) 
В = ] 是 发 现 错误 的 信号 ， 4 一 0 表示 没有 出 现 奇 数 个 错误 的 信号 。 
在 传输 二 进 制 数字 码 的 通道 中 ,噪音 干扰 的 大 小 常用 误 码 率 来 表示 , 即 平均 传输 多 少 
个 二 进 制 位 数 发 生 一 位 错误 . 当 干 扰 小 时 , 例如 误 码 率 为 10—*, 即 每 一 万 位 平均 错 一 位 ， 
在 一 个 数据 中 发 生 两 个 错误 的 概率 是 10-8 (认为 每 位 出 错 概率 是 独立 的 ), 因此 出 现 多 位 
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错误 可 能 性 很 小 .在 小 噪音 情况 下 ,奇偶 检验 码 实际 上 只 能 发 现 一 位 错误 ,但 这 已 经 大 大 
提高 了 传输 的 可 靠 性 . 

上 述 两 例 是 两 种 极端 情况 。 重 复发 送 的 编码 中 检 错 和 纠 错 的 能 力 都 很 强 。 但 效率 很 
低 ; 在 具有 一 个 检验 位 的 奇偶 检验 码 中 效率 很 高 ,7 接近 于 1, 但 没有 纠 错 能 力 , 检 错 能 力 
也 不 强 , 对 编码 理论 的 研究 集中 在 对 这 两 种 极端 情况 中 间 的 编码 方式 的 研究 ， 而 线性 码 
又 是 研究 得 最 为 透彻 的 一 类 ,因而 现在 应 用 广泛 的 纠 错 码 绝 大 多 数 是 线性 码 . 

设 某 一 编码 方式 确定 的 码 组 长 度 为 x», =” 一 《十 1, 是 信息 码 位 数 ,r 是 检验 码 位 
数 。 如 果 e 和 d 是 任意 两 个 码 组 ，e 一 {aos с с}, qd 一 (41, dd,…, 4,}, 那么 二 
者 的 逐 位 模 2 和 в = сФа = 1c 四 dc 申 必 …，c 四 4) 也 是 一 个 码 组 , 则 这 种 编码 
方式 所 决定 的 码 叫 线性 码 。 在 线性 码 中 , г 位 检验 码 是 k 位 信息 码 的 线性 函数 : 


СА с 
К] С А (20.8.4) 
Са с 


K 是 КОЕ, ИХ, КН, АТОС ВИЕ, НЕ, ехе 
阶 单位 方 阵 , 则 有 


оре сы cl ct 
к| 后 | 一 | tI К]. |550 
4 <. CC cn 
上 式 可 改写 成 
Не =0, Н=(К,Е,), (20.8-5) 
Ваала Ааа * AH Г 0 --- 0 
Н = Виза AAA 0 1..-0 20.86) 
В.а йа А 00.1 
НИНЕ. 
另 方面 ,由 式 (20.8-4) 可 知 , 整 个 ”位 码 组 的 构成 可 写成 
а! C1 
15|. |, 
Cn с, 
100: 0 
о10.--0 
Е 
с (4) = 000:--1 |, 0-7) 


ee 
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G 了 叫做 线性 码 组 的 生成 矩阵 ， | 

假定 在 讯 道 的 输入 端 发 出 一 个 码 组 ce， 满足 条 件 式 〈20.8-5)。 它 在 传输 过 程 中 发 生 
了 错误 ,用 e 表 示 错 码 e (01, ec) -…， es}, 凡是 e 中 某 位 ci 发 生 了 错误 则 ci =1, 8 
则 с; = 0, ХЕ ВЕСИ Е т = сфе 一 {r1, 72 ***о rn}, ri = ci 四 co 显然 当 第 i 位 
发 生 错 误 时 ， 无 论 是 1 变 0 或 0 变 1，e; 都 等 于 1， 在 接收 端 对 ”进行 检验 ,计算 向 量 


8 一 Га, 92:5, ғ.) 


зн 2 ‚` (20.8-8) 
М РА 
з ШЕТ. 由 于 它 是 > 维 的 ,一 般 说 来 ,总 共 可 能 出 现 2" 个 不 同 的 症候 向 量 。 因 为 
我 们 规定 信号 源 发 出 的 一 切 信号 都 满足 He = 0, 因此 症候 向 量 不 是 0 向 量 , 就 一 定 发 生 
了 错误 . 

因为 发 出 的 码 组 ec =г—е=тФе, # Hr = Не 一 s， 这 就 是 说 症 人 收 向 量 完全 取 
决 于 错 码 e。 应 注意 ，Hr 一 0 这 个 条 件 并 不 能 保证 + 一 <， 即 不 能 保证 收 到 的 码 组 中 没 
有 出 现 过 错误 ,这 是 由 于 没有 排除 恰恰 与 没有 发 出 的 某 一 有 效 码 组 相同 的 情况 . 

既然 码 组 长 度 为 n，, 每 一 位 都 可 能 发 生 错 误 , 错 码 @ 共有 2" 种 。 按 照 等 式 

Не = г, (20.8-9) 
可 以 将 所 有 的 2" 种 不 同 的 e 分 为 2 个 等 价 类 ， 每 一 类 对 应 一 种 症候 向 量 s， 既然 "一 
А+», Жир», 那么 在 e 和 之 间 当 然 没有 一 对 一 的 关系 ,确切 地 说 ,能 够 使 某 一 症 
候 向 量 出 现 的 错 码 e 平 均 有 2"- 一 2 种 。 然 而 接收 端 最 终 必 须 回答 , 究 况 信 号 源 发 出 的 
是 什么 码 组 ?如 泉 不 允许 要 求 重 发 ， 接 收 端 只 好 从 包括 接收 到 的 + 在 内 的 那个 等 价 类 中 
选 一 个 。 当 作 信号 源 发 出 来 的 真 码 。 这 种 选择 的 方法 应 该 从 另外 的 角度 去 考虑 ， 需 要 引 
进 新 的 定义 ， 

任 一 长 度 为 + 的 码 组 中 1 的 个 数 称 为 谈 码 组 的 权重 ， 记 为 w。 设 由 于 噪音 干扰 而 使 
真 码 的 某 一 位 发 生 错误 的 概率 为 p， 应 该 认为 p < 1。 如 果 各 位 出 错 概率 是 相互 独立 的 
(不 考虑 突 发 性 成 串 出 错 的 情况 )， 则 出 现 1 位 错误 的 概率 РОГ) 是 Ра 一 p)*!。 因为 
(1 一 р) 接近 于 1, ! 越 小 pC1) ВХ. 虽然 根据 接收 到 的 信号 7 的 (也 是 e 的 症候 向 量 s 
不 可 能 完全 确定 e 是 什么 ， 但 我 们 可 以 认为 在 对 应 的 等 价 类 中 可 能 性 最 大 的 是 权重 最 
小 的 那个 错 码 。 于 是 ,在 每 一 个 等 价 类 中 取 权重 最 小 的 那个 е 当 作 该 类 的 代表 .这样 ,一 
切 使 Hr = 0 的 码 组 都 被 认为 是 没有 发 生 错 误 的 真 码 。 用 е 表示 症候 向 量 mw 对 应 的 等 
价 类 中 的 代表 ,那么 只 要 接收 端 检 验 时 有 Br 一 s;， 则 可 将 с = гфе, = ғ 一 е 当 作 真 

码 ， 一 般 说 来 , 这 种 方法 不 能 保证 纠正 一 切 错 误 , 但 将 大 大 减少 误 码 率 , 从 而 提高 信号 传 
Е, | 

那么 如 何 选择 监督 矩阵 互 昵 9 由 式 (20.8-5) 可 知 , НЕ РЕ К, 4 1950 4% 
ВА (Hamming) 创造 了 第 一 个 有 纠正 一 位 错误 能 力 的 线性 码 叫 , 电 作 海 明 码 ， 这 种 码 的 结 
构 是 令 一 2 一 1 一 2 一 一 2 一 > 一 1, 此 时 监督 阵 互 含 有 27 一 工 个 完全 不 相同 
的 列 ; 用 及 ,……… ,hh 表示 互 中 前 个 列 向 量 , 则 
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Н (Вы, h,,: “*, №; Аза, > “sy ^,), Е, = CA ... А,). 
如 果 在 传输 中 出 现 了 错误 e = (1, 22.'*°, en}, 对 应 的 症候 向 量 з = {я, 95 °*› :.} 就 
可 表示 成 1 


2 Н| | ей, + cht :+ esh,, (20.810) 

vo) Ne。 
ет {cl ez cs 是 出 现 的 错 码 。 直 上 式 可 以 看 出 , 矩阵 五 的 每 一 列 都 不 相同 ,如 果 
在 长 度 为 的 码 组 中 任何 一 位 ( 仅 此 一 位 ) 发 生 错 误 时 , 例如 с, 一 1， 则 症候 向 量 s 就 是 
НВ і ТЯ А,, 即 s 一 访 。 在 限定 只 发 生 一 位 错误 的 情况 下 , 每 一 个 等 价 类 中 只 含 
一 个 错 码 ,只 要 用 监督 阵 对 接收 到 的 7 作用 后 , 即 可 断定 错误 发 生 在 哪 一 位 , 对 该 位 进行 
纠 错 后 (将 该 位 模 2 加 1) 即 可 得 到 真 码 。 又 由 于 # 个 列 向 量 任 何 两 个 都 是 线性 无 关 的 ， 
所 以 , 如 果 同 时 发 生 两 位 错误 时 , 症候 向 量 а 不 可 能 为 9， 根据 这 个 特征 , 海 明 码 可 以 发 
现 两 位 错误 ， 但 此 时 不 可 能 断定 错误 发 生 在 哪 两 位 上 。 由 此 可 见 海 明 码 有 纠 一 位 错 或 发 
现 两 位 错 的 能 力 。 

海 有 明码 的 效率 了 是 | 
оный Д 7 


п =— =. — 


п 2 一 1 2 一 卫 

当 码 组 长 度 ” 足 够 大 时 效率 ? 将 接近 于 1, 故 海 明 码 是 高 效 码 之 一 。 
现 举例 说 明 长 度 为 7 的 海 明 码 的 构造 。 设 每 个 码 组 的 监督 位 有 3 位 ，* == 3。 那么 
п 一 2 一 1 一 7?, 即 整个 码 组 是 7 位 ;信息 码 占 7 一 3 王 4 位 ， 选 监督 矩阵 
‘0101100 . 
-iororo) - {20.8—12) 
1111001 | 

根据 矩阵 结构 , 任 一 码 组 с 一 {c1, са» сз» сво cs св» ст) 中 前 4 位 是 信息 码 , 后 3 位 是 监 
督 码 ,而 且 有 线性 关系 式 | 


(20.8-11) 


65 = сә с, 

c6 一 ct 十 cs 十 c4) 

cr 一 cl 十 cc 十 ci 十 ct 
如 果 在 传输 过 程 中 ， 只 有 一 位 码 发 生 错误 ， 那 么 经 过 监督 阵 作 用 后 可 能 出 现 ? 种 症候 向 
Е. 下面 列 出 错 码 e 和 症候 向 量 а 之 间 的 对 应 关系 : 


表 20.8-1 
з А е е 
000 0000000 0001000 
011 1000000 0000100 
101 0100000 0000010 
011 0010000 0000001 


显然 ， 只 有 对 仅 错 一 位 的 错 码 和 症候 向 最 才 有 一 一 对 应 的 关系 。 如 果 考 虑 到 多 位 错误 的 
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可 能 性 , 则 s == {000} 对 应 16 种 错 码 ,它们 是 : 
0000000 0100101 1000011 1100110 
0001111 0101010 1001100 1101001 
0010011 0110110 1010000 1110101 
90011100 0111001 101111 1111010 - 
不 难 理解 ， 这 是 16 个 真 码 组 的 全 部 ， 当 错 码 e 与 上 述 16 种 码 重合 时 都 能 使 监督 条 件 式 
《20.8-5) 成 立 。 如 前 所 述 , 在 这 个 等 价 类 中 我 们 可 以 取 e = {0000000} 当 作 代表 ,因为 它 
的 出 现 概率 与 其 它 15 种 错 码 相 比 是 最 大 的 。 为 了 得 到 其 它 等 价 类 的 全 部 错 码 ， 只 须 将 
上 述 16 个 码 组 加 上 ( 模 2 加 法 ) 表 20.8-! 中 的 相应 的 错 码 e 即 可 。 这 样 ,每 一 个 等 价 类 中 
含有 16 种 不 同 的 错 码 ,总 共 分 为 8 类 ,全 部 错 码 恰恰 为 2 一 16 x 8 种 .最 后 , 按照 出 现 
概率 的 大 小 , 表 20.8-1 中 每 一 个 e 都 是 各 自 等 价 类 的 代表 , 因为 在 同类 中 它 的 权重 最 小 ， 
因而 出 现 概率 最 大 . 

为 了 设计 能 够 纠正 更 多 位 错误 的 线性 码 , 在 海 明 码 出 现 (1950 年 ) 后 又 经 过 了 十 年 的 
努力 ,于 1959 一 1960 年 建立 了 一 种 ВСН 编码 (Bose-Chaudhuri- Hocquenghem)， 它 能 纠正 
两 位 以 上 的 错误 ,并 建立 了 严格 的 代数 编码 理论 wo。 具有 纠 错 二 位 能 力 的 ВСН 码 出 
现 以 后 , 很 快 就 解决 了 能 纠正 任意 位 错误 的 编码 。 但 是 ，BCH 码 的 结构 比 海 明 码 复杂 得 
多 , 它 的 代数 结构 必须 用 代数 学 中 的 有 限 域 ( 伽 罗 华 域 ) 的 理论 才能 清楚 地 说 明 , 而 在 技术 
上 无 论 是 编码 或 译 码 都 可 以 用 移 位 寄存 器 简便 的 实现 ， 它 和 海 明 码 一 样 宜 于 广泛 采用 . 
关于 具有 更 强 的 纠 错 能 力 的 编码 理论 将 在 下 节 内 讨论 。 
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首先 我 们 讨论 一 下 纠 错 能 力 与 码 组 结构 的 关系 、 设 有 一 线性 码 , 码 组 长 度 为 x, 信息 
位 为 《, 监督 位 为 >, 于 是 ”一 不 十 *。 依 前 节 的 讨论 ,监督 矩阵 妃 是 有 行 ” 列 的 长 方 
Е. 我 们 可 以 把 它 的 每 一 列 看 成 是 一 个 + 维 向 量 ， 并 写成 Н = (Ы, А, ---,,). Ш 
祝 号 源 发 出 的 真 码 是 c 一 (с, с, 03，***, си), 接收 端 收 到 的 是 > 一 {m，m，…，ro}， 
没有 发 生 传输 错误 时 с = >。 如 果 发 生 了 错误 则 7 一 сФе, е 16, е 一 {e1，e2,***， 
е„}, 凡 出 现 错误 的 位 。 = 1, 否则 。 一 0. 在 接收 端 经 过 监督 矩阵 对 收 到 的 信号 了 进行 
变换 后 得 到 .7 维 的 症候 向 量 s = (л, 2，…，*j， 


. 

起 中 四 表示 模 2 加。 р 

- ”重复 前 节 定 义 , 码 组 ec 中 含有 1 的 个 数 称 为 e 的 权重 , 记 为 a(c)。 除 掉 每 一 位 都 为 0 ， 
的 全 零 码 组 外 ， 具有 最 小 权重 的 码 组 叫 作 最 轻 码 组 , 它 的 权重 记 为 ， 

do = тіп d(e). | (20.9-2) 


ЕА ЧЕ 26 的 码 组 co 也 是 有 意义 的 真 码 组 ， 它 应 该 满足 监督 条 件 式 (20.8-5). 
不 失 一 般 性 ,假设 eo 的 前 面 do 个 元 不 为 0, 则 应 有 


= ahDeh®D: “Bob, | (20.9-1) 
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29 
Но = >! Фсоћ, = 0, 
i=1 


ХВ я “АЈ А, 一 1.2,.…,n, 中 有 qo 个 是 线性 相关 的 ,而 任何 do 一 1 个 向 量 则 
是 线性 无 关 的 。 又 因为 ` 
Нт = НеФнНе = Не, “ (20.9-3) 
故 错 码 e 中 只 要 异 于 0 的 元 数 少 于 z 一 1, 则 Не 关 0, 根据 这 个 特征 就 可 发 现 收 到 的 ғ 
中 有 错误 .所 以 ,具有 最 小 权重 d 的 线性 编码 至 多 能 发 现 do 一 1 位 同时 出 现 的 错误 . 
设 r 中 发 生 了 * 位 错误 ， 错 码 e 的 诸 元 中 异 于 0 ВЕ е, ci,,*…， ci,， 此 时 症候 
向 量 
1 
2 |= А.ӨА.Ф- ФА, 
:, 
ВЕНЕ 4 АН А, 都 是 线性 相关 的 ,将 上 式 右 端 补 至 w 个 后 必 有 
А, ФЕ, ФВ. “ ‘Bi, OD- . ‘Dh, 一 0， 
其 . 
ћ, Ф..-- ФА, = А, BD:… Dh. 
所 以 


do 
з= >) ФА, = >) ФА,. (20.9-4) 


B=1+1 

为 了 准确 地 决定 究竟 是 哪些 位 上 发 生 了 错误 , 我 们 必须 求解 六。 这 是 很 明显 的 .然而 式 
(20.9-4) 的 右 端 我 们 最 多 只 能 用 置换 的 方法 得 到 d 一 1 一 1 个 相互 独立 的 向 量 。 所 以 ， 
为 了 能 解 出 * 个 未 知 向 量 ， 未 知 向 量 的 个 数 必 须 不 大 于 这 些 独立 向 量 的 个 数 才 有 可 能 . 
这 就 是 说 ,为 了 能 由 式 (20.9-4) 唯一 地 确定 + 个 有,, : 必须 满足 不 等 式 15 wm 一 :一 1, 即 

й, 2 2: +1. І (20.9-5) 
由 此 可 断言 , 若 某 种 线性 编码 的 最 小 权重 为 do, 它 的 纠 错 能 力 * 不 可 能 超过 

> (do — 1). | 


总 结 上 述 , 为 了 使 线性 编码 能 发 现 m 位 错误 , 它 的 最 小 权重 do 应 不 小 于 和 十 1; 为 了 
它 能 自动 纠正 + 位 错误 , 最 小 权重 应 不 小 于 21 十 1。 如 果 要 求 它 能 在 自动 纠正 上 位 错误 
的 同时 还 能 发 现 m 位 错 , 则 要 求 最 小 权重 不 小 于 mw 十 21 十 1, 

由 此 可 知 ， 要 增 大 编码 的 纠 错 能 力 必 须 增 大 最 小 权重 do, 权重 小 于 4 КН 
弈 。 这 样 作 的 结果 是 减少 了 信号 载 负 的 信息 量 , 从 而 付出 了 代价 . 

具有 纠正 多 个 错误 的 编码 方式 很 多 ， 这 里 不 可 能 一 一 介绍 .下 面 只 介绍 一 种 有 应 用 
价值 的 ,理论 上 又 成 熟 的 编码 , 即 ВСН 码 。 为 此 我 们 必须 先 扼要 的 提示 一 下 代数 学 中 关 
于 有 限 域 的 基本 理论 ,关于 这 方面 的 详细 论述 可 参阅 本 章 参 考 文 献 [231. | 

为 了 对 长 度 为 ”的 二 进 制 码 组 进行 各 种 处 理 ， 仅 仅 把 它们 看 成 是 ” 维 线性 空间 的 向 
量 远 远 不 能 满足 我 们 的 些 求 ， 因 为 在 线性 空间 中 实质 上 只 有 向 量 加 法 和 乘 常数 这 两 种 运 
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， 算 。 即 便 再 引进 内 积 ， 使 这 个 = 维 空间 变 成 欧 氏 空间 也 不 能 满足 我 们 的 要 求 。 为 了 取得 
更 丰富 的 运算 工具 ,需要 在 不 同 的 码 组 (或 相同 的 ) 之 间 引 进 某 种 乘法 和 除法 运算 ,使 任何 
两 个 二 进 制 码 组 相 委 或 相 除 以 后 仍 能 得 到 一 个 长 度 为 4 的 二 进 制 码 组 ， 这 就 把 全 部 2” 
个 码 组 变 成 一 个 域 。 粗 略 地 说 , 在 2* 个 不 同 码 组 中 引进 加 \ 减 ,乘除 (全 0 码 组 除外 ) 运 
咎 ,每 种 运算 的 结果 仍然 是 一 个 =” 维 码 组 ， 
我 们 知道 , 由 0 和 1 两 个 数组 成 的 集合 , 按 模 2 加 、 减 (等 价 于 模 2 Д.В ЧЕ 
算 构成 一 个 域 , 叫 作 二 元 域 , 记 为 GF(2)， 在 GF(2) 中 的 四 则 运算 是 
加法: 090 一 0，0 四 1 一 1 四 0 一 1，1@1 一 0; 
ЖЕ: 091 = 0Ф1 一 1 ( 模 2), 101 =1ФІ = 0; 
乘法 : 0 x 0 一 0, 0x1 一 1x0 一 0,1x1 一 1; 
除法 : 0 1 一 0, 1 二 1 一 1， 禁 止 0 作 除数 ， (20.9-6) 
一 切 长 度 为 # 的 二 进 制 码 组 的 全 体 记 为 R,, 它 在 二 元 域 上 构成 线性 空间 ,因此 就 有 
了 向 量 加 法 ( 逐 位 模 2 ДП) ГА ЖЕН ВЕ. ХТ К" 变 成 一 个 域 ， 还 要 定义 
向 量 乘法 和 向 量 除法 . 设 e (а, с," cs}; 它 可 以 用 一 个 以 GF(2) 的 数 为 系数 的 
阶 数 最 高 为 4 一 1 阶 的 多 项 式 表示 , 记 为 и З 
С) = сухе 十 суи + сох 十 в, (20.9-7) 
这 种 不 相同 的 多 项 式 共 有 2" 个 ,和 К" 中 的 向 量 (以 后 称 为 R* 中 的 元 ) 一 一 对 应 。 显 然 ， 
两 个 阶 数 小 于 ”的 多 项 式 相 加 、 相 减 和 乘 常 数 ,结果 和 R" 中 的 运算 完全 对 应 。 因 此 В" 
的 向 量 线性 运算 完全 可 以 由 上 述 多 项 式 的 线性 运算 所 代替 。 
首 项 系数 为 1 的 > 阶 多 项 式 M(x) 如 果 除 了 1 和 它 本 身 外 不 含 别 的 因 式 则 叫做 不 可 
000, ЗЕЕ. № .D(x) 为 阶 数 大 于 = 的 多 项 式 ，M (x) 为 某 一 给 定 的 = 阶 多 
-项 式 , 叫 作 模 多 项 式 。 由 代数 学 中 的 多 项 并 除法 运算 可 知 ( 欧 几 里 得 除法 )， 存在 唯一 的 多 
项 式 0(x), 使 D(x) 表示 成 
D(x) 一 Q(z)M (ж) + R(x), А 2. (20э-в) 
式 中 R(x) 为 D(x) 相对 于 М (x) 的 余 式 , 它 的 阶 数 低 于 M(x)。 现 对 一 切 有 穷 阶 的 多 项 
АМ (x) АЖА, Л НАНА, 虽 作 同 余 类 。 如 果 两 个 多 
. 预 式 C(x) то) 同 余 , 则 记 为 


C(x) = р(х) modM (=). | | (20.9-9) 


不 难 证 明 下 面 恒等式 ， # 
Cix) == DI(x) modM (а), 
Сх) = D,(x) тойм (=), _ 
C(x) 6 С.ж) = Di(x) +D(x) modM(x), (20.9-10) 
Ciw) ‹ С) 一 DICx) : D(x) тойм (x). " (20. 9- 11). 
如 果 С ә 和 D(x) 二 者 的 阶 数 都 小 于 М (а) ВИЧ ПОН. C(x) = ‚ртом (х), 那么 
必然 有 C(x) == D(Cx)， 这 可 由 式 (20.9~8) 直接 推出 。 
现在 我 们 用 多 项 式 的 同 余 村 法 来 定义 一 切 具 有 式 (20.9-7) 形式 的 阶 数 不 大 于 = 的 多 
项 式 乘法 。 对 这 样 的 两 个 多 项 式 C(x) 和 D(x) , 乘法 定义 为 
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С(х) · Р(х) = О(х) М (ж) + R(X) = R(x)modM (=), (20.9-12) 
R(x) 则 是 阶 数 小 于 = 的 多 项 式 , 它 的 系数 按 式 (20.9-7) 的 次 序 排列 后 就 得 到 К" 中 的 一 
Ма 8: 

| (х) = их" + род”. н, T= {ri та, тво Р, 6 К". 

剩 下 的 问题 ,也 是 最 重要 的 一 个 问题 是 , 对 给 定 的 >， 能 不 能 找到 一 个 # 阶 多 项 式 М Ск), 
使 相对 于 它 的 所 有 等 价 类 ( 即 所 有 不 同 的 小 于 = 阶 的 多 项 式 ) 恰 检 有 2" 个 ? 换言之, 是否 
对 任何 ”都 存在 一 个 =” 阶 多 项 式 , 按 多 项 式 的 同 余 运 算 与 R" 中 的 向 量 的 对 应 关系 能 生成 
全 部 R" 中 的 2° 个 向 量 ? 答复 是 肯定 的 ! .在 代数 学 中 有 这 样 一 个 定理 : 对 任何 正 整数 = 
都 可 找到 一 个 G F(2) 上 的 # 阶 不 可 约 多 项 式 M(x), 它 所 生成 的 等 价 类 正好 有 各个 , 即 
生成 全 部 2* 种 不 同 的 阶 数 小 于 ”的 多 项 式 。 这 个 定理 的 证 明 可 参看 文献 [16]。 这 样 ,我 
们 就 通过 多 项 式 的 模 M(x) 乘法 定义 了 R" 中 任何 两 个 元 素 的 向 量 积 . 

除法 的 定义 比较 复杂 些 ,我 们 必须 从 另外 的 方面 去 引进 。 由 于 有 了 向 量 乘 法 ,我 们 知 
道 对 任何 GF(2) 上 的 小 于 # 阶 的 多 项 式 《R" 中 的 向 量 ) C(x) 可 算出 它 的 整数 方 寡 : 
С?, С3,- …，C…。 按 照 乘 法 的 定义 , ЗА С 都 仍然 是 阶 数 小 于 е 的 多 项 式 ， 但 
是 ,这 样 的 多 项 式 总 只 有 2 个 , 所 以 在 С БРНО {С°} 中 必然 有 相等 者 , 例如 对 某 
两 个 整数 i р, 有 | 

Сі = CimodM (х), СГ" == под М (х). (20.9-13) 
8 С” == 1modM (х) 的 最 小 整数 m 叫做 多 项 式 C 的 阶 。 显 然 ,m 不 可 能 大 于 2° --1. 为 
了 定义 多 项 式 C 的 除法 ， 只 须 定义 C 的 道 СМТ, 因为 D/C =РС". ША 
(20.9-13) 可 以 推 知 , 如 果 C 的 阶 是 wm, 则 定义 
С == С" тойм (х), С". С С Є = С. С" = С" == lmodM (ж). (20.9-14) 
为 了 书写 简单 ,以 后 一 切 等 式 不 再 注 明 mod М (ә). 

这 样 ， 我 们 通过 多 项 式 的 模 M 运 算 定义 了 长 度 为 ”的 一 切 码 组 R" 之 间 的 四 则 运算 ， 
因此 , В" 就 成 为 一 个 域 。 因 为 域 中 所 含 的 元 素 ( 码 组 或 向 量 总 数 ) 是 有 穷 多 个 ,所 以 叫 有 
穷 域 ， 或 叫 加 罗 华 (Galois) 域 并 记 为 GF(2")， 我 们 可 以 将 R" АЛАА НИ У л 
的 GF(2) 上 的 多 项 式 等 同 起 来 ,认为 它们 是 GF(2") 中 的 同一 个 元 素 ， 

在 有 穷 域 GF(2") 中 并 不 是 每 一 个 元 素 都 有 相同 的 阶 ， 例 如 C(x) 一 1 的 阶 为 1, 4 
п >23 С(х) = х +1 的 阶 肯定 大 于 2, 等 等 .可 以 证 明 %9, 在 GF(2”) 中 一 定 存在 一 
个 不 可 约 多 项 式 C(x) , БИЗЕ СЕ(2°) 中 的 全 部 非 零 元 素 , 即 

СЕ(2") = {0,1, С, С2,---, С), (20.9-15) 
具有 这 种 性 质 的 不 可 约 多 项 式 称 为 本 原 多 项 式 . И, Ф 一 3， 取 不 可 约 多 项 式 
M(x) 一 如 十 zx 十 1 作为 模 , 它 把 一 切 GF(2) 上 的 多 项 式 分 为 8 个 同 余 类 ; 

{0}: 0, х +х+1,---, ЖАНА 4000}; . 

{1}: 1, x 十 x,"…-， 对 应 向 量 {001}; 

{х}: ж, х 1,55, 对 应 向 量 {010}; 

{НИ 1, а, 756, РАЈЕ (011); 

2}. м, аа -Т,..., ЕА {100}; 

2+: 2+1, ++ х,..., УМН {101}; 


ОНРО 
} 
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{x 二 x}: + х, + а 1,..*, 对 应 向 量 {110}; 
АНИ: 有 十 x 十 1 十 台 ,……… ,对 应 向 量 {111}. 
从 简单 的 计算 得 知 ， C(x) 一 х 是 一 个 本 原 多 项 式 : 
С (2) 一 +， 对 应 向 量 {010]3 
C(x) == х2, ЗМЕИ, {160}; 
СУ) == х4 1 шод М (=), ХАВИ {011}. 
С) == 2 + хтодМ (x)。 对 应 向 量 {110}; 
Cx) ==? + х Б Lmod М (х); 对 应 向 量 {111}; 
С) = ат LmodM(x)， 对 应 向 量 (101)3. 
! Co = 1madM (x)， 对 应 向 量 . {0801}, 
ЭТАН ОНО ЖИ юная, ЯН 3 


次 以 下 的 一 些 本 原 多 项 式 的 代数 结构 : = 
多 项 式 次 数 x g(a) 

2. 1+0+ 02. 

3 1+0 +0 

4 То 0 
КЕЧЕ 

6 +o о 

7 | ltaoebae 

8 1+ 02+ а +оо? 

9 14+9+ 9 

10 1 十 中 十 0% 

1: < 1+ 0? + оч 

12: оо + о 02 , 

13 томе 50% : 

1 
О 1494 0% | 

16 1+0+0 +0 +0: 

17 ++ i 

18 1+o+t os: 
219 Іо о 405409 
220... 1+0 9ай о Гу 
21 на о. - 
22 1+0Ф02 ©. 
23 1 оо ti 

24 1Ф0о+афо У 
25 1 +0405... | 


26: +оо +0 + о + оё 


о 'мтањги 
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27 1 +о о? +05 + 0? 
28 1 十 oz 十 oz 
29 1 +0 + 0? 
30 1 +о +оо + ос 
另 一 个 很 有 用 的 事实 是 ,有 穷 域 GF(2") 中 的 任何 元 素 с) 必 满 足 恒 等 式 
С" — С = 0, (20.916) 


这 是 因为 GF(2”) 中 的 元 素 最 大 阶 是 2" 一 1, 所 以 对 本 原 多 项 式 C 有 С" 一 1 一 0,， 即 
сс” — 1050. ЩЕ C(%) МИ т<2"—1, ВАША С" 一 С" == С" =... 
= 1, 此 时 m 必 能 整除 2" 一 1, 事实 上 , 令 С, GF(2°) 的 某 一 本 原 多 项 式 , C 必 可 表示 
ВС == С, 于 是 
С" жт СА" еа | жә 2—1, 

ВЕЖ 2" 1 是 Cs 的 阶 ,而 m 是 C 的 阶 ,那么 必 有 km = 2" —1, ВП 2" 一 1 能 被 wm 整除 ， 
于 是 С” = С" 1, 由 此 知 式 (20.9-16) 对 任何 GF(2") 中 的 元 素 成 立 ， 

… 下列 两 个 恒等式 很 容易 证 明 ,我 们 只 把 它们 列 出 来 。 设 C1(x) 和 C2(x) 都 是 GF(2") 
中 的 元 素 , 那么 对 一 切 整 数 如 之 0, 有 


(С. + С)" = СГ + с". | (20.9-17) 
设 Е (=) 是 СЕ(2) ЕН ВАНН т >00 
Е(с”) = ЕСС)", (20.9-18) 


式 中 论 = (x) 是 GF(2") 中 的 任意 元 素 . 
定义 在 6Е(2) 上 的 多 项 式 和 通常 实 系数 多 项 式 有 很 多 共同 点 。 实 系数 多 项 式 的 根 
常常 不 在 实数 城中 ,而 在 复数 域 中 ,复数 域 是 实数 域 的 一 种 扩充 。 设 
Е(ж) == х" + Һр в рл +}, {20.9-19) 
是 任 一 * АЯ, ИН | Я GF(2) К. ЖН, РО) 在 GF(2) 中 没有 根 ， 但 在 
СЕ(2") 中 却 可 能 有 根 。 下 面 再 仔细 讨论 多 项 式 Flw) = © +х +1. 在 GF(2) 中 没有 
一 个 数 代 入 x* 能 使 F 一 0 但是， 如 果 允 许 在 GF(2") 中 讨论 根 的 问题 ,那么 它 有 三 个 
根 。 用 GF(2") 中 的 变 元 < 代替 x 问题 就 变 成 求 Fl@) 一 十 a 十 1 的 根 , Аа, 
% 都 已 有 定义 ,因为 GF(2") 中 的 任何 元 索 (0 元 素 除外 ) 之 间 都 有 四 则 运算 。 容 易 验证 ， 
оп же х == (010), с == 22 = (100) 1 о == х + | = (011) ЖЕНИЯ. 因为 令 М (ж) = 
х4 х 1, Ш ор == х НН Е (01) = О тоб М (к); 对 а == д, Fo) вах л 1 == 
Отоа М (=); 最 后 , 令 а= х +1, Мо . 
| Е(о) = дб + + 2+ +4 1 = ошодМ (+). 
和 实数 域 上 的 多 项 式 一 样 ， 一 阶 多 项 式 总 是 不 可 约 的 .任何 = 阶 多 项 式 都 可 唯一 地 
分 解 为 不 可 约 因 于 的 积 。 设 & = ол 是 F(a): 的 根 ,用 & 一 wi 去 除 F(a)， 由 除法 规则 得 
Е(а) = (а — в) О(а) + К(а), 
К(а) 的 阶 数 应 小 于 а — в, ТЯ К (о) ЖЖ. КА о = а Е, Е(о) = К = 0. 由 此 
可 知 , Ж Е(о) = 0, №] (м 一 ол) 是 F(w) 的 不 可 约 因子 。 同 样 可 推 知 , ” 阶 多 项 式 最 多 
只 有 = 个 根 。 根据 恒等式 (20.9-16) 又 有 
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"1—1 = |] (о – Сі), (20.9-20) 
i=1 


С, GF(2") 中 的 本 原 多 项 式 . 

这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 把 任何 GF《2) 上 的 多 项 式 F(x) 中 的 * КА «Є СЕ(2'), 从 
而 使 它 成 为 GF(2) 的 扩展 域 中 变量 的 多 项 式 Fe)。 如 前 所 述 , 把 GF(2) 中 的 仅 有 的 两 
个 数 写成 4 维 向 量 形式 0 = {00..-00}, 1 一 {000..-001}, 那么 有 СЕ(2) ССЕ(2"), 
即 前 者 是 后 者 的 子 域 。 下 面 我 们 将 用 a, в, --- 等 表示 СЕ(2") 中 的 元 素 . 

设 № GF(2") 中 的 任何 非 零 元 , 以 wm 为 其 零点 ( 根 ) 的 最 低 次 多 项 式 Е. (о) 称 为 
а, 的 最 小 多 项 式 . ВА Е. (к) 的 系数 属于 GF(2)， 它 的 非 零 项 的 系数 都 是 1。 根 据 多 
项 式 的 除法 规则 不 难 理解 ,这 种 最 小 多 项 式 对 给 定 的 о 将 是 唯一 的 。 如 果 а, 又 是 另外 一 
个 多 项 式 Р(а) 的 根 ,那么 PCc) 必 能 为 最 小 多 项 式 Е. (я) 所 整除 . 设 (о, 0,5-5, ат} 
是 GF(2") 的 全 部 非 零 元 ,每 一 个 元 对 应 自己 的 最 小 多 项 式 Е. (х) ,这 些 多 项 式 中 肯定 有 
相同 的 ,去 掉 重 复 的 , 式 (20.9-16) 自然 可 改写 为 


o2 — 1 = +. (а), (20.9-21) 
.这 说 明 оа": 一 1 是 扩展 域 GF(2") 中 一 切 非 堆 元 的 最 小 多 项 式 的 最 小 公信 式 ， 
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设 在 某 一 种 编码 中 , 码 组 长 度 是 *。 其 中 信息 码 有 太 位 。 监督 码 有 > 位 ，” 一 人 十 
再 改 述 一 下 前 面 引进 的 定义 ;一切 满足 监督 条 件 式 (20.8-5) 的 码 组 叫 线性 码 组 , 如果 e 
Яе, 都 是 码 组 , 则 се, 也 是 一 个 玛 组 .条件 式 (20.8-5) 是 一 个 码 组 成 为 线性 码 组 的 充 
要 条 件 ， 虽 然 这 种 不 同 的 码 组 总 数 最 多 可 能 达 2" 个 , 即 和 有 穷 域 GF(2") 中 的 元 数 相等 ， 
但 是 通常 我 们 只 取 其 中 的 一 部 分 作为 有 用 的 码 组 ， 当 a 兰 《 时 有 用 码 组 的 总 数 不 超过 
-24; 如 果 要 求 具有 较 强 的 纠 错 能 力 ,必须 进一步 减少 有 用 的 码 组 数 , 在 2 种 中 再 挑选 出 一 
批 具 有 特定 性 能 的 线性 码 组 ， 每 一 个 线性 码 组 构成 "中 的 线性 子 空间 ， 纠 错 能 力 越 强 
的 码 组 所 占 于 空间 的 维 数 越 低 ， 例 如 ,长 度 ( 字 长 ) 为 31 位 的 线性 码 组 ,如 果 只 要 求 有 一 
位 纠 错 能 力 ( 海 明 码 ) ,只 须 有 5 位 监督 位 ,因而 信息 码 可 长 达 26 位 ,编码 效率 是 26/31; 如 
果 要 求 它 具有 2 位 纠 错 能 力 , 则 要 求 有 10 位 监督 码 , 因此 就 只 能 有 21 位 信息 码 , 编码 效 
率 是 21/31; 具有 6 位 纠 错 能 力 的 线性 码 组 只 可 能 有 6 位 信息 码 ,编码 效 率 只 有 6/31; 如 
果 进 一 步 提高 它 的 纠 错 能 力 。 例 如 要 求 它 同时 能 纠正 8 位 以 上 的 错误 ， 编 码 效 率 就 只 有 
1/31 了 可 见 ,线性 码 组 的 纠 错 能 力 是 有 限 的 ， 本 节 将 介绍 一 种 具有 2 位 以 上 纠 请 能 力 
的 循环 码 ,叫做 ВСН 码 . 
如 果 在 一 个 线性 码 组 中 挑 出 一 部 分 ,要 求 具有 下 述 特点 : 一 个 码 组 е (а, се, 
с) 经 过 任何 次 数 的 循环 移 位 后 仍然 是 一 个 有 用 码 组 。 具 有 这 种 特点 的 编码 叫做 循环 
码 . ТРЕ, 并 具体 地 与 编码 , 译 码 电 路 相 结合 , 我 们 按 下 列 方式 定义 码 组 的 


-多项式 : 
CG) cos” 十 cna 了 十 .十 cy 十 в, (20.10-1) 
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式 中 с, Же; 二 1 位 的 值 ，e == (са, cc 0). 多 项 式 的 变 元 用 : 代 x* 是 
为 了 表示 * 的 物理 意义 是 移 位 运算 , 以 便 与 第 17.8 节 中 的 符号 一 致 起 来 . 
首先 我 们 注意 到 ,如 果 СС) 是 一 个 有 用 码 组 ,那么 
(9) 一 cr" 十 cos"! 十 :十 cor (20.10-2) 
对 s* 一 1 的 余 式 也 一 定 是 一 个 码 组 、 这 是 因为 . 
sCG) 一 ci 一 1) 十 co 十 .十 co 十 co 
对 ?一 工 的 余 式 恰恰 是 
R(s) = с," А са 2 + 5 А cos са, (20.10-3) 
它 对 应 码 组 ec 的 一 次 循环 移 位 ,依循 环 码 的 定义 ,得 到 的 新 码 组 cl == (с, саз, 5755 со 
сал) 也 必 是 一 个 有 用 的 码 组 . 
Я G(s) 表示 所 有 循环 码 组 中 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 它 本 身 当 然 也 是 一 个 码 组 . 假设 
它 的 多 项 式 次 数 (s 的 最 高 寡 次 ) 是 т, 那么 任何 一 个 码 组 C(*) 可 唯一 表达 成 
С(5) = 4(5)6(5) + КС), | (20.10-4) 
式 中 余 式 К (5) 的 次 数 小 于 т; 4(s) 是 :的 多 项 式 , 只 要 它 的 最 高 次 数 小 于 п 一 1 一 m， 
A(s)G(s) 也 是 一 个 码 组 .由 于 码 组 是 线性 的 ,所 以 ВС) 也 应 该 是 码 组 , 这 与 G(s) 是 码 
组 中 略 次 最 低 的 多 项 式 的 假定 相 矛 盾 。 所 以 应 该 有 R(s) == 0, 即 
С(ғ) == А(5)6(). . - (20.10-5) 
只 要 4(s) 的 最 高 方 次 不 大 于 + 一 т 一 1， 由 式 (20.10~5) 决定 的 C(*) 就 是 一 个 有 用 码 
Н. 
既然 G(s) КЕЕ Ут А зт "С() 是 一 个 = И 050, п йк 
snG(s) ә (5% 1) + (5), (20.10-6) 
由 前 面 的 讨论 知 КС) 是 经 4 一 mm 次 循环 称 位 后 相对 于 s* 一 1 的 余 式 , 因而 它 也 是 有 用 
码 组 , КС) 应 被 G(s) 所 整除 。 由 此 可 断言 ，G(s) 必 能 整除 ” 一 1， 于 是 G(s) 是 整 
个 循环 码 的 生成 多 项 式 , 所 有 码 组 都 是 由 G(s) 的 各 次 循环 移 位 的 线性 组 合生 成 的 , 它 的 
次 数 恰恰 等 于 码 组 中 览 督 码 的 位 数 ， 即 等 于 +，m == 一 ,是 信息 码 的 位 数 。 出 
上 述 讨论 可 知 , 如 果 СС) 是 GF(2") 中 任意 7 阶 多 项 式 , 它 必 能 生成 一 个 循环 码 组 。 码 
组 的 生成 矩阵 为 a X《 阶 长 方 阵 : 


gr 0.0 

7 一 : 0 7 
Ca-l =: 1 в, к 
=| а: : “ка |, (20.10-7) 
co co 


оо: а 
式 中 (ска, ско, …， со} 是 《位 信息 码 ，e 一 {cwi, co -co 是 编 成 的 循环 码 组 。 
上 式 可 写成 等 价 的 多 项 式 相 乘 : 
СС) = GCG)CG), Сер + + ея со, 
бор Не Нас (5) = су А св + сы (20.10-8) 
反之 ,任何 长 度 为 sa, 信息 码 码 位 数 为 《 的 循环 码 都 是 由 某 一 7 阶 多 项 式 生 成 的 。 因 此 ， 
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线性 循环 码 的 生成 多 项 式 СС) 和 生成 矩阵 是 一 一 对 应 的 ， 
设 НО) 是 和 & 阶 多 项 式 ,如 果 它 和 G(s) 的 积 为 
Н()С (6) = +1. (20.10-9) 
那么 多 项 式 H(s) 将 对 应 + Хх ПАВЕ Н; 
В А 0 0---0 


H=| 0 №" 00| (20.10-10) 


со.--0 А.-А, 
而 | 
HCG) = ht 十 ht 十 十 Аз + №. (20.10-11) 
因为 , 依 式 (20.10-~8), 对 任何 循环 码 组 C(s) 都 有 | 
Н(:)С() = Н()С() С (5) = (57 — 1)C’(s) == 0 шод(‹" — Г), (20.10-12) 
НЕВЕ СВУ ОН НУ Е ЕЕ 
He = 0. 
由 于 НС) 也 能 整除 ”一 1, 它 也 是 一 个 循环 码 的 生成 多 项 式 , 因 此 它 所 生成 的 循环 
码 组 叫做 由 式 (20.10-7) 生成 的 循环 码 组 的 对 偶 码 组 . 
现 举 例 说 明 循环 码 组 的 结构 。 设 有 一 码 组 长 度 为 > 一 7, 信息 码 《 一 3, 监督 码 ， = 
4 位 ， 任 取 一 能 整除 ?7 十 1 的 ~ 一 4 次 的 多 项 式 G(x) 一 4 十 呈 十 半 十 1， 作 为 循环 码 
的 生成 多 项 式 。 于 是 生成 矩阵 为 


о мо ы м н о 
о ыы ы ы о о 


三 位 信息 码 c = (с, с, со) 共有 七 种 , 按 式 (20.10-7) 由 7 种 非 零 信 息 码 生成 的 7 个 循 
环 码 组 列 于 表 20.10-1 中 ， 另 外 , 按 多 项 式 乘积 对 ” 十 1 的 余 式 求 出 码 组 的 多 项 式 
| C(s) = С(ғ) С'(з)той( + 1) 
也 列 人 表 中 。 从 表 中 可 以 看 出 7 种 不 同 的 非 零 码 组 都 是 由 不 同 的 移 位 得 到 的 。 同 时 可 看 
出 它 确 实 是 一 个 线性 码 组 : 任何 两 个 码 组 逐 位 模 2 相 加 后 仍然 是 一 个 码 组 。 此 外 以 表 中 
还 可 看 到 , 每 一 个 码 组 的 权重 都 是 4. 
循环 码 总 可 以 用 多 项 式 的 乘法 和 除法 去 进行 编码 并 对 错 码 监督 ， 用 多 项 式 除法 去 实 

现 译 码 ,还 可 以 用 多 项 式 的 运算 去 发 现 错误 和 纠正 错误 .从 第 17.8 节 知 , 多 项 式 运 算 都 可 
以 用 带 有 反馈 的 移 位 寄存 器 来 实现 . 所 以 循环 码 的 编码 、 译 码 和 纠 错 的 技术 实现 都 比较 
简单 ,这 是 它 被 广泛 采用 的 原因 之 一 . 

: 前 面 讲 过 , 具有 多 位 纠 错 能 力 的 , 技术 上 容易 实现 的 线性 码 组 中 ，BCH 码 是 一 个 代 
38, 在 1959 一 1960 年 出 现 以 后 迅速 获得 了 广泛 的 应 用 。BCH 码 是 一 种 线性 循环 码 ， 它 
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ЗВ 20.10-1` 


с = (ия + 1)CC) modG’ + 1) 


0011101 


001 544 十 0 十 2 十 0 十 1 

010 0111010 2 十 4 十 9 十 0 十 : 

011 0100111 $+0+0+:+4+5+1 
100 1110100 ннн 0 

101 1101001 СЕЗСЕ ЕЗЕН ЕТЕ! 
110 1001110 оон т л+ + 0 
111 1010011 6 二 +0+2+0+0++1 


的 生成 多 项 式 是 按 下 列 规则 构造 的 。 设 码 组 长 度 为 x, 在 加 罗 华 域 GF(2*) 中 取 某 一 多 
项 式 о, ЧЕВОЕЖ 4, п>4 222, № СС), С), 5, 6.4) 分 别 是 we，o2.， 


а 的 最 小 多 项 式 ( 见 前 节 末 )。 定义 多 项 式 G(s) 为 诸 最 小 多 项 式 Gils) 的 最 小 公 倍 式 
G(s) = LCM {GCs), 66), +, бад}, (20.10-13) 
根据 前 面 的 讨论 ,每 一 个 ой, г 一 1，2,……，4 一 1， 都 能 整除 十 1 一 2 一 1, 因而 它 
们 的 最 小 多 项 式 能 整除 它 , 由 式 (20.10-13) 定义 的 G(s) 也 能 整除 它 , 所 以 GG) 是 某 一 
线性 循环 码 的 生成 多 项 式 . 
任何 码 组 中 异 于 0 的 位 数 叫做 该 码 组 的 权重 。 线 性 码 中 任何 两 个 不 同 码 组 的 逐 位 差 
《等 价 于 逐 位 模 2 和 ) 也 是 一 个 码 组 , 它 的 权重 称 为 该 两 码 组 之 间 的 距离 。 不 难 理解 , 某 种 
编码 中 的 最 小 距离 对 应 某 一 码 组 的 最 小 权重 。 可 以 证 明 , 由 式 《20.10~13) 定义 的 G(s) 
生成 的 循环 码 中 最 小 距离 至 少 为 4, 换言之 ,不 存在 权重 小 于 4 的 码 组 .为 证 明 这 一 点 ， 
假定 有 一 个 码 组 с == {с,-1, соо", со) 中 有 4 一 1 位 可 以 不 等 于 0， 其 它 位 都 是 0， 
例如 cr, ci,，*…*， cis 的 值 可 以 为 1 也 可 以 是 0。 我 们 现在 证 明 , 为 了 使 e 成 为 由 G(s) 
生成 的 码 组 , 这 4 一 1 位 也 必须 都 是 0， 也 就 是 说 不 等 于 0 的 位 数 小 于 4 的 ,长 度 为 # 的 
数列 不 可 能 是 循环 码 中 的 一 个 码 组 ， 我 们 用 反 证 法 ， 先 假定 具有 上 述 特性 的 数列 是 一 个 
码 组 , 它 的 多 项 式 是 


4—1 


CG) == ср" А со 05972 4 5 А саз А со =з У) сц, (20.10-14) 
- i=1 


既然 它 是 一 个 码 组 , C(s) 必 能 为 G(s) 整除 , 即 能 为 每 一 个 i, i 一 1, 2,…,4 一 1, 的 
最 小 多 项 式 整除 ,这 意味 着 每 一 个 ai! 都 是 C(*) 的 根 ， 于 是 


4—1 
У) сон 0, ј = 1,2,:-:,2— 1, (20.10-15) 
i=1 


令 с; == Yi, айі 一 4р 上 式 变 成 代数 方程 组 : 

дк 十 424. Аі 5 + азадка ә 0, 

ltxl + ах + +. + аа ухас =0, 

аху 十 а + .+ абхар = 0, (20.10-16) 
假设 а; 关 а, і 2, 行列 式 ( 范 德 蒙 行列 式 ) 
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21 42 ау 24-1 
2 2 2 2 

а а3 23 **° 23-1 0 
4-1 4—1 14-1... 4-1 

Ql а2 аз 22-1 


所 以 代数 方程 组 (20.10-16) Я ЩЕ хи: == х = хз 55 не ха а 0, В] C1 9 ср, = 
с =. = сац = 0。 这 证 明 , 如 果 e 是 一 个 循环 码 组 , 它 的 权重 就 不 能 小 于 4. 

根据 前 节 的 讨论 , 最 小 权重 为 4 的 编码 , 最 多 能 纠正 (4 一 1)/2 位 错误 .下 面 介 
绍 一 种 纠 错 计 算 方法 . Я CG) = co- 十 十 ce 十 co 是 信号 源 发 出 的 码 组 ， 
RG) 一 ro 十 ro 十 十 715 十 ?6 是 信号 接收 端 收 到 的 数列 多 项 式 ， 传输 过 
程 中 发 生 的 错误 是 E(s) 一 cs- 十 十 ef 十 co ЕО) == К) 一 CC) = КС) 十 
С(5), В сено созі 0, 1,555. п — 1, 我 们 定义 用 以 判断 错 码 的 症候 元 为 

5; = Е(@) = К(ой) — С(а), i=1, 2 ，d4 一 1， 
Н а 是 C(s) 的 根 ,所 以 有 
5; = Е (а!) = К(о0*), i=1,2,...,d—1, (20.10-17) 

现 假定 在 传输 过 程 中 发 生 了 ! 位 错误 , ! < (4 一 0/2. ВИЖ р, Р, Р, РЕ 
4d 一 + 个 症候 元 就 是 


1 
з У) ера, # =1,2,.-., 4—1, | (20.10-18) 
3=1 


现 引进 更 方便 的 记号 , 对 凡 有 错误 的 位 上 令 cs 一 1; 再 令 of м 为 错 码 位 置 ，j 一 1， 
2,---,1, РАЗА (20.10-18) 可 改写 为 


i 
5 一 > 一 1 2 4 一 | (20.10-19) 
j=1 


要 注意 ,这 里 无 论 是 4; 或 ;者 是 GF(2") 中 的 元 ， 

在 信号 接收 端 ， 译 码 器 可 以 根据 收 到 的 数列 多 项 式 К(5), 按 式 (20.10-17) 计算 出 
а 一 1 个 症候 元 s;, 于 是 方程 组 (20.10~-19) 的 左 端 是 已 知 的 , 纠 错 译 码 器 的 任务 是 从 该 方 
程 组 中 解 出 错 码 位 置 w;, 然后 按 此 纠正 R(s) 的 错误 系数 的 值 ， 所 以 ,关键 问题 是 求解 方 
程 组 (20.10-19)， 从 第 20.8 节 的 讨论 可 知 , 每 一 个 症候 元 5; 对 应 很 多 错 码 , 这 些 错 码 都 
属于 同一 等 价 类 。 因 此， 方程 组 〈20.10-19) 不 可 能 有 了 唯一 解 。 译 码 器 的 任务 不 是 求 出 
2 对 应 的 所 有 可 能 的 错 码 位 置 w;， 它 的 任务 是 求 出 s; 对 应 的 等 价 类 中 1 为 最 小 的 那 一 种 
错误 ,也 就 是 发 生 错 误 概率 最 大 的 那 一 种 ， 

在 式 (20.10-18) 中 , 令 == 1, 2 4 一 1 4 ， 可 得 到 一 个 无 穷 序 列 (ял, ә, 
483 ”533d5 °* }. 现 定义 无 穷 级 数 

(а) = яя + .-.. (20.10-20》 

上 式 内 в: 由 式 (20.10-19) 定义 ,zx 是 一 个 变量 ,例如 类 似 离散 数列 的 拉 普 拉 斯 变换 那样 . 
不 难 检查 , 按 GF(2") 中 的 加 法 ,无 穷 级 数 


+ аа и 4... = 1 


1 + и; 2 
把 式 (20.10-19) 代入 (20.10-20) 并 利用 式 (20.10-21) 可 得 


(20.10-21) 
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1 1 1 А , 
(=) = У ша Ун У) ша У) 0 (20.10-22) 
. . А А 5 


= = = 1+ и; 
再 定义 多 项 式 
c(z) = П (1+ 42) = 1+ одг + + д, (20.10-23) 
ЕВ (20.10-22) 相 乘 后 ， 有 
o(z)s(2) 一 > и; Ц (1 + ирг) = 0 (2) (20.10-24) 
771 85} 


观察 上 式 可 看 出 w(z) МЕНЕЕ! 一 1, 根据 比较 系数 法 在 上 式 左 端 的 乘积 中 ， 当 
1 1 时 , zi 的 系数 均 为 零 、 因 此 ,至 少 能 够 得 到 4 一 ! 个 线性 方程 式 ， 
я Ноя +... + ая =0, 
ям + ая... + 01-153 =0, 
5а—1 + 01542 十 … + д-ванн = 0 (20.10- 25) 
只 要 能 解 出 7 个 未 知 量 01, ocx， … о, ВА ао. 10-23) 就 能 求 出 错 码 位 置 м, мр, 
ш, М — иг Е о) В. 
总 结 上 述 , 纠 错 译 码 器 的 工作 可 归纳 为 下 列 四 个 步 观 ， 
(1) 根据 收 到 的 信号 RG) НОА (20.10-17) 算出 症候 元 ny 5,75 а. 
(2) 由 式 (20.10-25) 求 出 olz). | 
(3) 求 出 c(z) 的 根 . 
(4) 纠正 错位 上 的 错 码 值 . 
这 四 个 步 又 中 ,第 一 步 用 数字 电路 去 实现 是 很 容易 的 .为 此 将 式 (20.10-17) 改写 成 下 
列 形式 : | 
5 = Ю(а’) 一 У! зай == (55 ((и„-лай ЗН га о)ой + тва А ++ > + хо), 


1=0 


(20.10-26) 
假设 信号 是 串 行 接收 的 ,首位 是 "-:。 接收 到 第 一 位 后 , >*-: Па, БЕРЕ, 36 
以 oi, 将 积 送 回 到 累加 器 ， 第 二 位 г, 到 来 后 与 第 一 次 积 在 累加 器 中 相 加 ， 再 送出 乘 以 
oi, 等 等 , 一 直 进 行 到 最 后 一 位 到 来 再 相 加 ， 便 得 到 *。 这 个 循环 运算 示 于 图 20.10-1 
中 .只 要 注意 到 ,, 从 累加 器 送出 的 是 СР(2”) 中 的 元 , oi 当然 也 是 СЕ(2") 中 的 元 , 它们 


 20.10-1 
都 可 以 用 长 度 为 ”的 二 进 制 数码 来 表示 。 乘法 也 是 按 СЕ(2") 定义 的 乘法 相当 于 以 
M(s) 为 模 的 多 项 式 乘法 , 它 可 以 用 带 有 反馈 的 移 位 寄存 器 来 完成 ( 见 第 17.8 节 ). 
在 第 二 步 中 ,为 了 求 出 o(z) 的 各 系数 ,通常 把 方程 组 (20.10-25) 写成 下 列 形式 : 
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рк 二 005 二 一 1 + 09510-2 + 01-15 &+13 (20.10-27) 
一 0,1,2 4—1 1. 


这 个 递 推 关系 式 可 以 用 图 20.10-2 ЖЕЖ, яя 是 1 一 1 级 (组 ) 移 位 寄存 器 中 在 开始 
竺 置 人 的 :一 1 个 症候 元 ， 如 果 诸 0 选择 得 合适 ， 当 移 位 寄存 器 向 右 移动 4 一 1 次 后 右 
| 端 应 恰好 输出 前 面 算出 的 a —1 个 症候 元 列 {ға-15 54—25° *°%5 55 я}. МЕЖ, 因为 ;是 
СЕ(2*) 中 的 元 ， 所 以 每 一 级 寄存 器 都 由 = 个 并 联 的 触发 器 组 成 注 有 的 圆圈 表示 
GF(2") 中 的 乘法 器 。 对 应 两 个 多 项 式 的 模 М (5) 相 乘 ， 符 号 四 表示 多 项 式 逐 项 模 2 加 ， 
即 两 个 ” 位 数码 逐 位 模 2 加 。 利 用 图 中 反馈 害 存 器 的 原理 , 别 尔 坎 帕 (Bertekamp) Т 1967 
年 提出 了 一 种 求 o 的 迭代 逼近 法 唔 ,后 来 又 于 1968 年 被 改进 吗 , 根据 这 种 方法 , 对 任何 
一 组 4 一 1 个 症候 元 可 求 出 一 种 最 短 的 移 位 寄存 器 , 使 方程 组 (20.10-25) 成 立 . 
纠 错 码 器 的 第 三 个 工作 是 求 (>) 的 根 , 以 确定 错 码 位 置 。 假 设 式 《20.10~23) 中 的 
1, 02,"…*, п 已 经 求 出 ,那么 第 位 码 出 现 错误 的 标志 2 一 ик! а од 是 olz) 的 根 。 如 


果 发 生 错误 的 位 数 不 大 于 21, 那么 第 位 错 码 将 导致 


1+ У) овы = 0, (20.10-28) 
10 о;(А) = сла, № 、 | 
oR— 1) = оца tdi (сай «ә (Кай. (20.10-29) 
于 是 , 第 位 发 生 错 误 的 标志 式 (20.10-28) 可 改写 为 
1+ У. оКЮ = 0. (20.10-30)) 


由 于 码 组 长 度 为 >, 接收 信号 г= (6,1, га, *°*, го} 的 多 项 式 是 Ю(5) 一 лт 十 
ra-2 + 十 ry 十 ro。 最 高 位 1,-i 发 生 错 误 的 标志 是 


i 
1+ >) А 


і=1 


依 式 (20.10-13), 每 一 个 а Е 1 К, В от" = 1 对 任何 i 成 立 ， 故 上 式 变 为 


і 
1+ Уј са = 0, | (20.10-31) 
і= 1 
Вр 
cp 一 1 一 oo 一 20 о (20.10-32) 


Wl 


2 5 хҝ 845 


既然 са 是 已 知 的 ,因此 条 件 式 (20.10-31) 对 Кеп – 1 很 容易 检查 ， 然 后 检查 一 2 
位 是 否 出 错 ， 按 递 推 关系 式 (20.10~29), 由 ci(n 一 1) 求 ci(z 一 2) ЯЗВЫ в, 就 能 得 
到 《一 一 2 的 错 码 条 件 ， 以 此 类 推 , 令 4A 从 ”一 工 减 小 到 0, 就 可 查 让 所 有 位 的 错误 与 
8. 这 种 发 现 错 码 的 方法 可 以 简单 地 用 移 位 寄存 器 和 异 或 门 实现 ,如 图 20.10-3 所 示 . 图 
中 方块 表示 移 位 寄存 器 ， 第 一 节拍 把 cx” 一 1) 置 于 各 寄存 器 中 , 即 令 《4* 一 w 一 1。 此 时 


--------® 


(5) 
И 


“(я — 1) 
图 20.10-3 


cx 一 1 表示 该 位 接收 码 有 错 ， 应 纠正 (1 变 0,031). 第 二 节拍 中 , 把 寄存 器 所 存 内 容 
oz 一 1) 送出 与 АНЕ (用 反馈 移 位 寄存 器 实现 , 见 第 17.8 节 ), 乘积 再 返回 寄存 器 ,再 
判别 输出 с„-› КИВ, es- 一 1 表示 第 w 一 2 位 出 错 ， 应 立即 纠正 ，c,-; 一 0 表示 此 位 无 
错 . 以 此 类 推 , ”个 节拍 后 , 即 把 码 组 中 每 一 位 都 查 遍 ， 这 个 方法 是 1964 за ЖР, 
它 可 以 全 部 用 移 位 寄存 器 和 异 或 门 来 实现 ， 

НА, ВСН 码 是 一 种 具有 很 强 纠 错 能 力 , 而 且 能 方便 地 用 基本 数字 电路 实现 纠 错 译 
码 的 编码 方法 . 
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工程 控制 论 的 基本 理论 和 方法 能 不 能 应 用 到 更 大 的 范围 和 更 广 的 领域 8 能 不 能 应 用 
到 社会 经 济 过 程 即 物质 财富 的 生产 和 消费 过 程 中 去 ?能 不 能 用 以 去 控制 某 些 社会 现象 ,如 
社会 生活 ,人 口 增长 等 等 9 这 个 问题 曾经 引起 不 少 争论 ,尤其 在 五 十 年 代 初 期 ,这 个 争论 曾 
经 是 很 激烈 的 .有 些 人 曾 认 为 用 控制 论 的 方法 去 研究 和 控制 社会 现象 不 但 是 不 可 能 的 ,而 
且 是 不 应 该 的 ,甚至 把 控制 论 本 身 也 当 作 “ 伪 科 学 ”加 以 批判 . 近 二 十 年 来 的 客观 实际 , 控 
制 论 的 广泛 应 用 所 取得 的 巨大 成 就 ,大 量 应 用 计算 机 所 收 到 的 效果 ,已 经 完全 簿 定 了 这 些 
形而上学 的 非常 有 害 的 错误 观点 ， 现 在 ， 这 种 争论 基本 上 没有 了 .控制 论 的 理论 和 方法 
已 被 大 量 地 应 用 到 经 济 管理 ,能 源 管理 ,生产 和 消费 的 自动 化 管理 ,交通 运输 自动 化 调度 ， 
银行 业务 、 人 事 档案 ,新 闻 和 情报 资料 的 自动 化 管理 等 等 方面 ,在 这 些 领 域 里 成 十 倍 \、 成 百 
倍 地 提高 了 管理 工作 的 效率 和 劳动 生产 率 ， 不 断 地 改变 着 社会 的 生产 方式 和 影响 着 社会 
的 生活 方式 。 另 一 方面 ,这 些 领 域 又 对 工程 控制 论 提供 了 新 的 内 容 , 提 出 了 新 的 理论 课题 
和 提供 了 更 多 的 实践 经 验 ， 

恩格斯 曾经 说 过 : 人 离开 狭义 的 动物 愈 远 ,就 愈 是 有 意识 的 自己 创造 自己 的 历史 ,不 
能 预见 的 作用 `\ 不 能 控制 的 力量 对 这 一 历史 的 作用 就 愈 小 ,历史 的 结果 和 预定 的 目的 就 愈 
加 符合 。 然 而 只 有 一 种 能 够 有 计划 的 生产 和 分 配 的 自觉 的 社会 生产 组 织 ， 才 能 在 社会 关 
系 方面 把 人 从 其 余 的 动物 中 提升 出 来 ，…… 历史 的 发 展 使 这 种 社会 生产 组 织 日 益 成 为 必 
要 ， 也 日 益 成 为 可 能 .一 个 新 的 历史 时 期 将 从 这 种 社会 组 织 开 始 ， 在 这 个 新 的 历史 时 期 
中 ,人 们 自身 以 及 他 们 的 活动 的 一 切 方面 ,包括 自然 科学 在 内 ,都 将 突飞猛进 ,使 已 往 的 一 
切 都 大 大 的 相形 见 纳 外, 我 们 现在 正 处 在 这 样 的 时 期 , 在 社会 主义 的 条 件 下 , 新 的 科学 技 
术 成 就 将 会 迅速 地 应 用 到 社会 生活 的 各 个 领域 , 对 提高 劳动 生产 率 , 加 速 工农 业 的 发 展 ， 
改善 人 民生 活 ,推动 整个 社会 的 发 展 都 会 有 积极 的 作用 ， 

美国 科学 家 维 纳 三 十 年 前 在 他 的 “控制 论 ” 书 中 曾 指出 控制 论 的 方法 有 可 能 用 到 生物 
学 系统 ， 但 他 怀疑 能 用 到 对 某 些 社会 规模 的 过 程 的 研究 和 控制 方面 去 9。 五 年 后 ， 他 在 
“控制 论 和 社会 ?一 蔬 中 不 仅 改变 了 这 一 看 法 ,甚至 认为 这 种 可 能 性 已 经 出 现 咯 ， 

按照 辩证 唯物 主义 的 基本 观点 ,世界 上 一 切 事物 的 发 生发 展 和 灭亡 都 是 一 种 物质 的 
运动 过 程 。 狭 义 的 工程 控制 论 是 研究 电 的 、 机 械 的 和 其 它 物理 过 程 的 运动 和 如 何 对 运动 
过 程 进行 控制 的 ， 同样， 在 其 它 领域 里 ， 如 经 济 发 展 、 人 口 发 展 ,社会 现象 以 至 心理 学 现 
象 、 人 类 的 思维 等 等 ,无 一 不 是 物质 运动 的 客观 过 程 或 这 种 运动 过 程 的 反映 。 确 确实 实地 
把 各 种 现象 都 看 成 是 某 种 运动 过 程 ,这 就 是 我 们 研究 问题 的 基本 出 发 点 ， 

一 切 经 济 过 程 , 社 会 过 程 \ 生 物 过 程 ,心理 过 程 以 及 思维 过 程 都 是 可 以 认识 的 ,可 以 描 
述 的 .观测 \ 辩 识 , 数 据 采集 和 集约 等 等 都 是 认识 客观 过 程 的 基本 方法 ,这 已 是 为 数 百 年 来 
的 客观 实践 所 证 明了 的 事实 , 不 必 多 说 ,然而 , 具体 地 .定量 地 描述 各 种 现象 的 运动 过 程 
却 是 现代 科学 技术 的 重要 特点 ， 特 别 是 成 为 工程 控制 论 能 够 应 用 到 狭义 的 工程 技术 以 处 
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的 其 它 领域 的 基础 、 随 着 科学 技术 的 发 展 ,人 们 能 够 定量 措 述 的 现象 愈 来 愈 多 ,而 且 对 完 
全 不 同性 质 的 过 程 的 定量 描述 方法 有 惊人 的 相似 性 .功能 模拟 和 定量 模拟 是 工程 控制 论 
中 最 有 成 效 的 定量 描述 过 程 的 方法 .为 了 分 析 、 预 报 和 控制 任何 过 程 的 发 展 ,需要 建立 数 
学 模型 ,这 个 模型 应 该 能 定量 地 描述 过 程 的 局 部 或 全 部 主要 特征 .列宁 说 过 ,自然 界 的 统 
一 性 表现 在 用 以 找 述 各 不 同 领域 中 各 种 现象 的 微分 方程 式 的 售 人 的 相似 性 。 因 此， 同一 
类 模型 既 可 描述 物理 运动 ， 又 可 以 措 述 经 济 过 程 和 社会 过 程 。 这 是 从 工程 控制 论 能 够 发 
展 到 经 济 控制 论 、 社 会 控制 论 , 生 物 控制 论 的 内 在 原因 . 

世界 上 各 种 过 程 的 发 展 ,很 多 是 可 以 由 人 来 控制 的 ,至 少 可 以 在 不 同 程度 上 对 发 展 的 
趋势 和 进程 施加 影响 ， 在 充分 了 解 了 过 程 的 运动 规律 以 后 ， 即 建立 了 比较 准确 的 数学 模 
型 以 后 ， 就 可 以 应 用 类 似 于 工程 控制 论 中 的 系统 设计 办 法 去 寻找 和 确定 能 达到 预期 目的 
的 控制 方案 。 当然, 各 个 领域 中 的 过 程 有 它 自己 的 特点 , 例如 本 章 介绍 的 关于 多 级 控制 、 
子 系统 的 划分 \ 分 散 控 制 和 多 指标 控制 等 等 都 从 不 同 角度 反映 了 某 些 大 系统 的 特点 ， 
上面 只 讲 到 了 问题 的 一 方面 , 即 共 性 方面 ， 为 了 实现 对 大 系统 的 自动 化 管理 和 控制 ， 
还 必须 具备 技术 条 件 或 者 叫 技 术 基础 。 从 五 十 年 代 到 现在 的 将 近 三 十 年 中 ， 自 动 化 技术 
有 了 飞速 的 发 展 ， 大 大 地 超出 了 当时 所 能 想到 的 程度 ， 这 里 特别 要 强调 的 是 计算 机 技术 
的 产生 和 发 展 ， 它 为 控制 论 的 思想 和 方法 进入 经 济 、 社 会 科学 领域 提供 了 坚实 的 物质 基 
础 。 回 忆 一 下 这 个 发 展 过 程 就 会 看 到 ,控制 论 的 产生 、 发 展 和 进入 其 它 领域 在 很 大 程度 上 
是 依赖 于 技术 科学 本 身 的 进步 .五 十 年 代 以 前 自动 化 的 楷模 是 伺服 机 构 和 其 它 自 动 跟踪 
或 自动 调节 系统 .五 十 年 代 出 现 了 用 计算 机 自动 控制 的 数控 机 床 ,现在 已 经 大 量 地 在 生产 
线 上 工作 ;六 十 年 代 人 们 掌握 了 计算 机 辅助 设计 和 可 变 程 序 计算 机 辅助 加 工 技术 ,使 生产 
过 程 自 动 化 的 程度 大 大 向 前 迈进 了 一 步 , 劳动 生产 率 提高 了 数 十 倍 ; 六 十 年 代 末 , 用 计算 
机 控制 的 有 六 个 自由 度 的 工业 机 器 人 《Robot) 开始 投入 使 用 ,使 电焊 ,表面 涂 复 , 组 件 装 
配 , 产品 检验 , 装 料 务 料 等 等 许多 生产 过 程 实现 了 自动 化 。 现 在 ,正在 设计 全 部 用 计算 机 
控制 和 操作 的 生产 厂 , 作 十 个 人 的 工作 小 组 即 可 代替 750 人 的 劳动 :%， 另 一 方面 ,从 1956 
年 到 1963 年 为 计算 机 研制 出 了 大 存 贮 容量 的 磁盘 和 可 更 换 磁 盘 组 以 后 ,计算 机 的 中 间 存 
怒 能 力 达 到 几 十 亿 个 字 , 可 以 存 进 和 快速 取出 巨大 批量 的 文件 和 数据 资源 ,于 是 ,实现 了 
情报 资料 自动 化 管理 , 大 型 仓库 的 自动 管理 , 整个 部 门 的 人 事 档 案 自动 化 管理 , 其 至 地 区 
银行 业务 的 自动 化 管理 等 等 。 1965 年 发 明 集 成 电路 以 后 , 随 着 集成 度 的 迅速 提高 , 计算 
机 的 运算 速度 也 从 每 秒 几 十 万 次 逐步 提高 到 每 秘 数 百 万 次 , 数 千 万 次 ,甚至 已 超过 每 秒 1 
亿 次 ,这 样 的 计算 机 能 够 实时 地 处 理 大 批量 数据 ,给 实时 控制 复杂 的 物理 过 程 提供 了 物质 
条 件 ， 后来， 人 们 又 把 分 散在 不 同 地 区 ,甚至 相 虫 数 千 公里 的 计算 机 用 通信 线路 联结 起 
来 ,构成 计算 机 网 络 ,网 络 中 的 每 一 台 计 算 机 (用 户 ) 都 可 以 分 享 并 随时 调用 其 它 计算 机 中 
齿 贮 的 情报 资料 和 数据 资源 。 这 样 ， 就 可 能 用 计算 机 网 络 去 管理 和 控制 更 大 的 系统 和 更 
快 的 物理 过 程 。 例 如, 全国 各 类 产品 的 日 产量 统计 和 管理 自动 化 ,市 场 供销 情况 精密 统计 
和 物资 (商品 ) 的 调度 管理 ， 宇 宙 飞 行 器 的 全 球 女 踪 、 监 视 、 痪 测 数 据 自 动 化 处 理 和 连续 控 
制 等 等 ， 所 有 此 类 能 够 在 大 范围 内 采集 数据 , 处 理 数据 , 分 析 情 况 , 从 而 进行 指挥 管理 和 
控制 的 系统 ,人 们 现在 统称 为 大 系统 ， . 

我 们 看 到 ， 所 谓 大 系统 的 出 现 是 与 计算 技术 的 飞速 发 展 联系 在 一 起 的 。 当 计算 机 大 
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量 应 用 以 前 ,大 系统 这 个 概念 已 经 存在 了 很 长 时 间 , 然 而 ,能 够 对 大 系统 进行 实时 的 ,不 间 
断 的 、 自 动 化 的 监视 和 控制 则 只 有 计算 技术 发 展 到 一 定 程度 才 有 可 能 ， 

现在 ,世界 上 已 经 有 很 多 的 相当 复杂 的 大 系统 ,在 计算 机 或 计算 机 网 络 的 控制 下 有 成 
效 地 工作 了 多 年 ,人 们 已 经 积累 了 相当 多 的 实践 经 验 和 知识 .然而 ,作为 大 系统 的 专门 理 
论 ,研究 的 还 很 不 够 ， 尽管 近 十 年 来 有 很 多 人 在 致力 于 研究 这 一 问题 ,至 今 还 不 能 说 这 种 
系统 的 理论 已 经 建立 。 关 于 什么 是 大 系统 的 理论 ,现在 还 有 不 少 的 争论 .但 是 ,可 以 肯 
地 说 ,工程 控制 论 的 理论 和 方法 已 经 被 应 用 到 大 系统 中 去 ,而 且 取 得 了 一 定 的 成 就 。 针 对 
大 系统 的 特点 去 建立 新 的 理论 的 努力 也 许 不 久 就 能 够 成 功 . 

本 章 的 目的 自然 不 是 去 介绍 尚 不 完全 存在 的 大 系统 理论 ， 而 是 讨论 大 系统 的 主要 特 
点 ,进而 举例 说 明 工 程控 制 论 的 理论 和 方法 在 大 系统 中 运用 的 可 能 性 。 同 时 ， 我 们 还 将 用 
几 个 典型 理论 问题 去 说 明 大 系统 中 有 待 研究 的 一 些 课题 . 

大 系统 是 系统 工程 的 一 个 组 成 部 分 。 正 如 在 文献 [2] 中 指出 的 那样 ,系统 工程 还 要 用 
到 “事理 ?学 的 理论 ,如 规划 论 \ 大 系统 理论 ,运筹 学 、 博 奕 论 , 决 策 论 、 排 队 论 等 等 。 而 大 系 
统 的 理论 和 实践 则 是 研究 和 解决 系统 工程 中 关于 事物 发 展 过 程 的 定量 措 述 、 模 拟 \ 预 测 和 
控制 的 那 一 部 分 问题 ,包括 定 态 和 动态 过 程控 制 在 内 .我 们 深信 ,这 种 大 致 的 区 分 不 仅 为 
本 章 的 叙述 确定 了 范围 ， 而 且 对 证 清 至 今 仍然 含混 不 清 的 专题 划分 范围 也 大 有 好 处 ， 因 
为 从 纷 终 的 泛 谈 过 流 到 明确 的 命题 是 发 展 任何 一 个 专门 理论 的 先决 条 件 。 
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在 大 系 绕 和 一 般 的 系统 之 闻 党 党 很 难 划 出 一 条 产 格 的 界线 . .通常 把 下 列 问题 列 人 大 
系统 的 范围 而 加 以 研究 

(1) 大 电力 网 : 对 各 地 区 ,企业 的 电力 消费 和 负载 特性 ,各 发 电厂 的 机 组 负荷 ,线路 
特性 等 实时 的 汇集 数据 ,分 析 情 况 , 从 而 进行 实时 的 指挥 调度 ， 

(2) 大 的 交通 运输 网 的 自动 化 管理 和 调度 : 在 分 析 实时 数据 的 基础 上 达到 高 效率 
低 消耗 ,特别 是 对 同类 资源 (多 供应 点 ) 实 行 多 用 户 之 间 的 合理 调配 . 

(3) 工业 区 和 六 城 市 郊区 的 公路 网 上 的 交通 信号 管制 ， 地 下 铁道 检票 系统 ， Бы 
度 的 实时 分 析 和 车 辆 调度 。 

(4) 全 国 或 地 区 性 的 商品 供销 量 的 实时 监督 和 分 类 调度 . 

(5) 银行 业务 管理 :货币 的 发 放 和 回 徐 , 储 蓄 业 务 的 存 取 自动 化 管理 . 

(6) 大 企业 和 部 门 的 人 事 自动 化 管理 : 包括 人 事 档 案 管理 自动 化 ,职工 每 日 出 勤 记 
录 和 总 出 勤 率 的 自动 化 统计 分 析 等 . 

(7) 大 的 计算 机 网 络 管理 : 点 对 点 之 间 的 数据 资源 调度 和 传输 . 

(8) ”复杂 的 生产 过 程 的 自动 化 管理 和 控制 :如 炼油 厂 , 炼 铁 和 轧钢 厂 ,化 肥 厂 等 . 

(9) 生态 系统 和 环境 污染 的 分 析 \ 管 理 和 控制 . 

(10) 动物 的 神经 系统 ， 

(11) ”和 人口 的 发 展 计 划 和 控制 ,人 口 长 期 预报 . 

(12) 空间 飞行 器 的 发 射 \ 跟 踪 和 指挥 控制 ;复杂 的 武器 系统 等 等 . 


850 第 二 十 一 章 х 系统 


以 上 这 些 不 同类 型 的 实际 问题 , 多 数 是 大 范围 内 的 问题 , 即 从 地 理 上 看 , 需要 从 各 地 
区 各 部 门 采 集 数 据 , 经 加 工 处 理 后 ,由 某 些 级 别 的 机 关 ( 控 制 中 心 ) 进 行 分 析 和 作出 决定 ， 
然后 返回 到 这 些 地 区 和 部 门 去 执行 (反馈 )。 但 是 , 地理 上 的 分 布 不 是 大 系统 的 决定 柱 的 
特征 。 例 如 一 个 复杂 的 战略 防御 系统 3 的 战术 单位 ， 用 数 人 台大 型 计算 机 联合 控制 预警 雷 
达 , 精密 相 控 阵 雷达 , 导弹 发 射 和 引导 , 模拟 训练 等 等 。 这 样 的 系统 具有 多 级 控制 结构 的 
特点 , 它 实 时 控制 六 个 子 系 统 , 软 件 指令 有 735,000 条 , 它 有 六 个 支援 子 系统 ,含有 软件 指 
令 580.000 条 ,还 有 六 方面 的 调试 维护 系统 , 含 软件 指令 830,000 条 . 整个 系统 的 控制 、 支 
援 、 维 护 使 用 都 用 计算 机 实现 了 自动 化 ， 整 个 系统 的 软件 规模 超过 200 万 条 指令 、 这 样 
一 个 设备 多 ,任务 过 程 复杂 的 单一 的 战术 单位 也 具有 大 系统 的 特点 . 

从 工程 控制 论 的 观点 去 研究 大 系统 的 特点 ,可 以 概括 为 三 点 : 信息 的 采集 和 处 理 , 系 
绕 的 多 级 结构 模型 和 集中 与 分 散 的 控 币 方式 ， 下 面 分 别 讨论 这 三 个 共 性 问题 . 

首先 ， 一 个 大 系统 通常 要 有 能 力 连续 采集 、 存 贮 和 处 理 大 批量 、 多 来 源 的 各 类 数据 . 
系统 越 大 ,数据 来 源 就 越 多 。 例 如 ,一 个 经 济 管理 系统 应 该 能 接受 地 区 ,工厂 ,矿山 ,仓库 、 
物资 运输 等 方面 的 实时 数据 报告 ,必要 时 能 调用 主要 企业 的 全 部 生产 过 程 的 情况 和 数据 . 
信息 的 来 源 也 是 各 式 各 样 的 ,有 的 是 来 自 直接 安装 在 生产 线 上 的 传感器 和 测量 装置 ;有 的 
是 经 过 汇集 和 压缩 了 的 表 报 ;有 的 可 能 是 描述 性 的 文字 情况 报告 等 等 .如果 在 一 个 普通 的 
控制 系统 中 ,信息 的 传输 只 需要 少量 的 单一 讯 道 ， 那 么 在 大 系统 中 则 往往 需要 一 整套 通 
讯 网 络 ， 另 一 方面 ,不 是 所 有 的 数据 都 是 同等 重要 的 ,因而 大 系统 应 该 有 数据 分 类 和 重要 
信息 抽取 的 功能 .各 类 数据 由 于 来 源 不 同和 传输 过 程 ( 讯 道 ) 的 不 同 而 含有 噪音 甚至 不 可 
避免 的 错误 ,所 以 大 系统 的 数据 处 理 设备 还 应 具备 信息 辨识 和 滤波 处 理 的 功能 .总 之 , 具 
有 信息 采集 ,辨识 ,分 类 、 存 贮 \, 传 输 和 抽取 等 功能 是 大 系统 的 一 个 显著 特点 ， 这 种 功能 是 
由 通讯 网 络 和 计算 机 网 络 来 实现 的 . , 

大 系统 的 第 二 个 特点 是 它 的 多 级 结构 模型 ， 无 论 是 经 济 管理 系统 或 交通 运输 网 的 调 
度 指挥 等 , 由 于 所 属 基层 单位 太 多 , 这 些 基 层 单位 的 任务 、 产 品 、 组 织 结构 又 千差万别 , 它 
们 所 提供 的 情报 数据 性 质 也 不 同 ， 完 全 由 一 个 控制 中 心 实行 集中 控制 往往 是 不 可 能 的 . 
整个 社会 经 济 发 展 的 历史 也 形成 了 多 级 管理 的 传统 结构 ， 离 基层 单位 近 的 上 面 的 层次 或 
级 别 是 该 单位 的 直接 控制 中 心 ， 只 管理 或 控制 隶属 于 它 的 一 批 基 层 单 位 的 过 程 并 同时 采 
集 数 据 ; 再 上 一 级 可 能 是 负责 协调 各 地 区 或 各 类 企业 之 间 的 相互 关系 :最 上 一 级 负责 制定 
总 任务 计划 和 总 指标 任何 上 面 一 级 都 有 可 能 从 所 属 基层 或 所 属 各 级 控制 中 心 抽取 数据 
或 向 它们 发 出 信号 .这 种 多 级 结构 的 原理 示 于 图 21.2-1 中 .显然 ， 变 量 的 数目 很 多 ( 受 
控 量 和 各 种 控制 量 或 指令 ) 是 大 系统 的 标志 之 一 ， 实 际 上 ， 多 级 结构 〈 也 有 人 也 多 层 结 
э) 和 多 变量 总 是 紧密 地 联 在 一 起 ， 只 有 在 变量 非常 多 的 条 件 下 才能 有 真正 的 多 级 结 
№. 在 自然 界 中 的 长 期 进化 过 程 中 ,自然 形成 的 生物 神经 系统 是 多 变量 ,多 级 结构 的 一 种 
典型 2. 疹 椎 动物 的 神经 系统 是 由 高 级 中 枢 一 一 大 脑 皮层 控制 的 ,而 低级 中 枢 ЖЕНЕ 
ЗЕ АНЫ АЕ НЕ САГИ. ЕКЕН) Л.И, РИН 
下 还 有 更 细 的 划分 ， 所以， 多 级 控制 和 多 变量 的 结构 形式 反映 了 客观 存在 着 的 一 些 大 系 


1) 参看 第 十 七 章 参 考 文献 [13] . 
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来 自 最 高 级 的 任务 计划 


图 21.2-1 


统 的 真实 特点 ， 1 

从 结构 观点 来 描述 ,还 可 以 指出 一 类 系统 , 它 的 多 层次 结构 不 是 建筑 在 制定 和 执行 命 
令 的 关系 上 ,而 是 每 一 级 都 在 某 种 程度 上 受 上 一 级 所 协调 或 调节 ， 也 就 是 说 ,各 级 之 间 的 
关系 可 能 是 很 松散 的 ， 甚 至 还 存在 某 些 不 确定 性 .这 一 类 可 以 叫 作 多 级 协调 系统 ， 如 图 
21.2~2 所 示 ， 这 样 的 大 系统 可 看 成 是 由 很 多 小 系统 联合 起 来 的 ,一 方面 ,每 一 个 小 系统 能 


图 21.2-2 


独立 工作 , 另 一 方面 , 它 又 受到 相 邻 过程 和 协调 级 的 影响 与 制约 , 这 反映 了 某 些 大 系统 的 
动态 结构 特点 。 | 

大 系统 的 第 三 个 , 也 是 最 重要 的 一 个 特点 , 是 控制 .反馈 等 过 程 模型 的 复杂 性 ， 构 成 
大 系统 的 基本 单位 中 的 过 程 是 各 式 各 样 的 ,有 的 往往 不 是 一 种 简单 的 力学 运动 ,电磁 运动 
等 ， 例 如 , 一 个 商店 对 某 一 种 日 用 商品 的 销售 过 程 , 就 不 能 用 某 一 微分 方程 的 解 来 描述 ， 
倒 更 象 一 个 随机 过 程 、 用 什么 数学 形式 来 定量 措 述 大 系统 诸 变 量 的 变化 规律 是 研究 大 系 
统 中 最 困难 的 一 件 事 , 则 做 过 程 模型 化 ， 为 了 较 确切 地 反映 客观 过 程 的 定量 性 质 ,不 得 不 
采用 各 种 数学 工具 党 微分 方程 , 偏 微分 方程 \ 代 数 方程 、 逻辑 代数 方程 、 随机 过 程 等 等 ; 
有 时 还 要 借助 于 计算 机 的 高 级 对 话语 言 作文 字 性 描述 。 然 而 ,在 多 数 情 况 下 人 们 总 希望 
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能 找到 一 种 工具 ,至少 从 统计 意义 上 能 够 预报 过 程 的 发 展 . 

过 程 模型 可 分 为 外 模型 和 内 模型 两 种 ， 外 模型 是 指 用 统计 的 方法 找到 某 些 变量 与 控 
制作 用 之 间 的 统计 意义 上 的 定量 关系 ,而 不 是 去 研究 它 的 内 部 的 精确 结构 。 相反, 精细 地 
去 分 析 大 系统 的 每 一 组 成 部 分 的 动态 和 静态 模型 ,然后 把 这 些 模型 联 立 起 来 ,用 状态 空间 
的 概念 和 方法 去 描述 整个 系统 ,这 样 得 到 的 状态 方程 组 叫 作 系统 的 内 模型 ,或 者 叫 作 内 描 
述 ， 一 般 来 讲 , 内 模型 比 外 模型 精密 些 ， 但 是 ,对 有 些 过 程 要 得 到 它 的 精确 的 内 模型 是 不 
可 能 的 .这 时 只 好 满足 于 易于 得 到 的 外 模型 了 . 

在 大 系统 的 动态 模型 中 ,控制 作用 往往 不 是 发 自 单一 的 控制 中 心 ,而 是 有 很 多 个 节点 
能 发 出 控制 或 调节 信号 ,这 叫做 控制 作用 的 分 散 性 ， 小 型 计算 机 的 大 量 采 用 ,特别 是 微型 
机 的 出 现 和 推广 ,分 散 控制 方式 将 逐步 成 为 大 系统 的 主要 工作 方式 ， 所 谓 分 散 控制 ,主要 
的 是 指 每 一 个 控制 节点 不 能 同时 得 到 全 系统 各 个 环节 上 的 状态 信息 ， 而 只 能 根据 该 节点 
所 能 够 得 到 的 局 部 信息 和 上 一 级 的 协调 信息 来 形成 控制 信号 ， 这 就 可 能 出 现 一 种 常见 的 
总 体 和 局 部 的 矛盾 : 某 一 种 控制 作用 对 一 个 局 部 是 好 的 ， 而 从 全 局 来 看 可 能 是 不 好 的 其 
至 是 不 能 允许 的 。 如 果 没 有 正确 的 全 局 性 协调 ,例如 对 图 21.2-2 中 所 示 的 系统 ,无 论 每 一 
级 的 控制 如 何 好 , 全 局 性 能 可 能 是 很 不 好 的 , 甚至 有 可 能 不 稳定 。 于 是 , 大 系统 中 的 分 散 
控制 给 系统 设计 蒂 来 了 新 的 问题 . 有 人 针对 这 种 控制 的 分 获 竹 提出 了 一 些 新 的 理论 ， 以 
后 几 节 中 我 们 将 作 较 详细 的 介绍 . 

下 面 我 们 先 介绍 几 个 具有 代表 性 的 例 于 ,通过 这 些 例子 ,将 会 看 到 大 系统 的 这 些 基本 
特征 和 研究 问题 的 方法 
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世界 人 口 的 迅速 增长 ,已 引起 各 国人 民 的 严重 注意 ， 只 要 指出 下 列 数字 ,就 足以 使 人 
们 相信 研究 人 口 控制 问题 的 迫切 性 。1830 年 全 世界 人 口 总 数 约 为 10 亿 , 1930 年 左右 为 
20 亿 , 1960 年 左右 为 30 亿 , 而 1977 年 已 达 40 亿 . 人 类 在 地 球 上 生存 了 几 万 年 到 1830 
年 才 繁殖 了 10 亿 人 口 ,而 从 10 亿 增 加 到 20 亿 花 了 100 年 时 间 , 第 三 个 10 亿 却 只 北 了 30 
年 ,而 第 四 个 10 亿 仅 费 了 17 年 。 如 果 以 这 样 越 来 越 快 的 速度 发 展 下 去 ,人 类 很 快 就 会 感 
.到 地 球 太 小 而 无 处 容 身 了 .中 国 的 人 口 问题 也 同样 引起 了 全 国人 民 的 重视 .各 级 政府 都 在 
努力 控制 人 口 的 增长 ,以 使 我 国人 口 最 终 能 稳定 在 一 个 适当 的 范围 内 ,让 子孙 后 代 能 够 幸 
福地 生活 。 然 而 人 口 过 程 是 一 个 很 慢 的 过 程 , 它 的 “时 间 常 数 ” 等 于 几 十 年 ， 为 了 使 人 口 
有 计划 地 过 渡 到 某 一 理想 状态 ， 须 经 过 上 百年 甚至 150 年 以 上 的 努力 才能 达到 目标 。 这 
就 要 求 我 们 精确 研究 人 口 发 展 过 程 的 特点 . 近 几 十 年 米 科 学 家 们 发 现 ， 人 口 过 程 的 发 展 
和 控制 是 控制 论 科学 中 的 典型 命题 之 一 。 

过 去 人 们 常 把 人 口 问 题 看 成 是 属于 纯 社会 科学 范 此 内 的 一 门 科学 。 从 而 把 人 口 学 限 
制 在 定性 描述 范围 内 ,把 它 看 作 政 治理 论 研究 的 对 象 ， 本 世纪 以 来 ,尤其 是 第 二 次 世界 大 
战 以 后 ,定量 人 口 学 的 研究 得 到 了 迅速 的 发 展 ， 大 多 数 大 口 学 家 逐步 认识 到 ， 在 一 个 比 
较 安定 的 社会 中 (国家 、 省 ,市 或 地 区 ), 人 口 发 展 过 程 是 一 个 真正 的 动态 过 程 , 能 够 用 微 
分 方程 或 差分 方程 加 以 准确 地 描述 ， 与 一 般 物 理 过 程 不 同 的 是 ， 人 口 发展 过 程 作 为 客观 
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存在 的 一 种 动态 过 程 的 同时 , 它 的 确 又 是 一 种 真正 的 社会 现象 ,因而 它 又 属于 社会 科学 的 
范畴 ， 从 这 个 意义 上 说 ,人 口 发 展 过 程 具有 明显 的 二 重 人 性 ， 几 十 年 的 科学 研究 实践 表明 ， 
人 口 问题 的 研究 既是 社会 科学 的 研究 对 象 ， 同 时 也 已 经 成 为 自然 科学 的 重要 研究 领域 之 
一 。 在 这 里 ,自然 科学 和 社会 科学 的 结合 能 显示 出 巨大 的 力量 ,能 够 把 人 口 学 的 研究 建立 
在 严谨 的 自然 科学 基础 之 上 ,成 为 定量 的 科学 ， 

在 现代 社会 中 ， 人 口 间 题 的 研究 具有 紧迫 的 现实 意义 .对 我 国 这 一 问题 正在 引起 全 
国人 民 的 注意 ， 建立 完整 的 人 口 理 论 不 仅 具 有 学 本 上 的 意义 ， 同 时 对 我 们 的 社会 主义 建 _ 
设 和 规划 也 是 非常 必要 的 . 本 节 的 是 的 是 介绍 现代 人 口 定 量 理论 的 主要 内 容 ， 而 不 是 讨 
论 纯 属 于 社会 科学 范畴 内 的 命题 , 如 入 口 地 理学 ,人 口 历 史学 , 人 口 经 济 学 等 等 ， 外 国人 
口 学 家 普遍 认为 马尔 萨 斯 (Malthus) 是 人 类 历史 上 第 一 个 提出 定量 研究 人 口 发 展 过 程 的 
А. 实际 上 真正 的 定量 人 口 理 论 出 现 于 1945 年 , 即 所 谓 勒 斯 里 离散 模型 《Leslie Мода), 
这 种 离散 人 口 发 展 方程 至 今 还 被 广泛 地 应 用 于 人 口 预测 和 人 口 统 计 学 中 。 七 十 年 代 又 出 
现 了 连续 人 口 发 展 模型 3 名, 它 包含 了 勒 斯 里 离散 模型 ， 同 时 更 便于 对 人 口 发 展 过 程 进 
‚ 行 理论 分 析 . 

我 们 将 证 明 , 人 口 发 展 过 程 可 以 由 一 个 带 有 正 反馈 的 强 阻 尼 闭 合 系统 来 描述 ,因而 可 
以 用 控制 论 的 方法 去 研究 人 口 预 测 、 人 口 过 程控 制 等 定量 人 口 学 中 的 中 心 命题 ? 吕 。 如 
果 把 一 个 社会 的 人 口 全 体 看 成 是 一 个 系统 ,把 人 口 的 年 龄 密度 看 成 是 系统 的 状态 ,那么 状 
态 的 变化 依赖 于 三 个 主要 因素 : 人 口 的 死亡 ， 再 生产 和 时 间 的 流逝 .移民 是 造成 人 口 状 
态 变化 的 第 四 个 因素 .但 对 于 一 个 比较 封闭 的 社会 ,或 者 对 于 一 个 大 国 ,移民 引起 的 变化 
常常 是 微小 的 . 所 以 ,至少 对 于 我 们 这 样 的 国家 范围 来 说 这 第 四 个 因素 是 不 足 道 的 . 

$: 表示 时 间 ，, * 表示 年 龄 。 定 义 函 数 F(r, 2), 表示 :时刻 社会 人 口中 一 - 切 年 龄 小 
于 > 的 人 口 总 数 ， 显 然 ，F(0, г) = 0, F 是 7 的 递增 函数 。 当 社会 人 口 总 数 足够 大 时 ， 
可 以 假定 F(r+, 六 是 各 自 变 量 的 连续 函数 并 且 是 足够 光滑 的 。 记 rw 是 社会 人 口中 所 能 活 
到 的 最 大 年 龄 ,那么 有 

F(%0,1) = F(r,, 1) == №№), (21.3-1) 


мо) 是 * 时 刻 人 口 总 数 ， 我 们 称 ЕО 一 PCr， 六 为 时刻 社会 人 口 的 年 秦 分 布 密 
度 ,于 是 

Flr, 1) = | pCp, д8р, (21.3-2) 
记 M(r, днд 为 在 年 龄 区 间 (>, + + Ar) 和 时 间 间 隔 (1 十 д) 内 社会 人 口 死亡 总 
数 ,定义 


M(r, А+ _ М(ғ, ғ) 
A(r, 1) 一 СУ (в. (21.3-3) 
为 死亡 率 函 数 , 即 年 龄 在 (>,r А’) 之 间 在 单位 时 间 内 的 死亡 人 数 和 生存 人 数 的 比值 。 
在 + 时 刻 处 于 年 龄 间隔 (+, г де) 中 的 人 数 为 plr, Ах. 过 了 дг НЕА, 这 
些 人 一 部 分 生存 到 :十 Az 时 刻 , 另 一 部 分 死去 ,注意 到 Ar 和 Ax 的 增长 速度 是 相同 的 ， 
不 难 推 知 下 列 等 式 成 立 


854 第 二 十 一 章 大 系统 


tp(r 十 Ar, г + ADAr — Р.А! = — plr, Dplr, DAAr, 
当 At 一 Ar 一 0 时 ， ВАЗ ВОт 


Р + ӘР = — иб, кур. (21.3-4) 
a Or 


这 是 一 个 一 阶 线性 偏 微分 方程 式 ， 再 设 当 * = 0 时 社会 初始 人 口 年 龄 密度 为 pCy, 0) = 
一 fo(r)3 用 op( 表示 > 上 时刻 人 口 出 生 率 , 即 单位 时 间 内 出 生 的 婴儿 总 数 ,那么 有 
2(0, 2) = pO), (21.3-5) 
如 果 再 考虑 到 移民 对 人 口 年 龄 密度 发 生 的 影响 , 用 H+, ?) 表示 年 龄 为 > 的 移民 率 , 上 面 
几 个 公式 联合 起 来 就 构成 一 个 完整 的 人 口 发 展 方程 和 相应 的 边界 条 件 ; 


9 0 
ор + ор 一 — (ғ, p+ flr, 四 ， 
д; Or 


Plr, 0) = ро), рС0,2) = ФСФ), (21.3-6) 
从 上 式 可 看 出 , 当 死亡 率 函 数 (+, 1), 移民 率 f(r , 1) 和 初始 条 件 和 (y) 为 已 知 时 , 通过 
控制 婴儿 出 生 率 g(z) 即 可 控制 人 口 状 态 pCr, г) 的 发 展 过 程 ， 
上 式 是 带 有 边界 控制 的 开 环 系统 ， 现 在 我 们 再 研究 一 下 婴儿 出 生 率 与 人 口 年 龄 密度 
的 关系 . 为 此 引进 女性 比例 函数 K(r, г), ВП 上 时 刻 社会 中 女性 人 口 占 同龄 人 口 的 比例 ， 
那么 全 社会 女性 人 口 的 年 龄 分 布 密度 是 天 (>, plr,:)。 再 设 妇 女 的 育龄 区 间 是 [ri, +2]， 
Я Кь, 2) 表示 在 上 时 刻 年龄 为 7 岁 的 妇女 中 单位 时 间 内 生育 婴儿 的 比例 ， 于 是 ,整个 社 
会 中 新 生 婴 儿 的 出 生 率 可 以 表达 为 
(к) == к, DICr, ОРС, Dar 一 |" KCrs 216, plrs Ват, (213-7) 
ХЕ Кг, ) 称 为 妇女 生育 比例 函数 。 为 了 把 上 式 化 成 更 合理 的 形式 , 记 | 
ЛӨ) = (70, 2adr, АС, 2) = С а), 


因而 . 
lr, 1) = PGA, 2), (21.3-8) 
К (г, #) 称 为 规范 化 了 的 生育 模式 ,因为 
| hr ба» 一 1; (213-9) 


而 8() 称 为 妇女 平均 生育 率 . 现 将 式 (21.3-6) 和 (21.3-7) 联合 起 来 ,并 用 САС, ғ) 
代替 Кг, 0), 各 得 到 “闭合 的 人 口 系统 发 展 方 各 


Op 1 Әр _ 
д; + 8 д; Alr, р + Кь, 1), 


vO = рб, 0 = pO КС, Ки, Ор, дд», 
plr, 0) = росе). (21.3-10) 
易 知 ， 上 列 第 二 个 等 式 是 对 人 口 系统 的 正 反 馈 。 一 旦 方程 式 中 的 各 函数 и, е, К, А, 
ро 被 确定 以 后 , pC, 1) 就 叭 一 被 确定 ， 利 用 这 一 点 可 以 解决 人 口 预 测 问 题 和 对 人 口 统计 
数据 的 处 理 ， 因 此 , 我 们 称 (21.3-10) 为 人 口 发 展 方程 . 
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为 了 计算 机 处 理 的 方便 , 还 可 以 将 式 (21.3-10) 离散 化 。 取 年 龄 间隔 为 一 岁 , 时 间 间 
隔 为 一 年 ,定义 


tl , 
0) = | РО ат, = 0, 1, 2,5-0. т 1, (21.3-11) 


gC) = Г. p(r)dr， (21.3-12) 


xil?) 是 上 时刻 年 龄 满 i 周岁 但 不 满 i 十 1 ВОЛ К, ФС) Я г 时刻 以 前 的 年 度 内 出 
生 的 婴儿 数 ， 如 果 用 гоог) 表示 婴儿 死亡 率 , 则 所 有 生 下 来 的 新 生 婴 儿 能 活 到 * 时 刻 (而 : 
不 满 周 岁 ) 的 总 数 为 

хобг) = (1 一 pm) SO. (21.3-13》 
注意 到 人 口 发 展 方程 中 ”和 * 这 两 个 变量 总 有 dr/dt 一 1, 不 难得 到 下 列 近 似 等 式 ; 

plr Аг; + AD— рб, 2) == — и(ь, plr, At Кь, В As, 
设 ul+, ) 是 连续 函数 , 则 有 
не Dplr, Dar = и(?, г)х, (2), = 1,2, т — 1, 
ЖИНРЕС,: + П 为 某 一 中 值 ， 令 А: 一 Ar 一 1 年 ,近似 地 可 以 写 
uC = (9, да = pF Ar = (7 plr, Dar, 


шб) Ж # 以 前 一 年 中 i 岁 人 口 组 的 年 度 平均 死亡 率 . 用 类 似 的 方法 还 可 以 把 K(x, р), 
ВС, 2), 8(z) 都 换 成 年 度 平均 值 ,人 口 发 展 方程 (21.3-10) 就 变 为 一 个 离散 方程 组 
ха + 1) (1 (0) ) КВ + Ьб), 1" 0,1,2,::-, т — |, 
хоб) = (1 — ра(2))Ф(0), 


Ф) = о КЬ. (213-14) 


іт 


这 个 方程 组 早 于 1945 年 由 Lestiec 得 到 ,所 以 常 称 为 Leslie 人 口 发 展 模型 ， 与 式 (21.3-10) 
比较 ,可 清楚 地 看 出 , ВС 是 以 双 线 性 形式 出 现 的 正 反馈 增益 系数 ， 从 式 (21.3-14) 又 可 
以 看 到 , 当 В 一 0 时 ， 


во = ные, 10,1, т 1, (21.3-15) 


称 为 前 向 按 龄 死亡 率 ， 这 是 为 了 区 别 在 人 口 统 计 学 中 常用 的 另外 两 种 关于 死亡 率 的 定 
Х: 


| 二 А;—1 (2 一 1) — х) 
1+) О 


кре 60) ыж 1) (21.3-16) 
РИСО) + хе + р) 


1:2) 称 为 后 向 按 龄 死亡 率 ， 而 5:2) 叫做 年 中 按 龄 死亡 率 。 容易 证 明 三 者 之 间 有 下 列 关 
Ж: 


1331 (е) 


i == 3 
00 1 十 1-е) 
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pr 


(= Рае 了 1.3- 
00 па (р) 十 во” (213 17) 
1=0, 1,2, т — 1. 
值得 注意 的 是 ,在 离散 型 人 口 发 展 方程 中 , 所 需要 是 前 向 死亡 率 pz) 而 不 是 其 它 种 定义 


ВУ т.г) 8 5:00). 

上 面 已 经 指出 过 , рог) 或 x:(0) ЖАНА (年 代 ) 的 人 口 密度 分 布 ,可 以 根据 人 已 
普查 的 统计 数据 得 到 . 女性 比例 函数 (r+, 1) 或 Ki(z) 和 生育 模式 h(y, г) ЕЎ А0) 也 可 
以 根据 统计 数据 加 工 而 得 到 ， 根 据 世 界 各 国人 口 统计 资料 以 及 我 国 部 分 地 区 的 资料 可 以 
发 现 ,生育 模式 Ar， 或 hi(z) 可 以 相当 准确 地 用 2 АВЕО: 


0 1 7—10) 
7—3 


1 2 е 
0н) 
АС, 2) 一 2 7 (2) 


0 ， Art) 


式 中 ri(z) 是 * 年 代 社 会 妇女 的 最 小 婚 育 年 龄 по) 是 某 一 正 数 (不 必 为 整数 ), 它 由 生育 
模式 的 峰值 年 龄 raax(2) 决定 。 不 难 算出 Се, р) 当 上 固定 时 的 极 值 

Раз (В) 一 162) + nl) — 2. (21.3-19) 
只 要 估算 出 * 时 刻 的 妇女 生育 年 龄 下 界 ”42 和 峰值 年 龄 rmaxC#) 即 可 唯一 确定 h(r, 7)， 
离散 方程 中 的 生育 模式 h(z) 可 以 由 式 (21.3-18) 的 离散 值 算出 ， 典 型 的 plr, 门 ，F(r， 


,+> т(2) (21.3-18) 


有 和 Ar г) 曲线 见 图 21.3-1， 图 21.3-2 是 中 国 1978 年 人 口 年 龄 密度 分 布 曲 线 图 Zr， 


1978). 


© 
к 


图 21.31 


对 于 研究 象 中 国 这 样 大 国 的 人 口 发 展 情况 ， 可 以 认为 移民 项 Kr, 7) 或 К) 所 起 的 
作用 很 小 , 赦 可 以 忽略 不 计 。 在 作 人 口 发 展 预测 时 ,只 需 对 方程 式 内 各 种 函数 作 合理 的 假 
定 ,就 可 以 用 计算 机 进行 横 拟 计算 . 

在 人 口 学 中 引进 很 多 人 口 综合 指数 ， 用 以 形象 地 描述 一 个 社会 的 人 口 分 布 情况 ， 例 
如 社会 人 口 平均 年 龄 4， 
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Plr, 1978) 
(万 ) 


3хІо 
2х10' 


1х10' 


图 21.3-2 


| reCr， 4’ 


Аб) = , 
| plr, Dar 


(21.3-20) 


而 :年 代 新 生 婴 儿 的 平均 期 望 寿命 为 “ | 
5, = м ee yy 2. уг (ми 22 *.), (21.3-21) 


社会 人 口 老 化 指数 则 定义 为 平均 年 龄 4 和 平均 期 望 寿 命 % 的 比值 


= 40), _ 
(Е) 500) ; (21.3-22) 


社会 人 口 纯 再 生产 率 Ruz) ( 即 平均 每 个 女性 人 口 所 生育 的 女性 后 代 的 人 数 ) 的 表达 式 为 
RD = КО, |" К, ОБ, ро, Ба 


= В(0)К о) Ук Сг), (в)е -家 oo юр (21.3-23) 


另外 ， 平均 两 代 妇 女 的 平均 间隔 工 ( 即 每 一 个 新 生 女 孩 到 她 生育 自己 的 女孩 的 平均 年 具 为 
TO = вокс: 0) rK(r, DRCr, De А 


= кке > KDA, (21.3-24) 


=“ 


还 有 其 它 各 种 人 口 学 中 的 指数 ， 都 可 以 用 人 口 发 展 方程 的 各 种 特 解构 造 相 应 的 线性 或 非 
线性 泛 函 来 定义 和 计算 上面 几 个 公式 的 证 明 可 参阅 有 关 参 考 文献 . 

从 控制 论 的 观点 来 看 ,一 个 社会 的 人 口 事 实 上 构成 一 个 带 有 正 反馈 的 动力 系统 。 为 
了 控制 人 口 的 发 展 ,唯一 的 方法 是 控制 妇女 平均 生育 率 8(:)， 当 然 , 改 变 生 育 模 式 h(+,z) 
也 能 在 一 定 程度 上 影响 人 口 发 展 的 过 程 ， 例 如 实行 晚婚 晚 硝 的 人 口 政策 使 包 +, 1) К 
值 右 移 可 以 增长 妇女 两 代 间 隔 , 从 而 碱 慢 人 口 增长 速度 .但 是 这 样 做 是 有 限度 的 ， 因 此 ， 
从 社会 心理 学 来 看 , ег) 是 最 有 效 的 而 且 可 以 被 社会 接受 的 控制 参数 ， 现 在 我 们 首先 研 
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究 系 统 的 稳定 性 问题 ,然后 再 研究 人 口 控 制 问题 ， 

几 十 年 来 在 人 品 学 界 存在 着 一 种 猜想 ， 即 对 每 一 个 特定 的 社会 存在 着 一 种 极限 妇女 
平均 生育 率 , 只 要 实际 的 妇女 平均 生育 率 大 于 这 个 极限 值 , Че 趋 于 无 限 大 时 , 社会 人 口 
将 无 限制 的 增长 ， 下 面 我 们 将 对 常 系数 人 口 系统 证 明 这 一 事实 中 . 

设 和 人口 发 展 方程 中 的 各 系数 都 不 依赖 于 时 间 *， 忽 略 移民 项 后 , 式 (21.3-10) 可 以 改 
写 为 


ӘР 十 OP plr)p, ғ, 105 


plr, 0) = рт), 

РС, 0) = pl = ВКО), Dar (213-25) 
上 式 内 0 一 10 < ， < ra; 0<:< o0}。 我 们 将 在 一 切 平方 可 积 的 函数 空间 LX9) 中 
讨论 上 式 的 解 ， 设 pC+), +), КС) ТО 都 是 平方 可 积 的 函数 ,函数 g(r，* 念 对 任何 
固定 的 4, 取信 于 LX(0, ro)， 依 迹 定理 ,我 们 将 要 求 pCr，)€ FPC9)， 以 保证 8p/01， 
8p/8r 以 及 p(r，0) = а) 都 是 平方 可 积 的 函数 ， 在 每 一 时 刻 ?定义 РС, 0 的 范 
数 为 

ПОЕ 
依 定义 ,人 口 系统 (21.3-25) 叫做 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 稳定 的 , 如 果 对 任何 给 定 的 。 > 
0， 总 可 以 找到 8 > 0， 只 要 两 种 初始 人 口 年 龄 分 布 fa(r) 和 pm(r) 的 差 满足 条 件 
[расо 一 pur) 中 二 8， 则 两 种 初始 条 件 所 对 应 的 《21.3-25) 的 解 Се, 0) Яр, 0) 
在 任何 时 刻 均 满足 条 件 jzm(r， 0) 一 вби, О < s，0 << оо, 否则 人 口 系统 是 不 稳定 
的 ， 下 面 我 们 将 看 到 ,对 一 个 不 稳定 的 系统 ,人 口 总 数 

VC) 一 | pC, Ddr, 
当 ; -> oo 时 将 趋 于 无 穷 大 ， 这 就 是 研究 人 口 系 统 稳定 性 的 意义 所 在 ， 下 面 我 们 证 明 ,对 
每 一 个 人 口 系统 存在 一 个 临界 妇女 平均 生育 率 pw, 只 要 系统 (21.3-25) 中 的 8 > Po， Ж 
统一 定 是 不 稳定 的 . 
由 于 бр/би, Фр/д» 都 是 平方 可 积 的 函数 ,我 们 可 以 对 这 些 函 数 作 拉 氏 变换 : 
Р(г, А) 一 роде, 


(722. еде АРС, 0) — Ы), 

о д; 

"д 一 站 а т 

| Ф. наг = 2 Plr, 4). (213-26) 


对 式 (213-25) 中 各 式 进行 拉 氏 变换 后 , 用 《+ ,')》 表示 1200, rs) 中 的 内 积 , 则 得 到 下 列 
常 微分 方程 式 : 
2 + (а pOP == раг), 


РО, д) = ВР, 1), КСВ) = в] PCr, KOT)dr, (213-27) 


ГИ ЧУ 
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利用 常 微分 方程 求解 方法 ,容易 得 到 上 式 的 解 为 
1 一 pe а кожо) 


+ | роде oo |. (21.3-28) 
按 拉 氏 反 变换 公式 ,由 P(r ,%) "ПДК робе) 对 应 的 式 (21.3-25) 的 解 为 
p(7, 1) = а И PCr， Deradr, — (21.3-29) 


-Е5 в >> оь, во 是 绝对 收敛 横 标 。 АЛЕНА оо < оо, 
从 复 变 函数 论 中 的 留 数 定理 中 可 推 知 ,为 了 使 任何 初始 条 件 如 (>) 对 应 的 解 pCr , 2), 
当 : 一 оо 时 不 趋 于 无 穷 大 ,必须 下 列 特征 方程 式 


1 一 веть, К(+)в(+)) 一 0 (21.3-30) 
的 所 有 根 都 具有 非 正 的 实 部 ,而 具有 零 实 部 的 根 必 须 是 单 重 的 . 
ЕХЕ | 
Br (21.3-31) 


|“ ООУ 
下 面 我 们 证 明 ,为 了 人 口 系统 (21.3-25) 在 李 雅 普 诺 夫 意义 下 是 稳定 的 , 必须 且 只 需 实 际 
的 妇女 平均 生育 率 8 满足 条 件 8 в,. 一 旦 8>p- :系统 一 定 不 稳定 ,如 果 长 期 保持 这 种 
情况 ,社会 人 口 随 着 时 间 的 增长 将 趋 于 无 穷 大 。 因 此 ,我 们 称 pu。 为 临界 妇女 平均 生育 率 ， 
显然 ,我 们 只 需 证 明 , 当 в > в, 时 特征 方程 式 〈21.3-30) 必然 出 现 正 实 根 。 然后 再 
证 明 当 8 = pw 时 特征 方程 有 一 个 单 重 根 2 一 0. 令 
PFC) 一 1 一 8 п < (21.3-32) 


J 


现 设 在 方程 式 (21.3-25) 中 有 8 > pw。 易 见 此 时 令 1 一 0 后 有 
Е(0) == 1 — ВВ < 0. 
再 取 < 为 足够 大 的 正 数 并 令 4 = а, 则 有 下 列 不 等 式 成 立 : 
Еее KO)ar > 1 — pe ВИ. 


上 式 中 利用 了 4) 的 特性 : 在 生育 区 间 Гаа, 2] 以 外 4r) 应 为 0. 既然 R(1) 是 4 的 
连续 函数 (甚至 是 解析 函数 )， 那 么 在 区 间 (0, а) 之 间 必 存在 一 个 实数 до, 0 < < а, 
使 FCW) 一 0. 即 特征 方程 式 (21.3-30) 有 一 个 正 实 根 出 现 . 

再 研究 8 一 8 的 情况 。 易 察 ,此 时 有 F(0) 一 1 一 86z 一 0, 即 4 一 0 是 特征 方程 
的 根 。 又 因为 


Е (1 — в. |" re 天 (rr)dr У. x 0, 


所 以 2 = 0 是 特征 方程 式 的 单 重 根 . 
最 后 , 依 拉 氏 反 变换 公式 ,对 每 一 个 固定 的 +， 由 式 (21.3-29) 可 以 求 出 ptr, ғ), 由 
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式 (21.3-28) 可 看 到 , рб», г) 的 象 函 数 Pr д) 中 除 特征 方程 ?1.3-30)》 的 零点 是 它 的 
极点 以 外 再 没有 别 的 极点 ， 分 母 上 的 函数 是 1 的 整 函数 。 所以， 根据 复 变 函 数 中 的 留 数 
定理 ,只 要 特征 方程 有 一 个 大 于 0 的 实 根 , 而 分 子 不 恒 为 0, 当 :一 oo 时 pC7, ғ) 的 范 数 
必然 趋 于 无 穷 大 。 此 时 系统 (21.3-25) 在 任何 使 下 列 内 积 

(ооо war кок) = 0 


不 为 零 的 初始 扰动 pokr) 的 作用 下 , рСг, 1) 都 会 出 现 这 种 情况 . 
在 实际 人 口 统计 学 中 ,我 们 能 得 到 的 资料 不 是 连续 函数 pCr), KCr) 和 从 +), 而 是 每 
ЮЮЗ в, К, ЯП А, ЗАВ р. 的 最 好 的 近似 应 该 是 


Bo 一 (>. ие — 2 «КИ 六 一 (>. 60 一 р К, у. (113-33) 


i=0 i=ry 


在 某 一 具体 的 社会 中 , 当 给 定 了 接 龄 死亡 率 py。 女 性 比例 К, 和 生育 模式 如 以 后 , 临界 妇 
女 平均 生育 率 将 唯一 地 被 确定 . 
上 述 结果 是 以 连续 人 口 发 展 方程 为 出 发 点 得 到 的 。 如 果 我 们 研究 常 系数 离散 人 口 发 
展 方程 (21.3-14)， 重 复 上 面 的 讨论 即 可 得 到 离散 形式 的 临界 妇女 平均 生育 率 6, 的 表达 
式 为 中 
p= (Dp DK) (21.3-34) 


= 


与 式 (21.333) 相 比较 便 可 看 出 ,后 者 是 前 者 的 一 阶 线性 近似 ， 在 6 中 用 (1 一 в) 代替 
了 e-”%， 而 且 括 弧 内 的 和 式 中 项 数 也 略 有 差别 ， 所 以 用 离散 人 口 方程 去 措 述 人 I 发 展 过 
程 精度 可 能 稍 差 一 些 . 

在 本 节 的 最 后 ， 我 们 再 讨论 一 下 关于 人 口 发 展 的 最 优 控制 问题 中。 假定 根据 某 种 孝 
虑 ,一 个 国家 或 民族 的 最 终 理想 的 人 口 状态 被 选 定 为 p*(r), 当 达 到 这 一 理想 状态 后 就 永 
久保 持 下 去 ， 显然, p*(7) 应 满足 方程 式 


ж 
+ plr)p* — 0. 
dr 


不 难 推 知 ,满足 上 式 的 p*(+) 2 成 
р*(ғ) № =. (рр А (21.3-35) 


式 内 5 为 社会 新 生 儿 平均 期 望 寿 命 ， 而 
№* 一 *(ryzr 

是 理想 的 人 口 总 数 ， 现 在 我 们 的 任务 是 研究 如 何 从 * 一 0 ) 时 刻 的 初始 人 口 分 布 zo(r) В 
发 最 终 达 到 р*(г) 的 理想 人 口 状态 . 

设 x* 是 对 应 于 рег) 的 i 岁 年 龄 组 中 的 人 口 总 数 , 而 С) 是 某 一 人 口 规划 中 确定 
的 变量 ， 记 x 一 (1, 0,755, х) 为 人 口 按 年 龄 分 布 向 量 , 离散 方程 组 (21.3-14) 可 写成 
ЕВЕ. 

xz( +1) == [AC) + ВВ Со) ЈС), х(0) = х, (21.3-36》 

这 里 
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0 0 0 0 
1 一 (0) 0 --> 9 0 
AQ) 一 о 工 一 AD 00| (21.3-37) 
0 0 оо 
0 ЧАКО: 
ДӨ) Bb) ... bn (#) . 
вр =| 0 0 ,0=0—p0 Kp) KRM. (21.3-38) 


о 0 … 0 
令 x* 表示 理想 的 人 口 状 态 , x*(z) 表示 为 达到 理想 状态 的 人 口 规划 .在 规定 的 时 间 了 内 
ХЕ ЛТ), 


T—1 
т) = У) (хб) — х*Ф, хФ — x*(2)). (21.3-39) 


在 控制 人 口 发 展 过 程 中 ,唯一 的 控制 量 是 妇女 平均 生育 率 8(z)， 在 控制 过 程 中 应 该 考 虚 
到 社会 心理 学 方面 的 限制 条 件 ，8(z) 之 1， 即 每 个 妇女 至 少 生 一 个 孩子 ，B(s) 的 上 界 应 
该 是 妇女 临界 平均 生育 率 p-。 因 此 , В) 的 容许 取 值 范围 是 实 区 间 О = [1, fs]。 我 们 
的 任务 是 求 出 满足 限制 条 件 的 BC) 使 XT) 达到 极 小 值 ,即使 


т) 一 п) («0 — х*(); (0) — х*()). 


这 是 一 个 典型 的 受 限 制 的 双 线 性 最 优 控 制 问题 .下 面 我 们 将 从 最 优 控制 的 必 时 条件 出 
发 ,找到 这 种 最 优 控制 的 特征 . | 
设 (360), ХТ), 84} а ТАТА ЗАВ) Е е ае гз — 1 处 作 微小 的 变 
化 : | 
ӨХ 1%: — 1; 
BC) бо +в, ВР +ЕЕЦ, 1=1—1, 
把 式 (21.3-40) КЛ (21.3-36), 由 х@) = #0) + 5x(z) 知 
8х(: + 1) = [ACG) + ВОВ) x0); 1 > 4, 
6x(1;) = ЕВ(2; — 1)#(2; — 1), 
бх(р) = 0: < и. (21.3-41) 
控制 量 在 г 一 1 一 1 点 上 的 变 分 引起 Л) 的 变化 是 
+) == 5 КР + 20900) — x*(#)) (е); > в. (21.342) 
引进 符号 уб) = (ЦВ, хтб), 575, (0), Д (21.3-36) 和 (21.3-39) 可 以 合 写 为 一 
个 向 量 方程 式 : 


(21.3-40) 


ёу(: + 1) = Н(е)ду(е), 
(Е 2(#(#) — ж*(@)): 
но 一 4 А00) + BBGO) ) 
ВЕН Ф(0) == (Фог), 加 (和 ),…… ,pn(?)}， 它 是 下 列 方程 式 的 解 : 
Ф020) = Н"ФФ@а + 1), (21.3-44) 


(21.3-43) 
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式 中 Н) 是 矩阵 НО) 的 转 置 。 不 难 检查 ,对 任何 : 下 列 恒等式 成 立 : 
(ФЕН, oy + 1)) = (BO), ву@)). (21.3-45) 
ЕЖЕ г 一 1 时刻 ХС) 的 变化 ду) 的 全 体 是 一 个 凸 集 , 因而 在 终点 时 刻 工 一 切 可 能 
的 3y(T) 也 是 一 个 凸 集 , 记 为 Z。 那 么 必 存 在 一 个 mm 十 1 维 空间 的 超 平面 通过 УСТ) = 
(Т), АСТ), +++, #,(Т)р 点 把 凸 集 了 完全 隔 在 一 边 ， 而 超 平面 的 外 法 向 量 〈 记 为 
$(T)) 的 第 一 个 分 量 go(T) 二 0， 于 是 在 + 一 工时 刻 有 
(ФСГ), гу(т)) < 0. | (21.3-46) 
由 恒等式 (21.3-45), Ф (Т) = —1, 在 :一 上 点 上 有 
(Фа, ЖС) Bs), (1), . 
由 于 Сар) = Ю), а Фе) == (Ф(0), Ф060), 555, 9„@)}, ЕКА 
«Фа, СА 1) + Ё – DB — DiC ~— 1))) 
< = дах ($l — 1), Сау 1) 4 Са — ОВ, Я, — 1). (213-47) 


因为 1; 是 任意 选 定 的 , 故 上 式 对 任何 时 刻 + 均 应 成 立 。 消 掉 两 端 相同 项 后 ,有 
Фо), В — DB — DE — 1)) = max (ФС), BC 一 ра — рва — 1). 


Я, О = [1, 6.1, Н Еч 
В. Ж. ФС), BCG —– 1)#(0 — 1)) > 0; 
0—1) = 4 1, # (ФС), BG — 1) (0 — 1)) < 0; (21.348) 
ЖЕ, Ж (ФС), В(г – 1) (7 一 1)) = 0. 
ЮН? 8 Л 的 特殊 形式 ,出现 了 上 式 中 第 三 种 可 能 性 , 这 类 问题 称 为 奇异 问题 ， 
最 后 , 重复 上 述 讨论 , 可 以 得 到 关于 非 奇异 问题 的 最 优 控制 的 表达 式 . 为 此 ,把 指标 
20 (21.3-39) 改 成 下 列 形式 : 


т) 一 У [Се — 00) (0) — х*(@)) + (и — «У, (213-49) 
#=0 


式 中 

х00:) = PO) xX), 

cr(z) = (100), et), с„(0)), 

с) = (1 — ик) — polt)) KDR). (21.3-50) 
注意 到 


80е) 一 5J( — 1) + 2(xG — 1)— x*(t— 1))6x(: — 1) 
+ 2 (Ва — 1)е (и 1)xC 一 1 一 直人 一 1))80 ~— эе@а — 1)6x(t — 1), 
重复 前 面 的 几何 讨论 ,最 优 控制 86) ЖТ О 二 [1,84] 的 内 点 上 , 则 应 为 
К =? OA Саа), В(#()) ;一 0, 1,--5, 7—1, (213-51) 
ПОЕ О НЗ 5 ЕЕ ЗИ РУ (21.3-48) АЈА. 当 一 个 国家 确定 了 她 的 最 终 人 口 目 
标 后 ( 见 (21.3-25)), Фх* = xr*( 们 ， 应 用 这 里 讨论 的 必要 条 件 ,可 以 用 求 两 点 边 值 问题 
的 方法 求 出 最 好 的 人 口 政策 ， 即 最 优 妇女 平均 生育 率 的 控制 指标 8(z), 使 整个 过 程 中 人 
口 状态 (0) 和 理想 的 人 口 状态 x* 在 均 方 意义 下 相差 最 小 。 
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随 着 大 型 计算 机 的 出 现 ,世界 各 国都 在 各 行 各 业 中 建立 了 大 系统 ,首先 是 管理 部 门 和 
服务 性 行业 .在 一 个 大 的 计算 中 心 的 支持 下 ,通过 终端 设备 和 通讯 网 络 把 散布 在 广泛 区 域 
上 的 某 种 事业 管 起 来 。 这 种 设计 得 很 成 功 ,运转 得 很 好 的 大 系统 日 益 增 多 ,有 的 已 经 成 为 
国民 经 济 或 人 民生 活 中 不 可 缺少 的 环节 。 具 有 代表 性 的 ， 已 卓有成效 地 运行 多 年 的 这 类 
系统 有 铁路 突 货 运 自动 化 管理 系统 外， 水 源 自动 分 配 系统 中 ， 全 球 飞 机 订 座 自动 管理 系 
统 ,银行 收 支 存 取 自动 化 管理 系统 ,石油 零售 加 油 站 网 自动 化 管理 系统 , ШААНИ 
分 检 系 统 ,情报 图 书 自动 化 检索 系统 和 网 络 ,计算 机 服务 网 络 ,地 下 铁道 自动 售 检 票 系统 、 
大 企业 或 部 门 的 人 事 、 工 资 ,档案 管理 系统 ， 大 工厂 企业 职工 上 下 班 自动 记录 和 出 缺勤 自 
动 统计 系统 ,等 等 ， 

这 些 卓有成效 的 大 系统 , 它 的 主要 任务 是 采集 大 量 的 足以 表示 系统 工作 状态 的 数据 、 
文件 .资料 和 其 它 形式 的 信息 ,不 间断 地 对 这 些 数据 信息 进行 压缩 ,集约 和 特征 抽取 ,从 而 
得 到 系统 运行 状态 的 主要 参数 。 然 后 根据 预定 的 目标 或 事先 约定 的 规则 去 对 系统 的 工作 
状态 施加 影响 或 控制 .在 这 类 系统 中 往往 很 难 写 出 客观 过 程 的 动态 模型 ， 例 如 像 前 节 那 
样 写 出 微分 方程 式 ,用 它 去 预测 过 程 的 发 展 。 这 里 必须 对 采集 的 数据 进行 统计 处 理 , 用 统 
计 学 和 随机 过 程 的 理论 去 外 推 系统 状态 的 发 展 趋势 。 在 数据 处 理 的 基础 上 ， 可 以 用 运筹 
学 ,决策 论 , 排 队 论 等 理论 去 决定 将 来 应 采取 的 措施 。 或 者 ， 可 以 由 管理 人 员 事 先 规定 一 
整套 规则 ， 列 出 表 烙 。 存 人 计算 机 ， 后 者 按 事 先 规定 的 程序 进行 工作 。 这 种 靠 程 序 工作 
的 信息 处 理 系统 常常 具有 很 大 的 灵活 性 和 功能 的 多 样 性 ， 黄 至 能 赋予 一 定 的 人 工 智能 成 
分 ， 

这 种 信息 处 理 系统 确实 能 对 某 些 大 系统 的 运行 情况 进行 不 间断 的 监督 和 控制 ， 以 情 
报 资料 或 人 事 档 案 管理 系统 为 例 ， 在 这 种 系统 中 ,利用 计算 机 的 巨大 存 贮 能 力 ,把 成 干 万 
图 书 资料 的 名 称 和 摘要 分 类 存 贮 在 计算 机 的 内 存 贮 器 和 外 存 贮 器 中 (如 磁盘 组 ), 同时 注 
明 该 资料 的 数量 和 库存 地 址 ,出 版 年 月 ,出 版 社 名 称 等 等 ， 利 用 计算 机 的 高 速 存 取 数据 的 
能 力 ,在 很 短 的 时 间 内 《〈 几 秒 钟 ) 就 可 以 在 数 百 万 册 图 书 情报 资料 中 选 出 读 考 需要 查阅 的 
某 种 专题 著作 和 资料 清单 ,如 果 需 要 的 话 , 又 可 以 立即 提供 需要 的 详细 摘要 和 其 它 选 定 的 
信息 .用 数字 通讯 圆 络 还 可 以 把 全 国 各 情报 图 书 资料 中 心 连接 起 来 ， 使 每 一 个 情报 中 心 
都 可 以 随时 分 享 其 它 任何 中 心 的 情报 资源 ， 读 者 可 以 在 他 的 住地 调用 网 内 任何 情报 中 心 
的 计算 机 资料 库 中 存 迪 的 资料 ,这 种 系统 还 有 随时 更 新 资料 的 能 力 ， 

把 人 事 档案 自动 化 管理 系统 和 工作 人 员 上 下 班 自 动 验证 系统 联合 起 来 ， 不 仅 可 以 随 
时 了 解 每 一 个 工作 人 员 的 历史 情况 ， 还 可 以 逐日 记录 每 一 工作 人 员 的 出 勤 情况 和 缺勤 原 
БЧ, 进行 出 勤 率 的 全 面 统计 , 从 而 完成 整个 企业 的 每 日 实力 统计 等 等 , 然后 按 需 要 将 这 些 
统计 资料 以 表格 或 曲线 其 至 以 书面 文字 报告 的 形式 送出 正式 文件 文本 ,这 种 管理 系统 所 
管理 的 范围 和 人 员 数 目 在 技术 上 是 没有 限制 的 ， 因 为 带 有 总 线 制 的 计算 机 可 以 与 实际 上 
任意 多 人 台 外 存 贮 器 及 其 它 外 部 设备 相连 接 , 加 上 计算 机 网 络 中 其 它 中 心 的 存 贮 能 力 ,原则 
上 可 以 实现 整个 企业 、\ 地 区 的 职工 人 事 自动 化 管理 。 另 方面 ,由 寺 计 算 机 访问 存 贮 器 的 速 
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度 很 快 ,例如 共有 每 秒 平均 访问 100 万 个 存 贮 单元 的 速度 ,这 种 管理 系统 可 毫 无 困难 地 完 
成 任何 细 目 统计 ,如 职工 的 年 龄 分 布 统计 ,文化 程度 统计 级别 分 布 统计 、 缺 勤 职工 的 工种 
和 性别 分 布 统计 等 等 . 总 之 ， 凡 是 管理 工作 所 需 了 解 的 任何 精确 数字 都 可 以 几乎 是 瞬时 
地 以 任何 需要 的 形式 提供 ， 

这 类 系统 的 工作 内 容 主要 是 数据 处 理 。 然 而 它 确实 能 对 这 些 过 程 进 行 监督 和 控制 。 
因为 它 能 不 间断 地 记录 和 分 析 情 报 资料 的 更 新 过 程 , 资源 利用 的 变化 , 职工 流动 过 程 , 出 
勤 率 的 变化 ,甚至 整个 企业 的 工资 流动 过 程 等 等 。 

然而 ,这 类 系统 的 工作 方式 和 结构 基本 上 不 是 由 数学 模型 确定 的 ,而 是 用 语言 文字 描 
述 的 ， 

下 面 我 们 再 介绍 一 个 典型 的 信息 处 理 大 系统 : 地 下 铁道 网 的 自动 检票 系统 外， 这 种 
系统 在 很 多 城市 的 地 下 铁道 网 中 采用 ,代替 了 数 以 万 计 的 服务 人 员 ,提高 了 运输 效率 ， 它 
的 职能 是 通过 设 在 数 百 个 车 站 上 的 数 于 个 自动 售票 ,检票 机 去 完成 下 列 任务 : 

(1) ”自动 售票 \ 收 款 (一 次 使 用 票 、 月 票 、 季 票 )。 

(2) 季 客 进入 地 下 铁道 时 自动 检票 ,控制 人口 自动 开 闭 和 出 口 自动 计数 。 

(3) 售票 总 额 绕 计 和 现款 计量 ， | 

(4) 乘客 输送 量 的 精确 统计 和 车 辆 调度 . 

(5) 各 车 站 工作 人 员 上 下 班 自 动 检查 和 记录 。 . 

《6) ”传送 管理 总 局 到 各 车 站 和 各 车 站 之 间 的 指令 \、 通 信和 其 它 联 系 ， 

(7) ”按时 自动 地 给 出 整个 地 下 铁道 的 运行 情况 报告 。 

这 种 系统 必须 能 适应 某 些 特点 ,例如 各 车 站 进出 口 和 售 检 票 点 在 地 理 上 的 分 布 广泛 ， 
票 的 种 类 多 和 计 程 售 检票 的 规定 可 能 很 复杂 ， 和 运行 规则 和 收费 办 法 可 能 有 变化 等 等 。 这 
就 是 说 这 种 系统 应 具有 灵活 性 和 适应 性 ,随时 按 需要 改变 工作 方式 。 

自动 检票 机 扫 视 乘客 出 示 的 车 票 ， 用 磁头 读 出 在 票面 磁 膜 上 记录 的 64 位 二 进 制 密 
码 , 在 确认 此 票 有 效 以 后 ,检票 机 发 出 信号 打开 入 口 , 放 进 持 票 乘客 ,同时 将 票面 上 的 密码 
洗 掉 使 其 作废 ,在 需要 时 还 可 以 对 车 票 上 的 特殊 记号 进行 分 析 记 录 , 用 打印 机 打印 出 来 。 

整个 系统 分 三 级 管理 。 最 低 的 一 级 是 每 一 车 站 上 安装 的 检票 机 、 售 票 机 计数器 和 组 
冲 存 贮 器 等 外 围 设备 ， 第 二 级 管理 是 用 小 型 计算 机 集中 处 理 相 邻 几 个 站 内 的 外 围 设 备 所 
采集 和 寄存 的 数据 。 第 三 级 是 控制 中 心 的 中 央 处 理 机 , 附 有 磁盘 机 、 磁 带 机 打印机、 显示 
键盘 终端 等 ;中 央 处 理 机 有 节 秦 地 按 顺 序 收集 各 小 型 机 汇集 加 工 后 得 到 的 数据 ,进行 统计 
处 理 , 分 析 乘 客 数量 和 运行 中 车 辆 的 运送 能 力 之 间 的 差额 , 发 出 调度 信号 , 增加 或 减少 车 
次 ;同时 ,中 央 控 制 中 心 还 向 各 分 中 心 直 至 各 车 站 发 出 常规 业务 信息 或 特殊 指令 。 整个 系 
统 的 原理 图 示 于 图 21.4-1 н, | 

为 了 提高 系统 的 可 靠 性 ,采用 设备 组 合 备 分 的 方法 。 当 某 一 小 型 处 理 机 发 生 故 障 后 ， 
立即 有 开关 控制 信号 把 该 组 外 部 设备 转 接 到 备 分 处 理 机 上 去 .两 台 备 分 处 理 机 能 相互 监 
视 可 靠 性 .外 部 设备 则 采用 多 人 台 联 合作 业 的 方法 提高 可 靠 性 .接口 设备 采用 双 机 并 联 工 
作 方 式 , 其 中 一 个 发 生 故 障 后 , 另 一 个 将 完成 全 部 连接 传输 任务 。 同时 接口 设备 的 工作 可 
靠 性 受 相 应 的 小 型 处 理 机 不 间断 的 监视 ， 中 央 控 制 中 心 由 两 台 计 算 机 并 联 工 作 ， 它 们 互 
相 监督 和 周期 性 相互 检查 对 方 的 工作 可 靠 性 ， 当 其 中 有 一 台 发 生 故 障 时 ， 另 一 人 台 立 即 承 
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担 起 全 部 职责 ,并 把 故障 前 保存 和 处 理 的 现场 状态 数据 立即 转移 到 另 一 台中 去 ,从 而 保证 
中 央 控 制 中 心 能 不 间断 地 进行 工作 。 

与 地 下 铁道 检票 系统 原理 类 似 的 正 Генон 
在 运转 的 还 有 铁路 客车 订 票 系统 ， 航 空 
公司 订 座 系统 ,邮局 信件 分 检 了 系统 ,铁路 
运输 行车 调度 系统 ， 银 行 收 支 和 存 取款 
业务 管理 系统 ， 地 区 性 汽车 加 油 站 的 自 
动 供 油 记 帐 系统 等 等 。 在 所 有 这 些 系 统 
中 ， 用 计算 机 语言 描述 的 数据 处 理 程序 “ 
中 不 包含 或 基本 不 包含 完整 的 数学 模 
型 ， 而 是 以 数据 处 理 方法 和 管理 工作 的 
实践 经 验 以 及 需要 去 规定 这 类 系统 的 工 
作 方 式 。 整 个 系统 的 工作 程序 可 以 由 很 
多 的 互 不 相关 的 子 程序 块 编辑 起 来 。 例 
如 上 述 地 下 铁道 的 检票 系统 中 ， 旅 客流 
通 数量 的 实时 统计 和 地 铁 工作 人 员 上 下 
班 的 实时 记录 以 及 统计 是 两 件 完全 不 相 
关 的 事 ， 分 布 在 各 地 的 自动 售票 机 的 现 图 21.41 
款 收 入 统计 也 是 完全 独立 于 其 它 任务 之 外 的 事 , 然 而 ,所 有 这 些 事 都 可 以 由 中 央 控 制 中 心 
的 信息 处 理 机 按 预 定 的 程序 ,通过 操作 系统 软件 有 节奏 的 分 时 处 理 ,使 上 百 件 相互 独立 的 
任务 统一 于 一 个 大 系统 中 ， 从 而 代替 成 和 上 万 个 各 类 工作 人 员 的 简单 的 或 比较 复杂 的 劳 
动 
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虽然 如 此 , 这 种 信息 处 理 系 统 具 备 一 个 大 系统 的 主要 特点 , 它 是 一 个 真正 的 大 系统 。 
第 一 , 它 必须 从 很 大 范围 内 ( 数 百 个 车 站 , 数 千 个 自动 检票 机 和 自动 售票 机 等 ) 采 集 数 据 : 
第 二 , 它 必须 对 大 量 的 数据 进行 加 工 处 理 , 抽 取 和 汇集 最 重要 的 信息 加 以 分 析 ; 第 三 ,根据 
整个 运输 系统 (单位 时 间 内 旅客 进入 车 站 的 人 数 和 运行 中 车 辆 的 运载 能 力 等 ) 的 状态 发 出 
调度 信号 ,以 改变 系统 的 运行 参数 ,而 这 正 是 一 种 反馈 控制 ;最 后 ,这 个 系统 的 确 是 对 一 个 
客观 物理 过 程 进行 控制 的 ,因为 旅客 和 车 辆 的 连续 流动 是 一 个 真正 的 物理 过 程 , 昌 然 这 个 
过 程 并 不 能 用 某 一 个 数学 模型 (微分 方程 式 或 代数 方程 式 ) 加 以 描述 ， 在 最 好 的 情况 下 也 
只 能 把 这 个 过 程 看 成 是 一 种 具有 很 多 不 确定 性 的 随机 过 程 ， 更 不 用 说 常 可 能 碰 到 和 必须 
处 理 某 些 交通 事故 或 其 它 类 型 的 偶然 事件 了 。 有 些 偶然 事件 出 现 的 次 数 极 少 ， 以 至 于 不 
可 能 通过 统计 数据 去 估算 它 的 出 现 概率 ,进而 当 作 随 机 过 程 来 处 理 ， 尽 管 如 此 , 凭 管理 人 
员 的 经 验 , 可 以 编 出 相当 完善 的 计算 机 程序 , 足以 对 付 各 种 可 能 出 现 的 事件 , 而 森 必 求助 
于 数学 模型 ， | 

” 归纳 上 述 讨论 可 以 作出 这 样 的 结论 : 一 个 大 系统 所 控制 的 客观 过 程 不 必 一 定 具 有 完 
整 的 数学 模型 、 只 要 善于 总 结 管理 工作 中 的 经 验 ， 利 用 计算 机 软件 去 完成 原来 由 很 多 工 
作 人 员 才 能 完成 的 工作 ,就 可 以 设计 和 实现 一 个 组 织 严 密 , 工 作 可 靠 , 效 率 很 高 的 大 系统 。 
这 不 是 一 个 缺点 ,相反 这 是 一 个 很 大 的 优点 。 对 暂时 无 法 用 数学 模型 描述 的 复杂 过 程 , 充 . 


866 第 二 十 一 章 大 系 统 


分 利用 计算 机 程序 的 灵活 性 ， 能 够 组 织 成 有 反馈 控制 的 大 系统 ， 从 实际 效果 和 工作 原理 
来 看 ， 这 样 的 大 系统 比 起 我 们 以 前 习惯 了 的 那 种 反馈 系统 是 毫 不 示 色 的 。 在 经 济 管理 和 
社会 现象 等 各 类 客观 过 程 中 ,不 能 用 数学 方法 加 以 描述 的 ,至 少 现在 还 不 能 找到 恰当 的 数 
学 模型 的 ,可 以 举 出 很 多 很 多 . 
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由 于 大 系统 具有 多 级 结构 ， 它 所 控制 的 对 象 是 分 散 的 ， 测 量 装 置 和 其 它 数据 采集 设 
备 也 必然 是 分 散装 备 在 大 系统 的 各 基层 单元 或 单位 中 。 受 控 对 象 的 运动 过 程 本 身 的 分 散 
性 ,决定 了 控制 作用 的 分 散 性 。 从 原理 上 来 看 , 一 个 系统 无 论 怎么 大 ,: 总 可 以 由 一 个 控制 
中 心 来 实现 全 局 集中 控制 ,这 要 求 控制 中 心 能 瞬时 得 到 整个 系统 的 状态 信息 ,并 把 控制 信 
号 随时 送 到 各 控制 级 别 和 装置 上 去 ， 然 而 ,对 地 理 分 布 广泛 和 层次 复杂 的 大 系统 来 说 ,高 
度 集中 的 控制 实际 上 是 不 可 能 的 。 这 不 仅 是 因为 通讯 网 络 无 法 瞬时 传输 那么 多 的 信息 ， 
计算 中 心 也 无 法 加 工 处 理 所 有 的 一 切 细微 烦琐 的 数据 。 从 系统 的 全 局 来 看 ， 大 系统 中 各 
级 的 任务 重点 不 同 ,主要 矛盾 也 不 同 。 所 以 在 大 系统 中 通常 要 实行 分 级 多 点 的 分 散 控制 . 
小 型 计算 机 的 大 量 生产 ,尤其 是 价格 便宜 的 微型 机 的 出 现 和 普及 ,更 加 促进 了 控制 的 分 散 
化 . 可 以 说 ,多 点 多 中 心 的 分 散 控制 是 大 系统 的 一 个 突出 的 特点 之 一 .… 

在 多 级 分 散 控 制 的 系统 中 ,每 一 个 控制 中 心 只 能 直接 得 到 一 部 分 状态 信息 ,采集 部 分 
数据 ,而 不 可 能 得 到 整个 系统 的 状态 信息 . 另 一 方面 每 一 个 控制 中 心 又 只 能 对 大 系统 的 某 
个 局 部 进行 控制 ,而 不 能 对 其 它 部 分 施加 直接 控制 作用 . 但 是 ,每 一 个 局 部 控制 中 心 却 能 
够 在 一 定 程度 上 得 到 相 邻 控制 中 心 测 得 的 状态 信息 和 控制 信号 ， 这 使 每 一 个 局 部 控制 中 
心 能 够 根据 较 大 范围 的 信息 来 部 分 地 判断 自己 的 控制 作用 对 全 局 的 影响 ， 例 如 一 个 大 的 
地 区 姓 的 电力 网 中 每 一 个 发 电厂 有 自己 的 局 部 控制 中 心 ， 它 可 以 直接 测量 本 电厂 发 电机 
组 的 运行 参数 , 同时 可 能 得 到 相 邻 电厂 的 负荷 或 其 它 参数 , 作为 它 自己 的 控制 参考 信息 ， 
但 它 不 可 能 得 到 电力 网 中 所 有 电站 的 负荷 和 运行 参数 ， 因 而 它 的 控制 仍然 只 能 带 有 局 部 
的 性 质 . 这 种 分 散 控制 的 特点 给 系统 设计 带 来 了 新 的 问题 ， 而 这 些 问 题 是 在 集中 控制 的 
过 程 中 押 没 有 的 。 如 果 大 系统 所 控制 或 管理 的 过 程 是 动力 学 过 程 ， 这 种 控制 的 分 获 性 就 
可 能 出 现 很 大 的 问题 ， 例 如 ,虽然 局 部 控制 规律 对 自己 所 控制 的 局 部 过 程 是 好 的 ,从 全 局 
来 看 则 可 能 是 很 不 好 的 ,甚至 使 整个 大 系统 不 能 稳定 的 工作 。 

为 了 解决 这 种 局 部 控制 和 全 局 性 能 之 间 的 矛盾 ,近年 来 很 多 人 在 研究 各 种 设计 方法 ， 
去 确定 局 部 控制 的 性 能 与 全 局 性 能 的 关系 .例如 确定 在 什么 情况 下 如 果 局 部 过 程 是 稳定 
的 ,全 局 过 程 也 稳定 ;或 者 ， 如 何 选 择 局 部 控制 规律 使 全 局 过 程 达到 较 好 的 或 最 好 的 质量 
指标 等 等 。 这 就 是 大 系统 的 分 散 控 制 问题 .下 面 几 节 中 我 们 将 介绍 关于 大 系统 的 稳定 性 
分 析 和 有 关 控 制 规律 选择 的 几 种 理论 上 的 命题 和 解决 方法 . 

在 分 散 控 制 的 大 系统 的 设计 中 ,可 能 出 现 一 些 新 的 问题 。 例如 ,如何 将 一 个 大 系统 划 
分 成 子 系统 ,从 而 规定 某 一 局 部 控制 器 的 管辖 范围 ;在 这 些 子 系统 之 间 应 该 有 何 种 信息 交 
换 , 才 足以 使 每 一 个 受 局 部 控制 器 控制 的 子 系统 的 性 能 对 全 局 来 说 是 好 的 ; 当 信息 传输 方 . 
式 已 经 确定 ， 子 系统 的 划分 已 经 完成 之 后 ,如 何 设计 每 一 局 部 控制 器 的 控制 规律 (质量 指 
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标 ,反馈 形式 等 ), 以 满足 全 局 性 能 要 求 。 这 些 问题 是 集中 控制 系统 中 所 不 曾 出 现 过 的 , 因 
为 在 集中 控制 的 系统 中 总 是 假定 并 尽量 作 到 能 瞬时 得 到 全 系统 状态 的 一 切 必要 信息 ， 而 
在 大 系统 中 这 实际 上 是 作 不 到 的 . 

为 了 理解 在 大 系统 中 ,在 只 能 获得 局 部 信息 的 情况 下 去 确定 局 部 控制 规律 的 困难 ,我 
们 用 一 简单 的 例子 加 以 说 明 。 在 第 九 章 中 兽 诗 论 进 含有 两 个 自由 度 的 二 阶 系统 。 我 们 现 
在 从 大 系统 分 散 控制 的 观点 重新 观察 这 一 问题 . 设 某 一 “大 系统 > 由 两 个 子 系统 构成 ， 它 
们 都 是 二 阶 系统 : | 


471 дуз 

—1—` за 9 -一 -一 =а Н 

42 У А 1 

йуз йу, е 

一 一 = — = 4), (21.51 
2: Уез РУ 2 > 


这 个 “大 系统 ”有 四 个 状态 变量 у, уз уз 和 ys, 有 了 两 个 控制 量 ити. 整个 系统 的 性 能 
指标 假定 为 
= | On уз» Уз» ув иль мг) ё == пил, = (21.5-2) 


再 假定 两 个 子 系统 的 初始 条 件 已 给 定 ,那么 依 第 9.3 节 中 的 讨论 , 在 и 时刻 使 式 (21.5--2) 
达到 极 小 值 的 控制 如 (z) 和 400), 如 果 存 在 的 话 ,应 满足 下 列 必要 条 件 : 

дЕ 4 OF Ф ДЕ 

ду Е 4: Әу, + а? ди = 0. 

OF d OF 2 OF ， 

ду. = dt ду, + а? ди, = (21.5-3) 
可 以 看 到 ,如 果 当 作 和 集中 控制 系统 来 设计 , 必须 同时 知道 ул, уг, уз, 的 取 值 才 可 能 求解 
方程 式 〈21.5-3)， 因 为 式 中 含有 函数 Р(у, у, уз, ун ms 2)， 否 则 上 式 无 法 求解 。 但 
是 ,从 分 散 控制 的 观点 来 看 ,如 果子 系统 (а, уз, ma} 无 法 得 到 关于 另 一 个 子 系统 (уз, уч, 
и.) 的 任何 信息 , ПРИЗ Р 中 确实 含有 уз, уч би, 那么 第 一 个 子 系统 就 无 法 根据 全 局 性 
能 指标 要 求 式 (21.5-2) 去 确定 它 的 控制 函数 m, 即便 是 两 个 子 系统 都 完全 知道 函数 刁 的 
具体 形式 。 对 第 二 个 子 系统 情况 也 是 完全 一 样 的 。 如 果 函 数 刁 中 仅 含 有 妨 而 不 含 %m% 和 
sz， 那么 第 一 个 子 系统 只 需要 从 第 二 个 子 系 统 中 得 到 一 个 信息 六 就 可 以 确定 它 自己 的 控 
制 函数 wm 了 ,最 坏 的 情况 是 下 含有 第 二 个 子 系统 的 全 部 状态 变量 ,而 第 一 个 子 系统 又 无 法 
得 到 这 些 全 部 信息 ,那么 为 了 能 够 独立 地 确定 控制 函数 wm, 使 它 在 某 种 意义 上 , 一 - 定 程度 
地 达到 总 性 能 式 (21.5~2) 的 要 求 ,这 就 需要 采用 一 些 与 集中 控制 系统 完全 不 同 的 处 理 方 
法 。 这 就 是 分 散 控制 问题 中 出 现 的 新 闻 题 ， 近 几 年 来 ,有 人 应 用 微分 对 策 , 协同 决策 59， 
信息 论 , 非 线性 规划 ,模糊 集合 等 理论 去 研究 这 类 问题 ,都 得 到 了 一 些 有 益 的 结果 . 

我 们 看 到 ， 信 息 交 换 受 到 限制 是 大 系统 设计 中 所 碰 到 的 关键 问题 之 一 。 但 是 现在 并 
不 存在 一 种 统一 的 理论 ,作为 分 析 和 设计 这 类 大 系统 的 根据 .在 这 种 情况 下 ,只 能 靠 增加 
控制 设备 和 增设 协调 机 构 来 补充 各 子 系统 信息 的 不 足 , 并 对 各 子 系统 提供 协调 性 数据 , 结 
果 便 得 到 如 图 21.2-1 所 示 的 具有 多 级 结构 的 系统 。 
В х,у, ---, ш 分 别 为 各 于 系统 的 状态 向 量 ,这 些 于 系统 有 相对 的 独立 性 ,但 是 每 一 

子 系统 都 受 其 它 子 系统 状态 的 影响 。 设 这 一 复杂 的 过 程 可 以 用 下 列 动力 学 方程 组 表达 : 
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和 一 (х,а) 十 gi(y, 名 ш), 


2 = fly, =) + (х, #.°°°, ш), 


е 一 fy(w, un) + &к(х, У, -). 


从 上 式 中 可 以 看 出 ,这 个 系统 实际 上 是 一 个 完整 的 具有 多 状态 变量 (х, y,*…, ш} 的 动 
力学 系统 。 但 是 , 当 В 的 取 值 比 а, “大 得 多 ?时 ， 则 可 以 把 а, 看 成 是 对 В 的 扰动 。 在 分 
散 控 制 的 大 系统 中 ， 每 一 局 部 控制 器 的 设计 方法 可 以 忽略 扰动 作用 а, НЕЕ 
子 系统 当 作 独立 系统 来 处 理 , 然 后 由 更 高 一 级 (协调 级 ) 给 控制 器 提供 补充 信息 , 深 制 作用 
负 便 在 原 有 的 基础 十 加 以 修正 ， 使 该 子 系统 的 状态 变化 向 有 利于 改善 全 局 性 能 的 方向 进 
行 。 于 是 , 对 每 一 个 子 系统 来 说 , 控制 器 的 设计 就 可 以 用 集中 控制 的 理论 去 处 理 , 全 局 性 
能 则 由 协调 级 去 保证 。 这 就 是 增设 协调 级 的 意义 ， 
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和 集中 控制 系统 一 样 ,如 果 某 一 大 系统 所 控制 和 处 理 的 对 象 属于 动力 学 过 程 , 则 系统 
的 稳定 性 ， 动 态 特性 和 静态 特性 都 是 它 能 否 正 常 运 转 的 决定 性 因素 。 比 较 典 型 的 有 大 电 
力 网 控制 系统 ,那里 对 系统 稳定 性 要 求 是 非常 严格 的 ,系统 动力 学 失 稳 将 引起 灾 准 性 的 后 
果 。 同 时 这 类 系统 还 应 该 有 强 的 抗 干扰 能 力 ,足以 经 得 起 短 时 间 的 过 负荷 .电厂 的 意外 事 
故 等 的 扰动 。 例 如 , 在 多 台 发 电机 并 联运 行 时 , 如 果 全 局 设计 不 好 , 就 会 发 生 各 独 不 愉快 
的 现象 : 振荡 , 零 线 电流 增 大 等 等 中 , 使 系统 根本 不 能 正常 工作 。 再 例如 前 节 内 讲 到 的 模 
型 式 (21.5-1)， 当 忽略 各 子 系统 之 间 的 相互 影 胸 时 ， 把 每 一 个 子 系 统 当 作 孤 立 的 系统 去 
设计 控制 器 , 当然 可 以 得 到 稳定 的 , 性 能 好 的 子 系统 。 然 而 , 当 全 系统 连 楼 起 来 统一 运行 
时 ,由 局 部 稳定 的 子 系统 联合 起 来 的 大 系统 ,全 局 就 不 一 定 是 稳定 的 ， 

为 了 研究 大 系统 的 全 局 稳定 性 , 可 以 把 各 子 系统 联 立 起 来 , 看 成 为 一 个 整体 ,然后 用 
通常 的 办 法 (例如 李 雅 普 诺 夫 方 法 ) 去 分 析 系 统 的 全 局 性 能 。 这 样 作 马 上 会 碰 到 一 个 转 
难 , 随 着 系统 规模 的 增 大 , 计算 工作 量 将 迅速 增加 , 这 种 烦琐 的 计算 工作 又 使 人 们 很 难看 
出 各 子 系统 之 间 的 耦合 关系 对 整个 大 系统 竹 能 的 影响 。 由 于 这 个 原因 ， 有 人 提出 了 一 种 
叫做 复合 系统 的 分 析 方法 0。 这 个 方法 的 基本 胃 想 是 把 大 系统 划分 为 若干 个 子 系统 , 切 
断 各 子 系统 之 间 的 联系 ,设计 控制 规律 ,保证 这 些 孤立 子 系统 具有 足够 好 的 稳定 性 和 其 它 
性 能 ,然后 把 整个 系统 连接 起 来 ,再 讨论 各 子 系统 之 间 的 耦合 关系 对 全 局 的 影响 ， 这 样 就 
可 能 减少 系统 分 析 过 程 中 的 计算 工作 量 ,试验 工作 也 比较 简单 ， 

设 大 系统 的 运动 方程 是 式 (21.5-1)， 当 各 孤立 于 系统 的 控制 作用 的 独立 设计 完成 
后 , а 就 变 为 该 子 系统 的 状态 的 函数 ,例如 m( 一 n(x; г), а (2) 一 wly, 1), 5-5, 等 
等 这样, 式 (21.5-1) 的 右 端 诸 函数 А 中 将 只 含有 该 子 系统 本 身 的 状态 变量 ， 整 个 大 系 
统 变 成 由 若干 个 相互 交 联 的 于 系统 组 成 的 动力 学 系统 ,我 们 把 式 (21.5~1) 改 写成 下 列 形 
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人 = (а, 1) + gx, 0), 
ft 


ore ноо о е 


а, = f(x,, 0) + 8,00, 0). (21.6-1) 
ў » 


式 中 zx; 是 第 ; 个 子 系统 的 状态 变量 ， x = (м, х:>°°°, х„}, 而 26 К, > м, Е 


| К»,› ME К,» т == т + + т; 这 里 m 是 大 系统 的 状态 变量 x 的 总 维 数 ， 即 


XE Rn。 设 原点 x 一 0 是 大 系统 的 平衡 点 , 即 
Pi0. 人 二 OVER 一 7 
20.1) = 0, МЄ Ri i 1, 2, +, п, (21.6-2) 
所 谓 “ 复 合 系统 ”分 析 方 法 就 是 指 把 式 (21.6-1) 看 成 是 由 о МАУЮ ТАЕ а(х, 
1) 反馈 后 连接 而 成 的 系统 ， 而 
Pf Ds i 1, 2 0 (21.6-3) 


是 孤立 子 系统 的 状态 方程 。 因 为 每 一 子 系 统 是 独立 设计 的 ， 所 以 可 以 认为 它们 都 是 零点 
稳定 的 或 渐 近 稳定 的 . 设 Кхм, г) 是 第 i ТАГАНКЕ. ЧЕХ 
些 李 雅 普 诺 夫 永 数组 合成 一 个 大 系统 式 (21.6-1) 的 李 雅 普 诺 夫 函数 W(x, г): 

三 (xx) = м ciW х; 1), | (21.6-4) 


式 中 是 某 些 正常 数 。 

我 们 回忆 几 个 定义 : 对 函数 Wi(xi, г), 如果 存 在 一 个 非 降 实 值 连续 函数 и ([ж,, 
0100) = 0, #0 < (|5,1) (а, 有 ,成 立 , 则 它 叫 作 正 定 的 。 如 果 存 在 另 一 个 连 
续 正 定 函 数 т, (12:10, 100) = 0, 使 (ә, ғ) < (|151) Vi 成立, 则 称 И С, г) 有 
无 穷 小 上 极限 。 丈 (xi，2) 叫做 径 向 无 界 函 数 ,是 指 如 果 在 正定 性 定义 中 当 ||| 一 co 时 ， 
о Са) -> co。 假 定 对 每 一 个 孤立 的 子 系 统 式 (21.6-3) 存在 一 个 正定 有 无 穷 小 上 极限 
和 径 向 无 界 的 函数 И’, Се 1), ЕЕ (0), 4И,/ 4: 三 0， 则 该 子 系统 的 平衡 


Жох, 一 0 是 一 致 稳定 的 ; 如 果 上 式 内 有 严格 不 等 式 成 立 , 则 该 孤立 子 系统 的 平衡 态 是 一 


致 浙 近 稳定 的 。 
设 W(x, ғ) 是 由 式 (21.6-4) 定义 的 函数 , 它 有 m 十 1 个 自 变 量 ,m 是 大 系统 式 
(21.6-1) 的 状态 向 量 的 维 数 . 现 求 它 对 : 的 微 商 : 
AW Чи, - 
一 > 4, (21.6-5) 


式 中 ИИ 是 在 大 系统 的 相 空间 Rw 中 的 微 商 ， 
2 一 и + (пад, fx, Р) + вх, 0) 


= (9+ ) + (gradiWi, gi(x31)), - (21.6-6) 


1 
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符号 gradiW; ЖА РУ, (х, 1) 在 相 空 间 R。 中 的 梯度 向 量 ,而 (dW ;/ dz ): 则 表示 党 
孤立 系统 式 (21.6-3) 的 轨迹 在 Р, 中 算出 的 对 时 间 * 的 微 商 。 

应 用 这 些 定义 和 表达 式 , 可 以 证 明 S31， 大 系统 式 (21.6-1) 为 一 致 全 局 渐 近 稳定 的 
一 个 充分 条 件 是 下 列 三 个 条 件 成 立 : 

(12) 对 每 一 个 独立 的 子 系统 式 (21.6-3) 存在 一 个 正定 的 , 有 无 穷 小 上 极限 的 和 径 
向 无 界 的 光滑 函数 W (Xi, 1) 满足 条 件 : 


(2) < о [и (х,)Р, Vi, х6 Rm; | (21.6-7) 
ағ /i 
атаа, || < и Кж:), М, Xi € Ки (21.6-8), 


式 中 о; 是 正常 数 ,而 wi(Xi) 是 某 一 正定 函数 。 
(22) 存在 x xz 个 非 负 常数 pr; 使 


[8:(х, |< > Вышку), У, ХЕ, = (21.6-9) 
(За) н хо ИЕ А 一 (а) 由 下 列 方法 构成 : 
аы == о; — Ви а == — Вб № 1), (21.5—10) 


那么 4 的 所 有 主子 行列 式 均 大 于 零 , 妈 
ар 2142” “CHK 


Di 一 det| . > 0, 4 到 1 2 …，2。 (21.6-11) 


ар 260° "ARK 
上 面 三 个 条 件 中 假定 所 有 各 孤立 子 系统 都 是 渐 近 稳定 的 ,而 且 要 求 函 数 (х) 都 必 
须 是 正定 的 。 还 可 以 指出 另外 一 组 充分 条 件 ， 能 把 这 两 个 条 件 放 宽 些 。 下 面 一 组 也 是 大 
系统 式 (21.6-1) 在 大 范围 内 一 致 浙 近 稳定 的 充分 条 件 : 
(1b》 每 一 个 孤立 的 于 系统 有 一 个 正定 、 径 向 无 界 和 有 无 穷 小 上 极限 的 光滑 函数 
В,С, 1), 使 


(28+) < — аиа) Фа), М, Е Rm (216-12) 


式 中 а(х) 是 非 负 水 数 ，q;(x;) 是 某 一 正定 沙 数 , а, 是 某 一 常数 。 
(2b) 存在 xm 个 常数 pf;;，pi; 22 0, 


(gradiW i, g(x, 1)) < «(> Вт (ху), №, хє К, (21.6-13) 


(35) 同 条 件 (3 а). 

上 述 两 组 条 件 都 是 大 系统 式 21. 6-1) 大 范围 内 一 致 浙 近 稳定 的 充分 条 件 . 它们 的 成 
立 几 乎 是 显而易见 的 例如 ,为 证 明 条 件 《1a) 一 (3a)， 只 需 取 с: > 0, АСАЖ 
ЖЕ (с1, cz …，coj， 对 角 线 以 外 的 元 素 均 为 0， 那么 由 条 件 (32) 可 知 C4 + 4"С ЖЕ 
定 方 阵 ， 由 式 (21.6-4) 定 义 的 函数 三 (x, ғ) 是 正定 \ 有 无 穷 小 上 极限 和 径 向 无 界 . 所以， 
Ж (21.6-10) 有 下 列 不 等 式 成 立 : 


2и, 1) = 5) „| ои (х,) Г 十 «(=> Вии (к) } 
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= — ——— > (сай + сани хи С), (21.6-14) 


К саас ВЕБЕ. Бана (<) 的 正定 一 次 型 ,因而 是 
х, 的 正定 函数 , 4W /at 是 负 定 的 ， 由 李 雅 普 诺 夫 定 理 知 , 大 系统 式 (21.6-1) 的 零 解 是 渐 
近 稳定 的 ,而 且 是 大 范围 稳定 的 。 上 面 所 列 的 第 二 组 充分 条 件 的 证 明 方法 的 基本 思想 是 
类 似 的 ， 

类 似 12—08) 和 (1b) 一 (3b) 这 样 的 稳定 性 判 据 条 件 在 实际 问题 的 应 用 中 也 不 
一 - 定 很 简便 。 这 里 最 重要 的 是 这 种 方法 的 基本 思想 ， 即 把 大 系统 看 成 是 由 许多 个 孤立 的 
子 系统 相互 耦合 而 组 成 的 ， 然 后 在 充分 研究 各 子 系统 特 狂 的 基础 上 进一步 讨论 耦合 项 “ 
gi:(x, !) 对 全 局 性 能 的 影响 、 当 各 孤立 子 系统 之 间 的 耦合 作用 很 弱 时 , 诸 函 数 а(х, 2) 
的 范 数 相对 于 万 (x;， 纪 很 小 时 ， 采 用 上 述 方法 去 讨论 大 系统 的 稳定 性 可 以 指望 能 得 到 
可 靠 的 结果 。 当 这 种 耦合 作用 很 强 时 ,这 种 分 析 方法 的 应 用 范围 看 来 将 大 为 缩小 . 

近 几 年 来 有 人 提出 另外 一 种 关于 稳定 性 的 定义 ， 叫 作 “ 输 入 输出 稳定 ?95 人。 这 个 定 
义 的 基本 出 发 点 与 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 定义 不 同 , 它 主 要 是 对 线性 系统 有 效 , 对 线性 系统 
其 结果 差不多 与 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 等 价 ， 设 某 一 线性 系统 的 输出 输入 之 间 的 关系 由 积分 
方程 表示 : | 

хр = Фо, в) (0) + | Bs 6), в) В (в) 2(0)4, (21.6-15) 


式 中 (о) 是 输出 , 200) 是 输入 . В, Т) 和 ЯВ, Т) 分 别 表示 输出 函数 ХС) 
和 输入 函数 267) 所 属 的 函数 空间 一 一 希 尔 伯 特 空间 ,其 中 内 积 按 通 常 办 法 定义 为 


(= 70) = У | wy, а, у LARn, Т), 


200), 909) 一 |7 00006040, #6), 000 ЕКВ, Т), 


我 们 知道 ， 线 性 系统 的 稳定 性 完全 决定 于 零点 稳定 性 , 故 在 式 (21.6-15) 中 可 以 令 
x(0) 一 0， 这 样 一 来 ， 关 系 式 (21.6-15) 就 可 以 看 成 是 从 空间 92(К,, Т) 到 空间 
(К. T) 中 的 线性 算 子 ,可 以 写成 

| х(:) = Е2(0). (21.6-16) 
再 假定 时 间 间 隔 Гео, to 十 7] 是 固定 的 ,了 是 任意 的 正 数 ，7 < cp。 如 果 算 子 了 对 任何 
有 穷 工 都 是 一 致 有 界 的 , 则 称 式 (21.6~15) 是 输入 输出 稳定 的 。 此 时 对 任何 输入 .z(z? 都 有 

ИС «< | 到 中 ze 有， (21.6-17) 
算 子 范 数 ]| 也 可 以 叫做 系统 的 增益 。 上 式 两 端的 范 数 都 用 符号 | - 表示 ， 应 理解 为 各 
自 空间 的 范 数 ， 为 了 书写 方便 不 另 加 注 角 。 一般 说 来 ,F 的 范 数 依赖 于 T。 如 果 对 任何 
Т.Е 的 范 数 都 小 于 某 一 有 穷 正 数 ,此 时 说 一 致 有 界 。 

设 有 一 系统 如 图 21.6-1 所 示 , 具 有 反馈 算 于 G, G 是 从 ， К, Т) 到 SR Т) 
中 的 线性 算 子 (可 能 是 无 界 的 )、 该 系统 的 运动 方程 式 为 

е = С; + у, х == Ее, 
е = С’; + х, у = Се, (21.6-18) 


ee 


从 上 式 内 解 出 x， | 
| х= (ЕС + ЕСС’) + Ебх, (21.6-19) 
设 C 和 (5 都 是 有 界 算 子 。 从 上 式 内 可 以 看 出 ，PFG 是 作用 在 同一 空间 中 的 线性 算 子 。 如 
№ ЕС 是 有 界 的 ,而 且 范 数 小 于 1, 则 (1 一 FG) 有 有 界 逆 算 子 (1 一 ЕС), 

(1~ ЕС) = 1+ ЕС + (ЕС) + + (FG) +, 
由 于 |FG| < 1, 右 端 级 数 按 算 子 范 数 收敛 , 故 级 数 有 有 穷 和 。 至 于 上 式 中 的 等 式 , 可 以 
在 两 边 各 乘 以 (1 一 ЕС) 以 后 得 到 。 于 是 ; 当 FG 的 范 数 小 于 工时 有 

х= (1 — ЕСУЩКЕС + ЕСС')=, 

因为 ЕСЖ ЕСС 都 是 有 界 算 子 , 故 式 (21.6-18) 所 描述 的 系统 是 输入 -输出 稳定 的 。 


现在 我 们 来 讨论 大 系统 的 输入 -输出 稳定 性 ， 和 前 面 一 样 ,假定 可 以 招 大 系统 分 解 为 
若干 个 孤立 的 子 系统 ,它们 之 间 有 弱 的 相互 耦合 ,第 诗 个 子 系统 的 运动 方程 式 是 
е, = С; + у, х, == Fe ° 
е = Сд + x, у, = Се, + Н,е, (21.6-20) 
从 图 21.6-2 中 不 难看 出 式 内 各 算 子 C;, С, Fi, Н, С, 的 意义 . ХНН, Че 是 
别 的 子 系统 对 第 i 个 子 系统 的 交 联 耦合 ， 因 为 е = (е, е,`--, е.) 包含 了 全 部 # 个 
子 系统 的 状态 变量 。 : 
从 式 (21.6-20) 中 解 出 x;, 有 . 

Xi 一 下 ;CE 十 Е,С,е, + Е Пе’, і = 1,2, sn (21.6-21) 
当然 式 (21.6-21) 和 《21.6-20) 是 等 价 的 。 可 以 证 明 下 列 三 个 条 件 是 该 大 系统 全 局 输入 ~ 
输出 稳定 的 充分 条 件 : | 

(1) 所 有 的 子 系 统 中 Е,С; 和 -FiCi 都 是 有 界 算 子 ,| 已 ;| < 
(2) 存在 非 负 常数 Pi;, 使 
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[ав + пе < > pile |. | (21.6-22) 
(3) ， 按 下 列 规律 梅 成 的 ” x о ЕЕ 4 一 Са) 有 有 界 逆 ; 
ац = | — Йи, ац == — Үд. .. (21.6-23) 


为 了 证 明 这 一 组 条 件 的 充分 性 ,可 对 式 (21.6-21) 作 如 下 估计 : 
[1:1 < |Е,С,2| + 1Е,С,е, + Е,Н,е'|| 


«рс lal + ГЕИ - 16е + Hiel <|FiCil 121 + ЭЗ ве! 


由 式 〈21.6-20) 又 有 ， | 
е < 1С: + [#1 + 11, 
代入 前 式 后 得 到 


ый (геси + из виси | э У в, 


或 者 展开 后 有 | | 
(1 — ви) [жа 一 Увы 一 一 人 


< (вс + и вис), 
— ув ж | + (1 一 ва) = 555 08 |х|]: 


< (бы + > маа, 


оваа та. 
«(е а,в) аво) 


这 个 不 等 式 左 端的 系数 恰恰 是 式 (21.6-23) 所 定义 的 矩阵 A = (а д. в. ЗЕ ЕЯ» 
个 不 等 式 看 成 是 向 量 不 等 式 ,左右 两 端 乘 以 A 后 即 可 解 出 


11 «0\2 4; И = о] э 
Па] (2, 4 = таль, 


эхо ооо оочень 


вы < (вов = «а. G21.6-25) 
式 中 а НЕ А, bi 一 [ВС + УЗ ps1C;|， 于 是 
ТО ， 
ыы = (ыр) < (Po) 1. 6-26) 


квир дня, а 是 有 界 算 于 , 故 ( 9) н, Бе жах 
(21.6-20) 是 输入 -输出 稳定 的 . . 


тот пели т 
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上 面 我 们 介绍 了 两 种 关于 大 系统 稳定 性 的 分 析 方 法 .类似 这 样 的 方法 还 有 很 多 中 . 

这 些 方法 的 共同 特点 是 可 以 单独 估计 各 子 系统 之 间 的 耦合 作用 对 大 系统 全 局 性 能 的 影 
响 , 对 能 相互 作用 的 情况 这 种 基本 思想 是 有 充分 根据 的 ， 然 而 ,用 这 些 方法 去 分 析 实 际 系 
统 的 性 能 仍 存在 很 多 困难 . 这些 充分 条 件 对 子 系统 的 要 求 往往 过 于 苛刻 ， 例 如 在 = А 
立 子 系统 中 有 一 个 是 不 稳定 的 , 当 加 上 耦 含 作用 后 , 全 局 则 可 能 变 为 稳定 的 , 这 时 全 系统 
的 李 雅 普 诺 夫 函 数 就 不 可 能 按 式 (21.6-4) 去 定义 ; 在 输 人 -输出 稳定 性 分 析 中 ,一 切 F; 都 
假定 为 一 致 有 界 这 个 条 件 也 就 不 能 成 立 。 另 外 ,楼 找 出 符合 要 求 的 x XxX в 个 常数 В, 也 不 
是 轻易 能 作 到 的 。 总 之 ,不 能 认为 关于 大 系统 稳定 性 的 理论 已 经 成 熟 ,或 者 已 经 达到 实用 
的 阶段 ;尤其 是 关于 稳定 性 以 外 的 性 能 分 析 方 法 ,还 有 待 于 结合 大 系统 的 实际 情况 去 进 一 
步 研 究 . 


21.7 ”分散 控制 的 协同 问题 


”在 分 散 控 制 的 大 系统 中 ， 系 统 的 总 性 能 取决 于 各 控制 器 工作 之 间 的 协同 程度 .如果 
互相 协同 得 好 ,系统 性 能 就 好 ,如 果 协 同 得 不 好 ,那么 整个 系统 就 不 可 能 正常 工作 ， 所 以 ， 
如 何 组 织 好 分 散 控制 的 协 间 动 作 是 大 系统 设计 中 的 一 个 重要 问题 . 前面 已 经 提 到 过 ， 分 
散 控制 的 协同 操作 之 所 以 困难 是 因为 每 一 个 控制 器 不 能 得 到 大 系统 的 全 部 状态 信息 ， 相 
反 ， 它 只 能 根据 它 所 能 掌握 的 局 部 的 状态 信息 和 事先 约定 的 总 目标 去 确定 自己 应 该 采取 
的 控制 规律 . 特别 当 大 系统 所 控制 的 对 象 是 某 种 动态 过 程 时 ， 这 种 局 面 的 出 现 是 不 可 避 
免 的 。 形象 地 说 ,这 有 如 一 个 球 队 ,每 一 个 队员 都 必须 根据 他 所 能 掌握 的 瞬间 场 上 情况 决 
定 他 自己 应 该 采取 的 策略 和 动作 ; 但 是 任何 一 个 队员 瞬时 间 全 面 掌握 并 充分 分 析 全 局 情 
况 是 根本 不 可 能 的 ; 在 可 能 的 范围 内 预先 确定 尽 可 能 好 的 协同 动作 的 根本 规则 是 这 个 球 
队 获 得 成 功 的 最 根本 保证 之 一 .所 谓 大 系统 分 散 控 制 的 协同 问题 就 是 研究 如 何 板 据 总 目 
标 和 给 定 的 信息 传送 结 者 构 去 事先 约定 分 散 设置 的 各 控制 器 的 协同 动作 规则 . 显然 这 是 大 
系统 结构 设计 和 控制 设计 中 的 核心 问题 | 

不 言 而 喻 ,协同 规则 的 约定 方法 与 系统 的 信息 结构 有 着 直接 的 依赖 关系 .在 文献 [26， 
27] 中 提出 了 一 种 协同 理论 的 模型 , 它 在 一 定 程度 上 反映 了 分 散 控制 中 的 主要 特点 ,对 进 
一 步 研 完 分 散 控制 的 理论 很 有 参考 意义 、 下 面 简 要 地 介绍 一 下 这 个 模型 的 具体 结构 . 设 
在 某 大 系统 中 共有 个 分 散 设置 的 控制 器 ， 每 一 个 控制 器 能 得 到 部 分 信息 z/， 它 根据 这 
种 信息 按 某 种 规律 发 出 控制 作用 ws 设 预 先 约定 的 系统 性 能 指标 是 
Ј == Каша), (4), 5-5, шм(20)), (21.7-17 
式 中 шб) 表示 第 i 个 控制 器 根据 它 所 得 到 的 信息 x 给 出 的 控制 作用 。 用 UV 表示 wi 的 
可 准 取 值 范围 , 故 对 а, 的 限制 可 表达 成 

ис а; — и (2), шЄ0;, (21.7-2) 
协同 理论 的 任务 就 是 在 给 定 的 信息 结构 条 件 下 确定 控制 作用 a(z,), 使 了 在 某 种 意义 上 
取 极 小 值 . 

设 是 具有 高 斯 分 布 的 关 维 随机 向 量 ,表示 大 系统 中 一 切 不 能 精密 确定 的 随机 因素 ， 
它 的 概率 分 布 函 数 不 受 控 制作 用 的 影响 、 而 且 是 所 有 的 分 散 控 制 器 预先 知道 的 .第 守 个 
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ЕВРЕЕВ Ау ИА В, ЕВЕ НС, НУ „ВРЯД Я НОЖ А ЯК В еа Ж 
的 等 等 ,假定 能 用 下 列 线性 关系 表达 出 来 : 


z= На + У) Юу, i = 1, 1。 (21.7-3) 
j=1 


这 种 信息 结构 是 事先 确定 了 的 , Н; 和 О, 是 某 些 相应 阶 数 的 线性 矩阵 算 子 。 

在 某 些 系统 中 各 控制 器 发 出 的 控制 作用 必须 遵守 一 定 的 时 序 关 系 . 例如 ,各 у, i 一 
1, 2,……，w， 按 规定 应 在 不 同时 刻 发 出 控制 作用 : 第 一 步 是 ш, 第 二 步 是 шз, и, 第 三 步 
是 由 ,… 等 等 ， 当 这 种 时 序 关系 存在 时 , 各 控制 器 之 间 的 信息 交换 应 符合 自然 时 序 因果 
关系 。 Ша, Я Ра,, 则 决定 и, 时 可 以 得 到 并 利用 а; 的 信息 ,反之 则 不 能 。 这 种 关系 
可 写成 

D; x 0>D; = 0, Vi, j. (21.7-4) 

这 种 时 序 关系 可 以 用 图 21.7~1 表示 。 


р... 1—2, 
и! 2, а; и, и 
图 21.71 


当 所 有 的 Оу 都 为 零 时 , 各 控制 器 之 间 将 没有 控制 信息 交换 ,它们 只 能 取得 关于 随机 
向 量 ”m 的 部 分 信息 : 
Ру == 0, Ур; 5; = Нар, 1 = 1, 2,35, в. (21.7-5) 
具有 这 种 信息 结构 的 系统 控制 方式 叫做 静态 协同 . 
通常 的 带 有 随机 输入 作用 的 离散 系统 可 以 看 成 是 一 种 分 散 协同 控制 ; 
х == 了 2 十 Goi 十 ti 一 1，2… 7 (21.7-6) 
这 里 x; 是 ;时刻 的 系统 状态 , w; 是 i 时 刻 的 随机 输入 作用 。 我们 可 以 把 а, ++, о, 看 
成 是 分 散 控制 ， 即 и, 是 第 i 个 控制 器 于 i 时 刻 发 出 的 控制 .假定 mw 能 根据 信息 х, 
uj-1， wi-! 来 确定 自己 的 取 和 值 , 那么 由 于 式 (21.7-6) 的 递 推 关系 ,可 知 Е (хш, ››, 
i-1; Wi,'" ,Winl) 的 线性 隙 数 , 故 uy 所 能 得 到 的 信息 z; 可 写成 


1—1 
了 一 万 站 十 >) Бум, і 1, 2,65 п - 1, (21.7-7) 
i=1 


其 中 99 一 (х, мл, - + -, ш,} 是 不 受 控制 a 影响 的 随机 向 量 ，xi 是 系统 的 初 值 。 于 是 ， 
离散 动态 系统 的 设计 问题 就 可 以 纳入 协同 问题 的 范围 ， 它 叫做 分 散 控制 的 动态 协同 问 
题 . 

为 了 具体 讨论 协同 控制 问题 , 我 们 假定 由 式 (21.7-1) 定义 的 指标 函数 是 各 变量 的 二 
次 型 泛 范 。 本 章 用 符号 “一 ”表示 随机 量 的 数学 期 望 ,定义 


= [+ Фи, а) + (и, 5%) + (и, о) | (21.7-8) 


а = {щ, ma 9 和 3 是 相应 维 数 的 矩阵 算 子 ,此 外 史 还 是 正定 和 矩阵, 是 某 一 党 
向 量 . 我 们 注意 到 由 式 (21.7-7) 定义 的 2, 是 随机 量 , 赖 以 确定 的 а, 也 是 随机 量 , 故 函数 
Jy 的 右 端 是 有 明确 定义 的 . 
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现在 我 们 必须 站 在 第 i 个 控制 器 的 立场 上 来 寻求 а, 的 最 优 值 ， 设 它 已 知 其 它 控制 
器 的 控制 作用 是 аў, а, ай, ий. аў, 那么 第 i 个 控制 器 发 出 的 控制 作用 ай 
应 满足 最 优 条 件 
7 
Va И, і = 1, 2,5", nh (21.7-9) 
и—илииях (21.7-8)。 这 个 条 件 可 写成 条 件 期 望 极 小 值 的 形式 : 


шип] 一 піз [十 (Ои, а) + (а, 5%) + (а, с) | lz (21.7-10) 


КН a 二 {auf(z), 555, и (21), Uz) (Zin) (zn)}. 

从 这 里 可 以 看 到 分 散 控 制 与 集中 控制 的 根本 不 同 点 . 系统 中 ， 我 们 可 求 
出 全 局 极 小 值 对 应 的 全 部 最 优 控制 站 一 {高 ,，……… , 高}， 然 后 给 出 所 有 的 最 优 控 制作 用 
到 ,一 1, 2, 7， 使 系统 工作 在 最 佳 状态 ， 在 分 散 控制 系统 中 , 第 i 个 控制 器 不 能 直 
Ва, 作为 自己 的 控制 作用 , 因为 第 一 , 它 不 知道 第 i 个 控制 器 是 否 能 够 取 二 《限制 条 
ВО ЕКЕ а), БАЯН а} 的 概率 分 布 ; 第 二 ， 它 可 能 不 知道 所 有 其 它 а, 的 取 值 
《存在 时 序 关系 ); 它 只 能 根据 已 经 得 到 的 其 他 的 控制 信息 去 确定 自己 的 最 优 策略 . 


设 а, Ж — ЯЕ, Ви, 一 wi, 而 它 的 可 准 取 值 范围 0， 又 是 一 个 开 区 间 《例如 整个 实 


轴 ), 条 件 式 (21.7-10) 可 以 化 成 极 值 条 件 


2-и, т! =) = дни, + > 410112,1) + ($(1|2,)); + с: 


+ >) мн 2 Clz) + Вит =) 
1 ди; ди; 


1 


+ 39-012) [2,) с; + Хам, еч 515) = =» 0, (21.7-11) 


式 中 (ojjz) 是 好 对 =, ОНО В, Жо, (50), 57 01 个 分 量 ， 
с.с. 这 就 是 分 散 最 优 控制 oy 所 应 满足 的 必要 条 件 . 
如 果 在 信息 方程 (21.7-7) 中 所 有 的 D;; 一 0， 则 最 优 分 散 烷 制 的 必要 条 件 将 变 为 


ани (21) 十 У! 4+ (и =,) + (5(1|=,)), 十 с; = 0, i 一 1，2:………，17。 (21.7-12) 
15} 
这 是 所 请 静态 协同 问题 最 优 控 制 的 必要 条 件 . 


_ ” 设 某 一 大 系统 的 各 分 散 控制 器 有 式 172) ла 《21.7-4) 规定 
的 时 序 因果 关系 . 此 外 , 2, 能 包括 一 切 先 于 它 的 其 它 控制 器 所 得 到 的 信息 ,这 种 情况 可 记 


№222, 1 先 于 i е пренио 息 结 构 . 例如 下 列 信 县 关系 就 属于 


这 一 类 ， 
Е! = Hin, 
23 = Н, 
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Hi 0 0 \. 
ж=|Н| 7+ 0 lm 十 | 0 је, 
А3. Da Da 


№ 


2 (2) + ( к ja 
4 н, 7 ра 1> 


Н; 0 0 Ov 


Hl - 0 0 | 
25 = н, т + р, и, + р, и, 十 0 аз, 
Н, Ру 0 Р» 
2, == Н, 
(в) "+ (в) 
7 А р > 
28 一 Нәр. 


不 难 证 肯 ， 具 有 这 种 部 分 套 人 信息 结构 的 分 散 控 制 系统 协同 问题 属于 静态 协同 的 范 
№. 由 文献 [26] 中 所 证 明 的 结论 可 知 ， 此 时 使 7 获 相对 极 小 的 最 优 控制 时 是 存在 的 [ 见 
定义 式 (21.7~10)], 且 是 唯一 的 ,同时 还 是 有 的 线性 函数 : 

ur =» Az tb, іза 1. 2,5-5, в, (21.7-13) 

式 中 4; 是 相应 维 数 的 某 一 矩阵 算 子 , & 是 与 m 有 相同 维 数 的 常 向 量 。 

在 第 21.6 和 21.7 两 节 中 , 我 们 分 别 介 绍 了 大 系统 中 可 能 出 现 的 两 类 问题 , 即 稳定 性 
分 析 和 在 特定 信息 结构 条 件 下 的 最 优 协同 问题 . 应 该 指出 ， 这 两 类 问题 的 研究 工作 现在 
还 在 发 展 ,我 们 只 不 过 想 通过 这 两 个 例子 来 说 明 . 随 着 大 系统 的 发 展 和 普及 ,一 定 会 出 现 
许多 新 的 问题 要 我 们 去 研究 ,其 中 包括 结构 问题 ,静态 问题 和 动态 问题 等 等 。 大 系统 是 一 
个 新 生 事物 ,现在 还 不 存在 一 种 统一 的 理论 ,但 它 正 在 吸引 着 越 来 越 多 的 人 们 从 各 个 方面 
去 研究 它 的 特点 , 力求 找到 共性 , 抓 住 主要 矛盾 , 建立 应 用 范围 较 大 的 理论 模型 ,这 种 努 
力 还 在 继续 中 .我们 有 理由 期 待 ,一 种 新 的 理论 不 久 将 会 出 现 ， 
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在 第 八 章 、 第 九 章 中 ,我 们 曾 讨 论 过 最 速 控 制 系统 和 满足 指定 的 积分 指标 的 最 优 系 统 
设计 问题 . 在 那里 ， 某 一 系统 的 控制 方式 的 优 劣 是 根据 给 定 的 某 项 单一 指标 评价 的 ， 如 
果 对 某 一 过 程 的 控制 要 求 几 个 方面 都 好 , 例如 要 求 过 程 的 发 展 既 要 快 , 又 要 能 量 省 , 用 单 
指标 方法 去 进行 系统 设计 是 办 不 到 的 。 常 用 的 方法 是 根据 各 方面 的 要 求 对 不 同 的 指标 进 
行 组 合 ,构造 一 个 单一 的 指标 函数 ,使 它 能 照顾 到 各 方面 的 要 求 , 然 后 按照 这 个 综合 的 、 单 
一 的 指标 函数 去 进行 最 优 设计 . 这 在 简单 的 系统 中 , 一 般 来 说 , 是 可 能 的 , 只 要 抓 住 系 统 
的 主要 性 能 或 主要 矛盾 ,合理 地 确定 一 个 综合 指标 就 行 了 . 但 是 ,在 大 系统 中 问题 要 复杂 
得 多 ,有 时 只 根据 一 个 单一 的 指标 去 选 定 最 优 控制 规律 往往 是 不 适用 的 . 例如 ,对 一 个 企 
业 的 生产 过 程 进行 控制 , 绝 不 能 片面 地 追求 某 一 单项 指标 达到 最 优 而 置 其 它 指标 于 不 顾 ， 
相反 ,必须 在 产量 \ 品 种、 质量 (成 品 率 ), 劳 动 生产 率 (工时 利用 率 , 设 备 利用 率 )、 闭 料 消耗 
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《包括 设备 完好 率 , 能 量 消 耗 等 )、 成 本 、 利润 、 流动 资金 周转 期 等 和 名 个 方面 都 达到 先进 水 
平 . 如果 把 所 有 这 八大 指标 综合 成 一 个 指标 函数 ,再 根据 这 一 综合 指标 去 控制 生产 过 程 ， 
结果 必然 会 使 某 个 权重 大 的 指标 达到 最 优 ,而 牺牲 “次 要 的 ”指标 ,致使 这 些 次 要 的 指标 根 : 
本 得 不 到 满足 ,这 在 实际 问题 中 往往 是 不 能 允许 的 。 这 种 情况 不 仅 在 大 系统 中 会 出 现 ,就 
是 在 “小 系统 ”中 也 常会 出 现 . 例如 , 在 某 一 随 动 系统 中 , 不 能 要 求 控 制 规律 既是 最 速 的 ， 
同时 又 是 消耗 能 量 最 少 的 ， 因 为 这 两 个 指标 是 相互 矛盾 的 。 所以， 在 大 系统 的 控制 设计 
中 ,单一 指标 的 最 优 设计 理论 就 不 宜 于 采用 ,或 者 完全 不 能 采用 . 

为 了 克服 单 指标 最 优 控 制 理论 的 这 一 缺点 , 必须 建立 新 的 概念 , 寻找 别 的 工具 , 采用 
另外 的 方法 去 描述 和 评价 受 控 过 程 的 优 劣 .六 十 年 代 末 期 ， 人 们 找到 了 一 种 对 多 指标 系 
统 的 描述 方法 ,很 好 地 解决 了 这 一 问题 ,这 就 是 向 量 指标 的 描述 方法 .为 了 用 这 种 方法 解 
决 多 指标 的 控制 的 评价 问题 ， 应 用 了 半 序 空间 的 数学 概念 。 关于 半 序 空间 的 概念 和 方法 
是 由 匈牙利 数学 家 黎 斯 首先 于 1928 年 提出 的 ,后 来 又 由 苏联 数学 家 康 脱 罗维奇 (Канто- 
рович) 和 克 连 (Kpeiin》 兄 弟 发 展 起 来 的 ?. 

”在 单 指标 的 系统 中 , Д хо) табо) 分 别 表示 受 控 运动 的 状态 变化 和 控制 函数 ， 

那么 评价 控制 过 程 的 优 劣 是 用 一 个 实 值 函数 7 = f(x(z) , a(z) , г) 作为 标准 的 .根据 J 
的 具体 物理 含义 ,选取 最 优 的 控制 立 (#) , 使 达到 极 大 值 或 极 小 值 ， 由 于 了 的 取 值 范围 
是 实数 轴 上 的 数 , 所 以 比较 两 个 不 同 的 控制 函数 mCz) 和 tw(7) 的 好 坏 ， 只 要 求 出 各 自 对 
应 的 7 的 值 的 大 小 即 可 ， 因 为 在 实数 轴 上 任何 两 个 数 总 可 比较 哪个 大 哪个 小 。 在 大 系统 
中 ,如 果 指 标 函数 有 多 个 ,例如 有 mw 个 ,那么 它 本 身 将 是 一 个 向 量 , J 一 (Л, 1 …，Jnj， 
= fi(x (7) ао), ,而 两 个 向 量 之 | 间 通 常 不 能 比较 大 小 ,因为 在 向 量 空间 中 没有 这 种 
大 小 的 定义 。 如 果 用 向 量 的 范 数 长度》 作为 比较 标准 《而 这 个 在 向 量 空间 中 是 有 定义 
的 ), 就 又 恢复 到 老 问题 了 ， ||J = (J 十 及 十 … 十 а) 是 一 个 单一 的 实 函 数 , 因 而 多 
指标 也 变 成 单 指标 了 . 为 了 能 在 m 维 向 量 空间 к, 中 能 比较 两 个 向 量 的 “大 小 ”或 优 劣 ， 
必须 在 R。 中 引进 半 序 (部 分 序 ) 的 规定 。 现 在 我 们 就 先 介绍 К, 中 的 半 序 结构 . 

设 大 系统 的 质量 指标 有 w 个 ,J 二 {nh, 7 …，J}， 其 中 每 个 指标 Л 都 是 系统 状态 
х (г) 和 控制 作用 uCz) 的 实 值 函数 ,那么 Je К, К, 叫做 指标 向 量 空 间 ， 如 果 每 一 个 
71 都 可 能 取 正 值 和 人 负 值 ,那么 К 中 的 任何 一 个 向 量 都 可 以 表示 一 组 指标 .我们 在 К, 
可 以 定义 几 种 比较 某 些 向 量 之 间 的 “大 小 ”顺序 关系 的 方法 . 

(1) 如 果实 空间 Р, 中 的 向 量 x 一 (1, о, xm】 的 每 一 个 分 量 x; 20, 且 至 少 
其 中 有 一 个 x; > 0, 我 们 就 (定义 ) 说 x > 0, 对 任何 向 量 ye Ra, 只 要 y 一 x 之 0, 就 记 
为 y 之 x, 或 记 为 x 运 y。 这 种 定 序 方法 有 如 拼音 文字 的 字典 中 字 的 排列 方法 , 故 也 丁字 
典 式 序 关 系 . 在 线性 空间 К, 中 两 个 向 量 的 加 减 早 有 定义 了 ,因此 , 对 任何 两 个 向 量 都 可 
以 求 出 它们 的 差 . 但 是 ， 并 不 是 任何 两 个 向 量 之 间 的 差 都 能 按 上 述 定义 大 于 零 . 如 果 它 
们 的 差 z 一 y 一 x 一 {zl，za……，zm} 的 分 量 中 有 正 有 负 , 那么 z 既 不 大 于 零 , 也 不 小 
于 零 . 凡是 两 个 向 量 的 差 的 分 量 中 有 正 数 也 有 负数 ,它们 之 间 就 不 能 比较 .所以 ,用 这 种 
定义 去 比较 向 量 的 大 小 顺序 ， 只 对 А, 中 的 部 分 向 量 有 效 。 这 个 定义 只 能 确定 一 部 分 向 


) 见 第 十 二 章 参 考 文献 , 关 棠 直 , 泛 函 分 析 讲 义 ,第 五 章 ， 
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景 之 间 的 顺序 关系 。Rw 叫做 部 分 序 向 量 空间 ,或 者 叫 半 序 空间 ， 

(2) 我们 知道 一 切 п хз 阶 实 方 阵 按 和 矩阵 运算 构成 一 个 x x = 一 的 线性 空间 
Rs， 实 对 称 非 负 方 阵 4, 若 对 任何 非 零 # 维 向 量 x Н (Их, х) 之 0， 则 式 电 做 不 小 于 
零 , 记 为 4 二 0, 如 果 B 一 4 >20, 就 称 为 B 4 或 4 < В, 这 种 关系 当然 只 能 在 对 称 
方 阵 中 存在 ， 而 且 也 不 是 任何 两 个 对 称 方 阵 的 差 
都 总 是 大 于 零 或 小 于 零 . 所 以 在 R。 中 只 有 一 部 
分 和 矩阵 能 按 这 种 方法 比较 大 小 。 这样 的 Rs 也 是 
一 个 半 序 空间 ， | 

(3) РАР, 中 某 一 闭 集合 , 如 果 zxEP， 
则 对 和 任何 实数 二 0, 4x EP, 而 一 xEP; ЗЕ хЕР, 
УЕР, Ш х+уЕР. 满足 这 些 条 件 的 了 时 做 锥 . 
Ж. ПРВ Ё КЕ, ДРК Rw 中 а вт 
的 实心 锥 。 例 如 , М т = 2 6, 图 21.8-1 中 平面 上 的 a06 区域 就 是 一 个 实心 锥 ， 利 用 锥 
体 卫 可 以 定义 一 种 半 序 关系 : Л ХЕРЖХ 0; Жу —хЕР, Шу 2 хх < у. Ш 
Ж, Жу 一 xeP,y 和 x 之 间 就 不 能 比较 顺序 . 用 实心 锥 在 К» 中 定义 的 序 也 是 一 种 半 序 
《部 分 序 ). | 

总 之 ,在 К, НЕ НЫЕ ХХ — (КЖ, 它 满足 下 列 条 件 : 

车 х<у, у< =, Ш х < 2; 

Ж ху, у<х, И х= у; 

Ж х <у, х, <Уу,, Ш м 0 «у Ну: 

若 х<у, 420, 则 必 有 лх< лу; 对 1 和 0 则 有 зу < их. (21.8-1) 
引进 这 种 关系 以 后 К, 就 成 为 一 个 半 序 空间 。 这 种 半 序 关系 同样 可 以 引 人 到 无 穷 维 着 尔 
伯 特 空间 中 ,但 我 们 现在 不 讨论 无 穷 维 指标 空间 . | 

易于 证 明 ,一 切 大 于 零 的 向 量 构成 一 个 实心 锥 体 P+, P+ 一 {x|x 20}. 上述 半 序 关 
系 都 可 以 用 某 一 锥 体 去 定义 。 因 此 前 面 讨论 过 的 第 三 种 情况 具有 普遍 性 。 以 后 我 们 将 总 
假定 锥 体 P4 是 闭 集 , 即 P+ 的 边界 总 包含 于 Р.ф. 

Жон Р, 中 的 某 一 集合 ，80 С R,， 假 定 在 К, 中 已 引入 了 半 序 关系 . ЖО 
我 们 可 以 定义 极 大 向 量 , 极 小 向 量 、, 上 确 界 向 量 和 下 确 界 向 量 . 

(1) #60, х 做 0 中 的 极 大 向 量 , 记 为 хо == max8， 是 指 在 9 中 不 存在 任何 
xX 能 使 x > жх, 

(2) xo€ 0 叫做 8 中 的 极 小 向 量 , 记 为 xo 一 minQ， 是 指 在 9 中 不 存在 任何 向 量 x 
能 使 x < м. 

(3) acE2 叫 做 9 的 上 确 界 向 量 ， 记 为 хо = sup0， 是 指 对 9 中 的 一 切 向 量 x 都 有 
Xo 2 х, 

(4) 60 叫做 9 的 下 确 界 向 量 , 记 为 х = по, НЯ ОН x 都 有 
х > №. 

由 定义 不 难 推 知 ， 对 R。 中 的 任 一 集合 О, пахо 和 min9 通常 不 是 唯一 的 .然而 
supQ 和 inf8, 只 要 它 存在 ,一 定 是 唯一 的 ， 
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现 举例 说 明 这 四 个 定义 之 间 的 差别 ， 试 讨论 前 面 第 一 种 字典 式 序 关系 ， 在 К, 中 一 
切 具 有 非 负 分 量 ( 至 少 有 一 个 分 量 大 于 零 ) 的 向 量 全 体 构 成 一 个 凸 闭 锥 体 P, 叫做 А, 中 
的 正 锥 。 ДЕН у 一 xe P+， 就 说 у> х, НИШЕ Р.Е Rw 中 定义 了 部 分 序 . + 
т == 2, НОРКА ,如 图 21.8-2 所 示 . Р. ХА 0: 和 0xz 两 条 轴线 在 内 的 第 
一 象限 的 全 部 . 令 集合 2 为 正方 形 0 АВС. ЖЕУ, В ВАЕ Б ОККА Е 
确 界 . 因为 在 正方 形 中 没有 任何 别 的 向 量 x€ 0, 能 使 x* 宇 565 或 x 一 6 之 0,， 这 说 月 
Ь 一 maxQ， 另 方面 ,对 正方 形 中 的 一 切 向 量 x, 都 有 6 一 x 之 0， 故 6 又 同时 是 上 确 界 . 
类 似 的 讨论 可 证 明 坐 标 原点 ( 私 向 量 ) 径 是 2 的 极 小 向 量 ,又 同时 是 它 的 下 确 界 向 最. 在 
这 个 例 中 тах О == ѕирО, тіп О = 09, ПВ. 


1, 


е 
~ 
К 


21.8-2 : 图 21.8-3 


另 一 个 例 是 9 为 位 于 第 一 象限 中 的 四 分 之 一 个 圆 (图 21.8-3)。 不 难看 出 , 端点 位 于 
贺 周 上 的 一 切 向 量 , 都 是 0 的 极 大 向 量 . 例 如 端点 位 于 贺 周 上 B 点 的 向 量 b, 它 是 以 B 为 
顶点 的 方形 中 的 极 大 和 上 确 界 向 量 。 而 端点 在 方形 以 外 圆周 以 内 的 向 量 z 与 6 之 间 不 能 
比较 ,无 论 是 z 一 6 或 5 一 z 都 不 属于 正 锥 Pi, ЖЗ 既 不 大 于 也 也 不 小 于 8, 在 8 中 没 
有 任何 一 个 向 量 x 使 x > Б, 依 定义 ,6 是 极 大 向 量 ， 另 一 方面 ,并 不 是 对 8 中 的 一 切 向 
量 都 有 >x < Ь, 例如 图 中 所 示 的 向 量 z 就 不 能 满足 这 个 条 件 ,所 以 6 不 是 上 确 界 向 量 . 其 
它 和 前 例 一 样 , 原 点 0 ( 零 向 量 ) 是 2 唯一 的 极 小 向 量 和 下 确 界 向 量 . 在 这 个 例 中 ，max2 
有 无 穷 多 个 ， 而 在 Q 中 却 不 存在 supQ。 从 下 面 的 讨论 可 知 ，sup0 处 在 2 的 外 部 ， 即 图 
21.8-3 的 жд. 

关于 上 确 界 和 下 确 界 向 量 还 需要 有 更 确切 的 定义 。 设 某 两 个 向 量 x 和 yy 按照 引进 的 
半 序 关系 是 可 以 比较 的 ,例如 ?了 > х, 自然 有 у = sup{x,y}, x 一 inf {x,y}。 如 果 x 和 
y 是 不 能 相互 比较 的 , 即 y 既 不 大 于 x， 也 不 小 于 或 等 于 x， 此 时 仍 可 定义 它们 的 上 确 界 
和 下 确 界 . 在 定义 了 半 序 结构 以 后 的 Ru 记 为 (R。, 守 )， 如 果 对 任何 x 和 ye СВ», >) 
存在 一 个 向 量 z, 满足 下 列 条 件 : 

(1) х<2, у< 2, | 

(2) ЧЕ ає (К, <), 如 果 x за, узи, Шаг zs。 这 就 是 说 ,z 是 满 
足 条 件 (1) 的 “最 小 ”向 量 ， 
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满足 这 两 个 条 件 的 z ШК ж, у 的 上 确 界 , 记 为 
ху sup{ xX, у} (21.8-2) 
同样 可 定义 两 个 向 量 的 下 确 界 。z Ш, у 的 下 确 界 , 如 果 它 满足 下 列 两 个 条 件 : 
(1) #<х, = <у, 
(2) 对 任何 we (Ru >), ННа<х, и< у, Шаа, 
下 确 界 向 量 z 将 记 为 
2 == х Лу = inf{x,y} (21.8-3) 
如 果 在 CR，, >) 中 任何 两 个 向 量 都 有 上 确 界 和 下 确 界 存在 , 则 СР, >) 叫做 定向 
半 序 空间 ,或 叫做 线性 络 结构 (Lattice)， 由 正 锥 Pi 一 {x 一 о, асс (я; 之 0), 至 少 
有 一 个 >} 确定 的 半 序 线性 空间 (К, Р.) 就 是 一 个 线性 络 结构 . 
Е 中 任何 两 个 向 量 x 一 {x хосе) 和 了 一 fi узг", у} 的 上 确 界 向 量 z 
可 以 表示 成 | 
2 = зар (х,у) = х\/у == { тах (21, 91), mar(znym) 《21.8-4) 
不 难 证 明 , 由 此 式 算出 的 z 是 唯一 的 , 且 满 足 前 面 的 定义 . ВО (К, P+) 中 的 有 穷 个 
元 构成 的 集合 , 9 = (м, х5, x,)， 整 个 集合 Q 的 上 确 界 зиро 可 按 下 式 算出 : 


зир О == (RV х,) Мз) М) Vx. (21.8-5) 
有 了 上 确 界 的 计算 方法 以 后 ,又 可 证 明 任 何 两 个 向 量 的 下 确 界 为 
inf {x,y} = Лу = — [(— х) V(—y)] (21.8-6) 


ХРЕН УЖ О, 用 类 似 式 (21.8-5) 的 关系 可 求 出 2 的 下 确 界 向 量 . 关于 -上 下 确 界 的 
运算 还 有 两 个 重要 的 关系 式 : 


(xVy) + == (х + =) У(у + 2), (21.8-7) 
(хЛу) + х = (х + 2) Л (у + 2). (21.88) 
对 空间 (К„, P+) 这 两 个 等 式 可 从 直接 式 (21.8-4) 得 到 。 对 其 它 类 型 的 线性 络 结构 来 说 


也 不 难 证 明 它 的 正确 性 . 
值得 指出 的 是 , 当 R。 晓 化 到 一 维 空间 时 ,前 面 定义 的 极 大 , 极 小 .上 下 确 界 等 概念 就 
与 在 实 轴 上 通常 的 定义 相 重合 ,由 此 可 见 实数 轴 上 实数 的 全 序 关系 ， 是 正 锥 定义 的 半 序 
空间 (R。, Р.) 的 一 个 特例 。 从 半 序 本 身 的 定义 还 可 以 看 到 , 极 大 、 极 小 等 定义 与 问题 的 
物理 概念 和 几何 概念 没有 任何 矛盾 ， 
有 了 上 述 准备 后 ,我 们 可 以 开始 讨论 函数 的 “ 极 值 ?问题 我们 知道 定义 于 R。 中 的 光 
滑 的 实 值 函数 f(x) 在 хо 点 有 局 部 极 值 的 必要 条 件 是 


ОЕ (mm) 一 0， 1 1 2 7 | (21.8-9) 
而 хо 是 局 部 极 大 ( 极 小 ) 值 的 充分 条 件 是 
(Ax,xX) = У аці > (21.8-10) 


为 负 定 (正定 ) 二 次 型 ,4 是 x Xn 方 阵 
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у 95|... 91 
Өх? Әх,Әх; Өх,дх, 
Чо жа | еее еее ное , (21.8-11) 
04 Of .0 
дх„дх, OxnOr2 дл? 
式 中 64 /дх,дх; 是 在 点 x = хо 上 的 值 . 
再 说 一 遍 ， 条 件 式 (21.8-9) 和 (21.8-10) 是 实 的 数值 立 数 的 极 值 条 件 。 我们 现在 的 
目的 是 把 这 些 条 件 推广 到 取 值 于 m 维 半 序 空间 (К„, Р.) 的 函数 的 “ 极 值 ”问题 . 
设 卫 是 某 一 线性 赋 范 空间 ,例如 希 尔 伯 特 空间 F(x》 是 定义 于 中 而 取 值 于 СА, 
Р.) 中 的 函数 .F(x) ПЧК, НАЕ Н АО тр 中 有 半 序 不 等 式 
F(txi + (1 ~— Nx) SFx) + (1-4) ЕО), 
х, XE DCH, 0<:%1, (21.8-12) 
Ў Е(х), хЄН, 叫做 在 хое, ТЕТЕ ХАН 9] (Р, Р.) 中 的 线性 有 界 算 
子 F'(xo), 使 对 任何 Axe 已 有 
Е(ж + Ах) — F(xo) = Е(хАх + wi xo Ах), (12.8-13) 


式 中 
m eo Cxo; Ах) | = 0, 
1Axlla 
由 上 式 决 定 的 Е’ (ха) 叫做 F(x) 在 xo 点 上 的 强 微 商 。 线 性 有 界 算 子 Р’(ж) ПИН 
F(x) 在 x 点 的 弱 微 商 ,是 指 对 任何 heEH 有 


ЕВ) — Fo) 一 ЧЕ + В) (21.8-14) 


Е'(хо)А == lim й о. 


由 式 (21.8-13) 所 定义 的 Е'(хо) 叫做 强 微分 ; 而 由 式 (21.8-14) 所 定义 的 F(xo) 叫做 弱 
微分 .在 泛 函 分 析 中 证 明 , 强 微 商 ,如 果 存 在 的 话 ,同时 也 是 弱 微 商 ， 

设 F(x) 在 xo 点 附近 连续 强 可 微 , Р(х) 把 хо 的 某 一 邻 域 Р(х) СН (ЮР) 
中 的 某 一 集合 Q(xo) 上 ,如果 按 前 面 的 半 序 空间 中 上 下 确 界 向 量 的 定义 有 下 式 成 立 : 


Е(ж) == зар@(ж), {21.8-15) 
或 者 | 

F(xo) == infQ (хо), (21.816) 
我 们 说 函数 F(x) 在 хо 点 达到 局 部 极 值 。 下 面 我 们 证 明 , 使 F(x) 在 хо 点 达到 局 部 极 值 
的 必要 条 件 是 强 微 商 Е’Схо) = 0. 


设 在 V(xo) 中 连续 强 可 微 的 函数 F(x) 在 点 达到 局 部 极 值 使 式 (21.8-15) 或 
(21.8-16) 成 立 。 那 么 首先 对 任何 дх Ее V(xo) 有 
F(xo + Ах) — F(xo) _ 
Гах; Ро) |, 
为 了 明确 起 见 ,我 们 讨论 F(x) 在 хо 点 达到 下 确 界 即 式 〈21.8-16) 成 立 的 情况 、 对 足够 
小 的 axl 总 有 FCx + Ах) > F(xo)， 依 式 (21.8-13) 知 ， 当 Ax 的 范 数 足够 小 时 
Е(х)дх 之 0。 又 因为 在 强 微分 的 定义 中 , 式 (21.8-13) 对 任何 范 数 足够 小 的 Ax 者 成 


w= 0, (21.8-17) 


т 
Пано 
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立 , 故 用 一 Ax К Ax 后 等 式 也 成 立 。 由 于 F(xo) 是 下 确 界 向 量 ,所 以 一 PC(xo)Ax > 0, 
既然 F'(xo)Axe (Е, Р), Ж F'(xo)Ax 一 0 对 任何 范 数 足够 小 的 АХЕН вх, ВП 
F(x0) 一 0。F(x) 在 x 点 达到 局 部 上 确 界 的 情况 完全 类 似 . 总 之 ,我 们 证 明了 ,定义 于 
某 一 线性 赋 范 空间 上 而 取 值 于 《R。, Р.) 中 的 强 可 微 函 数 F(x) 在 x。 点 达到 上 确 界 或 
下 确 界 的 必要 条 件 是 
F(x) = 0. (21.8-18) 

这 与 实 值 函 数 的 极 值 条 件 式 (21.8-9) 很 相似 , 尽管 现在 这 个 条 件 的 含义 已 经 完全 不 同 . 

设 强 微 商 F'(x) 本 身 在 хо 的 令 域 中 又 是 强 连续 可 微 的 ,我 们 可 以 再 用 式 (21.8-9) 去 
定义 F(x) 在 和 点 的 二 阶 强 微 商 


Е” (мо) = СЕ’(ж)’ К21.8-19) 
更 确切 的 定义 如 下 : 如 果 Е(х + А) 在 xo 点 对 互 中 的 任何 及 均 可 展开 成 
Е(ж + А) — F(x0) = F'(x)h + > В(ж, №) + в (м, В), (21.8-20) 


式 中 
B(xo, А) 是 天 的 二 次 型 ， 
Je xo, Һ)|,, = 0, 
ПА љо А |2, 
В(хо, А) ШК Е(х) 在 点 的 二 阶 强 微分 。 可 以 证 明 F(x) Ехо 点 达到 上 确 界 《下 确 
界 ) 的 充分 条 件 是 在 此 点 上 二 阶 强 微分 B(x6。，h) <0(>0). 这 个 事实 的 证 明 可 见 文 


献 [14]. 
下 面 的 讨论 是 解决 多 指标 优越 控制 的 问题 ， 设 某 一 系统 的 运动 方程 式 是 
= f(x, и, г), x(10) = х (21.8-21) 


式 中 х = {= 5, ``" х) 是 系统 的 状态 向 量 ， Ё == {Һ, В» * 5 В}, 即 状态 空间 是 А 
Ж; Е К,, м = {ш из, и, } 是 控制 向 量 ; 设 控制 过 程 是 在 固定 的 时 间 间 隔 [xm，a1 
中 进行 的 ，x(x) 一 хо 是 系统 的 初始 条 件 。 再 设 该 受 控 过 程 有 和 个 指标 都 要 进行 评定 : 


21(х, 9,4, 10) 一 | ф(х (г), а(г), пе, 


вк, апо) = [ох а, 04, 


ооо ооо oe ооочень 


„Каза нь п) = [фе , и 04, (218-22) 
т ЕЖЕ: . 
52 = ф(х, и, 1), 200) = 0 (21.8-23) 


把 状态 方程 (21.8-21) 和 指标 方程 (21.8-23) 联合 起 来 , 记 
У) ={х(@, 20}, g={f,p), УЕВЬХ К, == К,. (21.8-24) 
于 是 整个 系统 可 简写 成 
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5 = g(x, а, 1), y(n) = (хо; 0} (21.8-25) 
отн ЖЕ ЕНЕ, (и) = ж 和 (л) 一 也 已 给 定 ， 在 指标 空间 Rs 中 用 某 
一 实心 正 锥 引进 半 序 , 使 它 成 为 线性 络 结构 《Rs。，P4)， 设 有 某 一 种 控制 ао), гє 1л, 


л], ЕЖУ (21.8-21) 从 м 点 到 达 x д, 


XxX(1) = x (21.8-26) 
所 有 其 它 的 控制 u(r) ЯЕ 202) Є (Е„, Pi) ,并 满足 下 列 不 等 式 : 
20800), 000), л, и) < =(х(, ue) , а, 5), (21.8-27) 


а (г) 称 为 优越 控制 . 注意 上 式 内 (0) 是 由 给 定 的 xo 和 xi 并 对 应 控制 立 (9 的 系统 运 
动 轨迹 ,而 符号 < 表示 (К„, Р.) 中 的 半 序 关系 , 依 前 面 的 定义 ,，z( 是 (站 ) , 音 (1) д, п) 是 
一 切 可 能 的 指标 向 量 =(х (1), (2), л, а) 的 下 确 界 向 量 . 

我 们 看 到 ,关于 优越 控制 的 概念 与 第 九 章 内 讨论 过 的 最 优 控制 的 概念 是 很 不 相同 的 
那里 的 指标 函数 空间 是 实 轴 Ri， 而 这 里 的 指标 函数 则 是 半 序 空间 (К„, Р.) 中 的 向 量 。 
但 是 , 一 旦 在 К 中 引进 了 半 序 关系 使 它 成 为 线性 络 结构 以 后 , 至 少 从 形式 上 看 , 两 者 就 
变 得 没有 什么 差别 了 . 下 面 我 们 写 出 在 半 序 空间 (К.,, Р.) 中 优越 控制 所 应 满足 的 必要 
条 件 : 

设 式 〈21.8-25) ЖАА а 一 (А, б, 5 Фа, Ф, 77, Ф} 的 每 一 个 分 量 
都 是 诸 自 变 元 的 连续 函数 ,在 其 一 有 界 区 域 中 是 一 致 有 界 函 数 , 而 且 对 x 的 每 一 分 量 有 连 
续 仿 微 商 。 记 如 为 空间 Р, 中 的 某 一 给 定 的 有 界 区 域 , UCR,, 如 果 在 任何 时 刻 1, w(s) Є 
О, Ша (ИЕ. 

У. 4 (2) = (ф,@)) 为 办 Хх ИН, тая, ЕЖИК 
间 К, 一 Р, х К, 到 指标 空间 (Rs，P+) 的 线性 算 子 ; 9) 可 分 解 为 两 部 分 更 (z) = 
(900): 0,00) ), 于 -是 从 К, 2] (В, Р.) 中 的 矩阵 算 子 , 9. ЕЛ (К, Р.) 到 (К,Р) 
中 的 矩阵 算 子 ,构造 mw А Е СИКСЕ ЯРА ЖО) 

CGORAGRIORDL 2 (г) CO OR (21.8-28) 
式 中 @ = (А, 75 №; Фі Фо," Фа) = (15 0255755 Ви}, 20 (21.8-25) 有 端的 
Е, He (К„, P+). 

为 了 使 总 (#) 成 为 满足 条 件 式 〈21.8-25) (21.8-26) 和 (21.8-27) 的 优越 控制 , 必 
须 存 在 一 个 常 矩阵 Ф (һ) = (Фа), @,(һ)}, 0< 1,03) € (ЮР), 并 使 下 殉 条 件 同 
时 成 立 : . | 


СОВР 


&(и) = м, Я(п) = ж; 
ай —_ oH . о іЯ о ( 
= т 080000), 400), 0) 
= 905 (是 CD) ,站 CD， 站， 
дх 


фа) = {#„(п), Ф.а): 
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HORCG) CO), А00), 0 — ЕН), и, (218-29) 
如 果品 是 R, УЖ ИОВ Е 
ЭН (200), BD BO ро, 712,2, (1-30) 


只 要 回忆 一 下 第 九 章 中 证 明 过 的 极 大 值 原理 就 可 以 看 到 , 式 (21.8-29) 和 (21.8-30) 是 它 
的 推广 。 注意 到 式 (21.8-30) 这 一 组 必要 条 件 是 在 开 集 上 求 优 越 控 制 的 ， 所 以 它 与 古典 
变 分 法 得 到 的 结果 在 形式 上 是 一 致 的 .因此 式 〈21.8-29) 和 (21.8-30) 是 局 部 极 什 的 必 
要 条 件 . 如 果 忆 是 一 个 有 界 闭 集 ,优越 控制 可 能 取 值 于 局 的 边界 上 , 此 时 式 (21.8~30) 将 
不 成 立 . 

设 1 二 时 的 状态 хо) 是 自由 的 ,而 且 U 是 有 界 闭 集 , 那么 全 局 优越 控制 的 必要 条 
件 将 变 为 . 


4 = К (г), (г), г), #6 [а, һ]1, 
аг 


(2) = хо 


一 一 ӘН (ад) 0), а, 0 


一 фс) 28 (#0), а), 0), 1 € [0, 1], 
дх 


Ф (а) = {A} (А) = 0,4 „(1,) = 9, 
На 90, (0), 0) inf НСО ФО), а, ғ) = сопя, (21.8-31) 
上 述 两 组 条 件 的 证 明 与 第 九 章 中 的 极 大 值 原 理 的 证 明 非常 相似 ， 这 里 不 再 重复 . 在 文 
献 [14,32] 中 还 列 出 了 优越 控制 所 应 满足 的 充分 条 件 ， 上 述 必 要 条 件 常 称 为 下 确 界 原理 
(或 上 确 界 原理 ) ， 以 表示 与 研究 单个 指标 情况 下 的 极 大 值 原 理 的 差别 .应 用 下 确 界 原理 
于 最 优 沽 站 等 问题 ,可 以 得 到 与 单 指标 最 优 条 件 完全 相同 的 结果 。 
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在 具有 多 级 结构 的 大 系统 中 ,除了 必须 对 每 一 个 受 控 过 程 进行 直接 控制 以 外 ,还 常常 
需要 在 众多 的 子 系统 的 状态 变量 之 间 进 行 协调 ,使 它们 相互 保持 某 种 比例 关系 ,以 达到 全 
局 最 优 的 总 态势 。 这 种 协调 工作 是 由 专 设 的 “协调 级 ”自动 完成 的 , 如 图 21.2~1 中 所 示 . 
粗略 地 说 ,处 于 大 系统 中 的 每 个 子 系统 的 状态 应 受到 全 局 需要 的 约束 ,使 全 局 性 能 保持 在 
某 一 预定 的 理想 平衡 状态 .协调 级 所 处 理 的 应 该 是 一 些 稳 态 参数 ， 而 不 象 具体 过 程控 制 
器 必须 处 理 动 态 控 制 问 题 那样 ， 可 以 设想 ， 大 系统 的 金 局 利益 要 求 各 于 系统 的 状态 参数 
满足 某 一 函数 关系 , 例如 某 一 代数 关系 式 , 而 不 是 微分 方程 式 . 举例 说 ,在 经 济 计划 大 系 
Зен, 资源 的 利用 和 调配 运输 , 应 受到 资源 总 额 的 限制 , 协调 工作 应 该 在 不 超出 可 调配 的 
总 额 的 条 件 下 使 利用 率 最 高 和 运输 费用 最 少 ;在 地 区 或 部 门 的 生产 计划 协 亩 中 ,应 该 在 预 
定 的 原材料 总 额 的 限制 下 使 平均 成 本 最 低 ,产量 最 高 等 等 . 

在 大 系统 的 这 种 协调 任务 中 ， 常用 的 方法 是 数学 规划 法 ， 其 中 无 以 线性 规划 方法 应 用 
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最 广泛 ,在 不 少 经 济 部 门 已 经 取得 了 显著 的 效果 ,例如 在 林业 加 工 吧 、 资 源 利用 co 民航 调 
度 2 等 方面 。 我 国 在 化 肥 、 煤 炭 等 资源 调配 和 铁路 运输 方面 ,也 已 开始 采用 线性 规划 的 方 
法 去 制定 方案 ,从 而 完成 了 全 局 协调 的 任务 ,并 获得 了 良好 的 效果 。 

数学 规划 问题 的 实质 是 在 给 定 的 限制 (代数 式 ) 条 件 下 ， 求 出 一 组 参数 ， 使 某 一 指标 
函数 (代数 函数 达到 极 小 值 或 极 大 值 。 如 果 限 制 条 件 和 指标 函数 都 是 诸 状 态 参 数 的 线性 
函数 ， 就 叫做 线性 规划 方法 。 下面 我 们 通过 两 个 不 同类 型 的 例子 来 说 明 线性 规划 的 命题 
和 物理 意义 . 

设 在 某 一 地 区 及 个 城市 和 矿山 ， 消 费 和 生产 某 类 资源 ， 在 这 NN 个 点 之 间 有 铁路 网 


21.9-1 


相连 接 , 如 图 21.9-1 所 示 . 用 5 表示 第 i 个 点 每 年 能 够 提供 的 资源 数量 (此 时 45; 为 正 值 ) 
或 要 求 每 年 消耗 的 此 项 资源 数量 (此 时 5 为 负 值 )， 在 理想 情况 下 ,这 类 资源 的 供销 应 该 
平衡 , 即 要 求 


Уһ=0, | (21 9-Г) 


用 хи 表示 从 第 i 个 点 调 往 第 i 点 的 资源 数量 , а, 表示 该 资源 的 标准 当量 系数 ,那么 第 i 
个 点 应 得 到 的 计划 供应 量 已: 


м 
У] аца = Ы, і 1, 2,55, М; (21.9-2) 


显然 ， 变 量 ғ, 的 数目 〈 记 为 >) ， 要 远大 于 М. 将 这 些 х 统一 编号 并 用 一 个 下 标 表示 
{zy}。 则 上 式 可 改写 为 
Ўл ау bss іт» 1,2... М, | (21.9-2”) 


#21 


当 只 计算 运 出 资源 数量 时 ,显然 要 求 所 有 的 ғ, 都 为 正 数 或 零 ， 此 时 取 负 值 是 没有 意义 的 ， 
因而 可 以 要 求 上 式 . 
oj > 0, j= 1,2,.* „м, 

再 设 每 一 批 资源 x; 的 运输 对 应 一 种 消费 或 投资 ， 例 如 运费 ,包装 、 运 输 损耗 等 等 , 这 
种 代价 将 与 *; 的 大 小 成 比例 ,用 с, 表示 这 个 比例 系数 .实现 这 一 整个 调度 计划 的 总 代价 
是 
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Т = У) са, (21.9-3) 
ї=1 


当然 ,每 一 种 调配 方案 {xi} 对 应 不 同 的 代价 , 即 了 是 整个 方案 的 函数 , 或 者 说 是 整个 
调度 计划 {xi} 的 函数 . 于 是 , 这 里 出 现 一 个 最 优 协调 的 问题 ， 即 如 何 分 配 和 调度 这 种 资 
源 , 才 能 使 为 实现 这 个 协调 计划 所 付出 的 代价 最 小 ?也 就 是 说 , 哪 种 调配 方案 能 得 到 最 大 
的 节约 效果 ? | 
这 个 例子 中 讨论 的 仅仅 是 资源 调度 协调 的 最 优 方 案 问题 。 实际 上 ， 对 工业 生产 的 各 
行 各 业 都 常 出 现 计 划 与 消耗 的 这 种 矛盾 关系 . 例如 ， 有 人 研究 过 木材 加 工 工业 的 木材 调 
度 最 优 计划 ' ,钢铁 生产 计划 2 的 最 优 制 定 ,飞机 飞行 线路 的 选 定 20, 大 石油 企业 的 产品 
计划 问题 等 等 . 还 有 其 它 很 多 方面 的 问题 都 可 以 归结 为 类 似 线性 规划 的 代数 问题 。 这 就 ， 
是 为 什么 线性 规划 方法 的 应 用 在 各 国都 受到 重视 ,而 且 在 理论 上 也 研究 得 比较 透彻 的 原 
其 实 ， 线 性 动态 系统 的 最 优 控制 问题 也 常 可 以 归结 为 线性 规划 问题 。 再 着 下 面 最 优 
ЕАН РОЛ. 设 (Д) 表示 某 一 受 控 系 统 在 时 刻 的 状态 , ХЕ R,, аб) 表示 控制 
АЕ we К, 在 《时 刻 的 值 . 我 们 知道 ,离散 线性 控制 系统 的 运动 方程 式 可 写成 
х(А 十 1) 一 x(A) 一 Lx(K) 十 Ba) ，A 一 0,1 1 一 1， (21.9-4) 
式 中 4 为 Хх ИЛ, В Ух, МЕ, 是 四 定 的 终点 时 间 。 要 求 寻 找 一 种 最 
优 控制 а == (000), @(1),..., а 一 1)} 使 由 内 积 组 成 的 指标 函数 
Т(Я, ё) = У) (сь, x(R)) + 2) (ск, ш(к)) | (21.9-5) 


取 极 小 值 。 这 里 ck 和 ei 分 别 是 4 维和 + 维 的 常 向 量 ， 控制 向 量 ut) 和 状态 向 量 x(f) 
的 取 值 假 定 受 下 列 条 件 限 制 : 
ul(k) € 0, = {ul Е а = wi} СК, , 


XR)E XL = {х|Нх < wr} CR,, (21.9-6) 
受 控 系 统 的 初始 条 件 x(0) 一 хо 和 终点 条 件 х(1) = x 设 为 给 定 , 它们 应 满足 关系 式 
Сохо 一 ao， Суху 一 ај. (21.9-7) 


式 (21.9-6) 一 (21.9-7) 中 Е, Нь, Со, С, 都 是 相应 阶 数 的 矩阵 ,而 wis Vi，> а Та; 是 给 
定 的 相应 维 数 的 向 量 ; 式 (21.9-6) 右 端 括 弧 内 的 符号 < 是 半 序 关系 式 , 例如 向 量 的 每 一 
个 分 量 都 满足 不 等 式 <. 

10 у = {x XO1), x ч(0), ш(1), ,ull 一 1)}。 由 式 (21.9-4) 和 
{21.9-7) 有 : 


х(1) — ж— Аж — Ви(0) = 0, 
хр — (1 1) — ах — 1) — Ва — 1) = 0, 
Сохо 一 ao = 0, | 
Сух, — а, = 0. (21.9-8) 
此 式 可 改写 为 
Ку -- b= 0, , ® (21.9-9) 
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КЖ (1 十 1)n + lr 列 和 至 少 有 人 刀 行 的 矩阵 (与 矩阵 Go，6G: 的 行 数 有 关 ) ,6 是 相应 维 数 
的 常 向 量 . 限制 条 件 式 (21.9-6) 可 改写 为 
` Ру < е, (21.9-10) 
# 为 相应 的 常 向 量 . 
那么 , 现在 , 最 优 控制 问题 就 变 成 求 满足 等 式 (21.9-9) 和 不 等 式 (21.9-10) 的 y, 使 
指标 函数 式 (21.9-5)， 即 
Ј == (у, с) (219-11) 
ЛМЕ. 这 样式 (21.9-9) 一 (21.9-11) 就 构成 了 一 个 标准 的 线性 规划 问题 ， 
从 上 例 中 可 以 君 到 ,离散 线性 系统 的 最 优 控制 问题 与 线性 规划 问题 是 等 价 的 ,然而 ， 
' 拔 成 线性 规划 的 形式 ,可 以 包括 更 多 一 些 的 限制 条 件 , 例如 za 的 取 值 范围 Vi 可 以 是 变化 
的 ,系统 状态 坐标 本 身 也 可 以 是 受 限 的 ,限制 范围 X 也 可 以 随时 间 《 变化 . 不 仅 如 此 ,就 
是 偏 微 分 方程 的 最 优 控 制 问 题 也 有 时 可 以 化 成 数学 规划 问题 V。 可 见 线性 规划 的 理论 和 
具 法 与 最 优 控制 间 题 有 密切 的 联系 . 它 不 仅 可 以 描述 普通 的 代数 协调 | 辣 题 ， 而 且 能 从 不 
同 的 角度 去 描述 由 常 微分 方程 、 差 分 方程 和 偏 微 分 方程 描述 的 最 优 控制 间 题 。 线 性 规划 
问题 也 可 能 有 向 量 指标 的 情况 ， 这 时 就 要 引进 半 序 指标 空间 的 概念 ， 如 前 节 内 所 作 的 那 
如 果 与 式 (219-9)，(21.9-10) 相对 应 的 限制 条 件 不 是 y 的 线性 函数 ,而 是 非 线性 关 
Ж, 那么 为 了 求 式 (21.9-11) 的 极 小 值 问题 , 就 要 用 非 线性 规划 的 方法 : 但 是 ,本 节 内 我 
们 将 只 介绍 解决 线性 规划 问题 的 基本 思想 和 方法 .这 样 作 不 仅 是 因为 由 于 篇 幅 的 限制 ， 
还 因为 对 线性 规划 问题 研究 得 最 完善 . 
象 式 (21.9-2) 和 (21.9-3) 这 种 线性 规划 问题 总 可 以 化 成 下 列 标准 代数 问题 : 在 ” 
维 ( 实 ) 欧 氏 空 间 Р, 中 ， 给 定 两 个 常 向 量 = 1, 6,5555 6}, © = (а, со, и}, 
m 二 wn， 和 一 个 给 定 的 т х о 和 矩阵 算 子 4 一 (4;;); 求解 问题 ， 
. Ах =, х>0, 
Т = (с, х) = тіп, (21.9-12) 
式 中 (.，') 表 示 两 个 向 量 在 К, 中 的 内 积 , x 之 0 表示 向 量 x 的 每 一 分 量 都 非 负 ， 
将 上 式 展 开 后 ， 又 可 叙述 为 ， 对 给 定 的 数组 (a1, соу со), (а, в, Б) 和 
т Х а Е (а), 求 函数 | 


| Т = У) С: (21.9-13) 
满足 于 限制 条 件 
Уан, 23220, 1 一 1， 2 和 (21.9-14) 


的 极 小 值 解 . 当然 ,这 个 问题 可 能 没有 解 [ 当 方 程 组 (21.9-14) 没有 解 时 ] ,或 者 只 有 一 个 
解 ,此 时 这 种 最 优化 问题 就 没有 什么 意义 了 .从 线性 代数 理论 中 我 们 知道 , Чи > т, 
方程 组 (21.9-14) 如 果 有 解 就 有 无 穷 多 个 解 . 但 是 , 整个 问题 , 即 工 获 极 小 值 的 解 是 否 
.存在 ,什么 时 候 存 在 ,这 都 是 线性 规划 中 已 经 研究 得 比较 充分 的 问题 . 

在 另 一 类 实际 问题 中 ,限制 条 件 式 (21.9-14) 往 往 不 是 等 式 ,而 是 不 等 式 . 例如, 要求 
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满足 条 件 
Ули, < bis 121,2... т; (21.9-15) 
j=1 
或 
、 Уан 26, jl 2 т (21.9-16) 


这 时 ,可 以 引进 新 的 非 负 变量 х, 2 0, 然后 把 上 述 两 个 不 等 式 改写 成 等 式 ， 


了 ai 十 和 和 本 (21.9-15’) 
j=1 

或 
Ујаџху — хина = Бі а 1, 2,555 т, (21.9-16”) 
了 一 1 


这 样 , 只 要 把 向 量 x 的 维 数 加 1 , 就 又 把 问题 归结 为 标准 形式 式 (21.9-12) 或 (21.9-13) 
和 (21.9-14) у. 

总 之 ,我们 研究 下 列 问题 : 求 出 一 个 向 量 == {x1, rz，xe， 它 使 工 取 极 小 值 , 交 
和 x 应 满足 下 列 条 件 : | 


Т == аж + ся 二 carn, (21.9-17) 

Фу == ара + ара 十 Ф алх 

2 == ая, 十 4252 十 十 Я т Ав» (21.9-18) 
х; 20, 1 == 1, 2,- ，1。 ， (21.9-19) 


ЖААЖ в > 0, 否则 可 将 全 式 变 号 ， 
与 上 式 一 道 , 可 以 讨论 另 一 个 与 其 密切 联系 的 对 偶 问题 ， 求 一 个 避 维 向 量 у = (у, 

为 ，…，ymj， 它 使 五 取 极 大 值 ,已 和 了 满足 下 列 条 件 : 

Н = я + Бу + у, (21.2-20) 

съ > апу + aa 和 十 … + ату» 

с, 2 ау! + аму 十 … А аһу. (21.2-21) 
在 线性 规划 求解 问题 中 ,上 述 两 个 相互 对 偶 的 问题 是 紧密 联系 在 一 起 的 ， 可 以 证 明 , 如 果 
问题 式 (21.9-17) 一 (21.2-19) 有 解 , 且 极 值 TY* 有 下 界 , 则 问题 式 (21.9-20) 一 -(21.9-21) 
的 任何 最 优 解 必 满足 条 件 Т = НА, Н" 是 第 二 个 问题 中 的 极 大 值 ,这 一 点 下 面 我 们 还 要 
讲 到 .现在 我 们 讨论 一 下 ,这 种 问题 的 求解 方法 的 基本 思想 ,而 且 我 们 只 讨论 -一 种 能 够 用 
计算 机 又 代 程序 求解 的 方法 .因为 在 变量 数目 很 大 , 即 x 的 维 数 很 大 时 ,用 任何 解析 方法 
求解 都 是 很 困难 的 . 对 原 方程 组 作 一 些 理论 分 析 将 有 助 于 正确 地 编制 计算 程序 ， 我们 返 
回来 讨论 式 (21.9-18)。 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 mw 个 方程 式 是 线性 无 关 的 . 即 m x ”矩阵 
4 的 秩 为 wm， 任 取 一 个 m Xx п 的 非 赔 化 方 阵 В, 例如 它 由 x4，x2,'…, х 的 系数 构成 。 
Т, х, xz xm 以后, 式 《21.9-18) 可 化 成 下 列 形式 
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х) + Чт т 十 十 ах, = Б, 
Ат 十 ГЕТ +... + т 一 ть 
2 十 CmAIXm+l 十 .十 С.Х, = я. (21.9-22) 
上 式 内 用 x КЕТ 2197) Т, ӘЖ, Ж Хна, ВТЕ Ау 2, 都 不 小 于 0, 则 
式 (21.9-18) 和 (21.9-19) 立即 得 到 一 组 可 允许 的 解 : . 


rem bi f= 1.2.5305. т; хра 0, =n 二 1, пр ZZ (21.9-23) 
当然 ， 若 有 一 个 到 < 0。 这 种 变换 就 给 不 出 任何 解 ， 此 时 要 改变 矩阵 В, 再 进行 一 次 变 
换 。 最 坏 的 情况 下 ,B 的 取 法 可 以 有 一 m7 种 , 当 ” 足够 大 时 ,这 种 求解 方法 是 很 


— т) |т! 
费力 的 . 但 是 , 这 样 的 一 组 解 式 (21.9-23) 如 果 找到 了 , 可 根据 式 (21.9-22) 的 最 后 一 式 
中 的 '5; 的 符号 来 判别 这 个 解 是 不 是 原 问 题 的 最 优 解 . 将 最 后 一 式 改写 成 
Т жав == — Сых Ста "7 “一 Coxr Е, (21.9-24) 

由 于 z 是 常数 ,只 要 所 有 上 式 中 的 2, 都 是 负 值 ,那么 式 (21.9-23) 就 必然 是 原 问题 的 最 优 
Ж. 

如 果 式 (21.9-24) 中 右 端的 系数 3 有 正 值 的 ， 则 式 (21.9-23) 所 决定 的 一 组 解 将 不 
是 最 优 的 . 取 纪 中 最 大 的 一 个 


с, == тахс; > 0, 5>т, 
i 


然后 对 式 (21.9-23) 决定 的 解 加 以 修改 : 


ху 一 ГА 一 GUN 


tm bn 一 2: 5 

T=2= 5 — Cr, с, > 0. (21.9-25) 
显然 ,对 某 个 *, 若 所 有 的 2 < 0, 11, 2,5, т 则 zx 可 以 取 任 何 大 的 正 值 ,使 +; > 
+оо, 了 一 一 c， 此 时 间 题 式 (21.9-17) 一 (21.9-19) 没有 有 界 解 , 也 就 是 没有 极 值 解 . 
如 果 上 式 右 端 的 系数 a; 中 哪怕 有 一 个 是 正 值 , х, 就 不 能 无 限 增 大 ， 因 为 受到 条 件 式 
(21.9-19) 的 限制 .此 时 只 能 取 


х* жа min 0 (21.9-26) 


х 代入 式 (21.9-25) 就 得 到 一 组 更 新 值 nm， x2，,*…*, х, Т. Жа 后 ,再 把 它 代 入 
Ж, (21.9-18)， 将 各 行 中 的 ол 移 往 左 端 并 与 5b 合并, 再 重新 开始 整个 上 述 过 程 . 这 样 
经 多 次 短 代 后 就 可 最 后 求 出 最 优 解 . ОК РЕТ ЕР". | 

у ЕЖ, ФАИ а ВИО аг РУТ: 

(1) 在 式 (21.9-18) 右 端 选 一 m x т 阶 非 赔 化 方 阵 В, 使 向 量 8-6 的 每 一 分 量 者 
为 正 值 . 令 

Хь = {хуу tr 一 0 bn}; 

其 余 的 хра 0, уат +1, от 2,5, 


НЕЕ 
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(2) 将 м, za ,zxw 的 值 代 人 式 (21.9-17), 并 化 成 式 (21.9-24) 的 形式 , 求 出 诸 
系数 сз 1 = т +1, 2。 

(3) 如 果 全 部 с, 都 是 负 值 , 则 停机 ,最 优 解 已 找到 . 

(4) ”车 至 少 有 一 个 5 是正 的 ,那么 按 式 (21.9~26) ЖІН х*, ВА (21.9-25) 修改 第 
一 近似 解 Хв. 

(5) 把 新 的 xs ЖА (21.9-24), 重复 (2). 

我 们 再 回来 讨论 基本 问题 式 (21.9-17) 一 (21.9-19) 和 它 的 对 偶 问 题 式 (21.9-20) 一 
(21.9-21) 之 间 很 有 意思 的 相互 关系 . 现在 我 们 再 用 向 量 和 内 积 的 记述 方法 把 这 两 个 方 
程 组 重 写 如 下 : 

基本 问题 : Жет, 

了 一 (ce,x)，xER， 
Ах =, ВЕК., 
x 之 0 (x 的 每 一 个 分 量 20). (21.9-27) 

对 偶 问题 ， 求 y НЮ, : 

Н = (b,y), УЕК», 
Ау с, СЕК,, (21.9-28) 
АН т ЖЕН. ХАВИ Бе: 
(1) 设 关 是 满足 条 件 4 二 68 和 三 之 0 的 任 一 个 解 ; 而 了 是 对 假 问 题 中 4r 了 入 e 
的 任意 解 . 那么 必 有 
Т = (с, ж) > (Б, у) = Н, (21.9-29) 
ВЕН ВО, НУ 220 АЕ-ЬЖ "у < с, 故 有 
Т = (с, #) > (л'у, #) = (у, 49) = (ў, Б) = Н, 

(2) ”如 果 基 本 问题 和 对 偶 问 题 的 x 和 yy 都 有 满足 各 自 限制 条 件 的 解 , 那 么 两 者 都 有 
最 优 解 . 再 设 式 (21.9-28) 的 = 个 不 等 式 中 , 凡 严 格 不 等 式 成 立时 , 则 相应 的 x 的 坐标 应 
ЕЮ. 例如 第 i 行 有 <; > У а, ШЕ 一 0， 此 时 有 


тіп Т == Т = тах Н = Я, (21.9-30) 
由 性 质 (АЯ, ТАНТРА, НН ЕН, 因而 两 者 都 一 定 有 最 优 解 . 进一步 
对 式 (21.9-27) 内 的 等 式 两 边 分 别 和 3 了 了 取 内 积 后 有 
(ах, $) 一 (2, 4) = (5, У). 
ВКЛ, У алб, < ci 的 各 都 为 零 ,那么 , 由 此 可 知 
Н = (Ь, 9) = (Я, 49) = (43, #) = (с, #) = ?. 
这 就 证 明了 式 (21.9-30) 成 立 . 事实 上 ， 上 面 关 于 ;为 0 的 假定 是 多 余 的 ， 仔 细 计 算 可 
知 , 展 式 (21.9-24) 右 端 的 诸 系 数 就 是 > ау: 一 cj су, М 2 小 于 零 时 必须 有 六 == 0, 


否则 2 不 可 能 是 使 工 取 极 小 值 的 最 优 解 . 
(з) 基本 问题 和 对 偶 问 题 这 两 个 问题 中 ,只 要 有 一 个 有 最 优 解 , 另 一 个 也 -- 定 有 ,而 
且 两 者 的 极 什 相等， 如果 其 中 之 一 有 无 界 解 , 则 另 一 个 无 解 
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(4) ”从 上 面 几 个 特性 ， 可 立即 推出 一 个 最 重要 的 结论 : {НН 775, Ё.) 和 
二 (81, 5,777, 知 } 分 别 成 为 基本 问题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 
(ах, у == (СХ), (21.9-31) 


这 个 条 件 实际 上 与 性 质 (2) 是 等 价 的 . 例如 ,由 此 可 推 知 , 当 De, < Gj 时 ,各 必须 为 


+, ==. 

利用 基本 问题 和 对 偶 问 题 的 这 种 关系 ， 人 们 想 出 了 很 多 办 法 去 求解 最 优 问题 . 前 面 
讲 到 的 单纯 形 双 代 法 要 求 首先 找到 基本 问题 中 满足 限制 条 件 的 一 组 解 . 如 果 利 用 对 偶 问 
题 的 特性 , 则 可 以 从 对 偶 问 题 的 某 一 组 相 容 解 作为 登 代 的 开始 ,这 种 方法 电 做 对 侦 单 纯 形 
法 和 主 -对偶 程序 . 关于 这 些 更 完善 的 计算 方法 的 细节 ,读者 可 参看 本 章 参考 文献 。 

如 在 本 节 开始 时 提 到 的 ,由 于 实际 问题 的 需要 ,人 们 对 线性 规划 的 理论 和 实际 应 用 作 
了 大 量 的 工作 . 现在 ,这 一 理论 和 方法 已 卓有成效 地 应 用 于 各 个 方面 ,特别 是 有 效 地 应 用 
在 经 济 计划 管理 方面 . | 
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第 五 章 


常 系数 线性 系统 

变 系数 线性 系统 

非 线性 系统 

工程 近似 问题 

几 个 定义 

系统 运动 模型 的 辨识 
控制 系统 的 质量 指标 

献 

>》 析 的 基本 方法 

拉 氏 变换 和 反 转 公式 

用 拉 氏 变换 法 解 常 系 数 线性 微分 方程 
关于 正弦 式 驱动 画 数 的 讨论 
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